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内 容 简 介 


本 书 是 为 大 学 基础 数学 专业 高 年 级 本 科 生 和 一 、 二 年 级 研究 生 “ 多 复 
分 析 与 复 流 形 ”课程 编写 的 教材 ， 也 可 供 有 兴趣 的 读者 自学 使 用 . 全 书 共 分 
7 章 ， 内 容 包 括 : 多 元 解析 函数 ， 全 纯 域 , 复 流 形 , 复 几何 , Dolbeault 同调 
与 Hodge 定 理 , 层 与 层 同调 理论 (Cech 同调 )， 紧 复 流 形 . 紧 Riemann 曲面 的 
基本 理论 将 分 布 在 各 相关 的 章节 内 作为 特例 . 本 书 的 先 修 课程 是 “ 复 变 函 
数 ” 和 “微分 流 形 ” 

本 书 在 编写 过 程 中 特别 考虑 了 不 同 背景 读者 的 需要 , 将 各 章 的 内 容 尽 
可 能 独立 , 使 得 在 实际 学 习 和 教学 中 可 以 根据 不 同 要 求 和 时 间 安 排 选择 不 
同 章节 . 注重 与 其 他 学 科 的 联系 , 强调 通过 对 本 书 的 学 习 帮 助 读者 总 结 ， 并 
巩固 在 别 的 学 科 中 学 习 过 相关 的 基本 理论 以 及 这 些 理 论 的 实际 应 用 是 本 书 
的 特点 之 一 . 对 于 需要 用 到 的 其 他 学 科 的 相关 知识 ， 书 中 都 做 了 尽 可 能 详细 
的 交代 和 总 结 . 为 方便 教学 , 书 中 每 一 章 都 配备 了 习题 ,并 提供 了 部 分 习题 
的 提示 和 解答 . 

本 书 可 作为 综合 大 学 和 高 等 师范 院 校 数学 专业 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 
多 复 变 函数 论 的 教材 或 相关 课程 的 教学 参考 书 ， 也 可 供 从 事 数学 或 理论 物 
理 研 究 的 科技 人 员 人 参考 . 


作者 简介 
齐 小 江 “北京 大 学 数学 科学 学 院 教授 、 博 士 生 导师 . 主要 从 事 
多 复 分 析 和 复 几 何 研究 ,与 他 人 合作 ,已 编写 出 版 了 “数学 分 析 ” 和 
“ 复 变 函数 ”等 相关 课程 的 教材 . 


序 言 


自 1995 年 以 来 , 在 姜 伯 驹 院士 的 主持 下 , 北京 大 学 数学 
科学 学 院 根据 国际 数学 发 展 的 要 求 和 北京 大 学 数学 教育 的 实 
际 , 创造 性 地 贯彻 教育 部 “加 强 基础 , 淡化 专业 , 因材施教 , 分 
流 培养 ”的 办 学 方针 , 全 面 发 挥 我 院 学 科 门 类 齐全 和 师资 力量 
雄厚 的 综合 优势 , 在 培养 模式 的 转变 、 教 学 计划 的 修订 、 教 学 
内 容 与 方法 的 革新 , 以 及 教材 建设 等 方面 进行 了 全 方位 、 大 力 
度 的 改革 , 取得 了 显著 的 成 效 . 2001 年 , 北京 大 学 数学 科学 学 
院 的 这 项 改革 成 果 荣 获 全 国教 学 成 果 特 等 奖 , 在 国内 外 产生 
很 大 反响 . 

在 本 科教 育 改革 方面 , 我 们 按照 加 强 基础 、 淡 化 专业 的 要 
求 , 对 教学 各 主要 环节 进行 了 调整 ,使 数学 科学 学 院 的 全 体 学 
生 在 数学 分 析 、 高 等 代数 、 几 何 学 、 计 算 机 等 主干 基础 课程 
上 , 接受 学 时 充分 、 强 度 足 够 的 严格 训练 ; 在 对 学 生 分 流 培 养 
阶段 , 我 们 在 课程 内 容 上 坚决 贯彻 “ 少 而 精 ” 的 原则 , 大 力 压 
缩 后 续 课 程 中 多 年 逐步 形成 的 过 空 、 过 深 和 过 繁 的 教学 内 容 ， 
为 新 的 培养 方向 、 实践 性 教学 环节 , 以 及 为 培养 学 生 的 创新 能 
力 所 进 行 的 基础 科研 训练 争取 到 了 必要 的 学 时 和 空间 . 这 样 
既 使 学 生 打 下 宽广 、 坚 实 的 基础 , 又 充分 照顾 到 每 个 人 的 不 同 
特长 、 爱 好 和 发 展 取向 . 与 上 述 改 革 相 适应 , 积极 而 慎重 地 进 
行 教学 计划 的 修订 , 适当 压缩 常 微 、 复 变 、 偏 徽 、 实 变 、 微 分 
几何 、 抽 象 代 数 、 泛 函 分 析 等 后 续 课 程 的 周 学 时 , 并 增加 了 数 
学 模型 和 计算 机 的 相关 课程 , 使 学 生 有 更 大 的 选课 余地 . 

在 研究 生 教育 中 , 在 注重 专题 课程 的 同时 , 我 们 制定 了 30 
多 门 研究 生 普选 基础 课程 (其 中 数学 系 18 门 ), 重点 拓宽 学 生 


计 ”序言 


的 专业 基础 和 加 强 学 生 对 数学 整体 发 展 及 最 新 进展 的 了 解 . 
教材 建设 是 教学 成 果 的 一 个 重要 体现 . 与 修订 的 教学 计 
划 相 配合 , 我 们 进行 了 有 组 织 的 教材 建设 . 计划 自 1999 年 起 
用 8 年 的 时 间 修 订 、 编写 和 出 版 40 余 种 教材 . 这 就 是 将 陆续 
呈现 在 大 家 面前 的 《北京 大 学 数学 教学 系列 丛书 》. 这 套 丛 书 
凝聚 了 我 们 近 十 年 在 人 才 培 养 方面 的 思考 , 记录 了 我 们 教学 
实践 的 足迹 , 体现 了 我 们 教学 改革 的 成 果 , 反映 了 我 们 对 新 世 
纪 人 才 培 养 的 理念 , 代表 了 我 们 新 时 期 的 数学 教学 水 平 . 
经 过 20 世纪 的 空前 发 展 , 数学 的 基本 理论 更 加 深入 和 完 
善 , 而 计算 机 技术 的 发 展 使 得 数学 的 应 用 更 加 直接 和 广泛 , 而 
且 活 跃 于 生产 第 一 线 , 促进 着 技术 和 经 济 的 发 展 , 所 有 这 些 都 
正在 改变 着 人 们 对 数学 的 传统 认识 . 同时 也 促使 数学 研究 的 
方式 发 生 巨 大 变化 . 作为 整个 科学 技术 基础 的 数学 , 正 突破 传 
统 的 范围 而 向 人 类 一 切 知 识 领域 渗透 . 作为 一 种 文化 , 数学 科 
学 已 成 为 推动 人 类 文明 进化 、 知识 创 新 的 重要 因素 , 将 更 深刻 
地 改变 着 客观 现实 的 面 狐 和 人 们 对 世界 的 认识 .数学 素质 已 
成 为 今天 培养 高 层次 创新 人 才 的 重要 基础 . 数学 的 理论 和 应 
用 的 巨大 发 展 必 然 引 起 数学 教育 的 深刻 变革 . 我 们 现在 的 改 
革 还 是 初步 的 . 教学 改革 无 禁区 , 但 要 十 分 稳重 和 积极 ; 人 才 
培养 无 止境 , 既 要 遵循 基本 规律 , 更 要 不 断 创新 . 我 们 现在 推 
出 这 套 从 书 , 目的 是 向 大 家 学 习 . 让 我 们 大 家 携 起 手 来 , 为 提 
高 中 国 数 学 教育 水 平和 建设 世界 一 流 数 学 强国 而 共同 努力 . 


张 继 平 
2002 年 5 月 18 日 
于 北京 大 学 蓝 旗 营 


中 


前 


多 复 分 析 和 复 流 形 理论 是 现代 数学 的 重要 分 支 之 一 , 也 越 来 越 多 
地 应 用 于 数学 和 物理 的 其 他 多 个 分 支 之 中 , 例如 , 数学 中 的 解析 数论 、 
微分 几何 、 几 何 分 析 、 代数 几何 以 及 物理 中 的 量子 场 论 、 共 形 场 和 超 
弦 理 论 等 等 . 这 些 专业 不 论 是 在 学 习 过 程 中 , 还 是 在 实际 研究 里 都 需 
要 用 到 大 量 多 复 分 析 和 复 流 形 的 知识 . 而 多 复 分 析 中 的 许多 成 果 也 是 
泛 函 分 析 、 偏 微分 方程 、 抽 象 代数 等 理论 实际 应 用 的 很 好 的 例子 . 然 
而 在 国内 , 将 多 复 分 析 和 复 流 形 理论 作为 一 门 基础 课 来 开设 的 学 校 目 
前 还 比较 少 . 这 其 中 除了 多 复 分 析 专业 的 学 生 不 多 , 研究 领域 相对 比 
较 窗 以 外 , 缺少 一 本 起 点 低 一 些 , 适用 面 比 较 宽 , 对 更 多 专业 都 有 学 习 
和 参考 价值 的 教材 丽 怕 也 是 重要 原因 之 一 . 

针对 这 一 点 , 我 们 编写 了 这 部 《多 复 分 析 与 复 流 形 引 论 》 教 材 , 目 
的 是 希望 为 这 方面 的 课程 建设 做 一 点 工作 , 同时 希望 对 这 方面 理论 有 
兴趣 的 国内 读者 提供 一 本 引 论 性 质 的 、 背 景 交 代 多 一 些 的 、 推 导 比 较 
仔细 的 、 适 用 面相 对 较 宽 的 、 同 时 也 适合 于 自学 的 参考 书 . 当然 要 做 
好 这 几 点 显然 是 困难 的 . 多 复 分 析 理论 由 于 自身 的 特点 , 除了 其 本 身 
就 比较 复杂 外 , 还 借鉴 了 大 量 其 他 学 科 的 方法 和 结论 . 例如 , 解析 函 
数 的 芽 环 , 紧 复 流 形 上 的 亚 纯 函 数 域 等 需要 交换 代数 的 一 些 基 本 知识 ; 
复 几 何 中 复 联 络 的 概念 和 Kihler 流 形 则 是 微分 几何 相关 理论 的 发 展 ; 
Dolbeault 同调 群 和 Kodaire-Serre 对 偶 定 理 推 广 了 de Rham 同调 群 和 
Poincaré 对 偶 定 理 ; 而 层 同 调理 论 则 是 微分 拓扑 中 同调 理论 的 一 种 特 
殊 形 式 ; 等 等 . 怎样 将 这 些 内 容 较 好 的 融合 在 一 起 , 使 得 阅读 和 教学 相 
对 容易 一 些 呢 ? 为 此 , 我 们 在 本 书 的 编写 过 程 中 主要 考虑 了 下 面 儿 个 
方面 的 问题 : 

(1) 教材 针对 的 对 象 不 仅仅 是 多 复 分 析 专业 的 同学 , 对 于 那些 只 是 
对 多 复 分 析 有 兴趣 , 或 者 需要 用 到 其 中 某 一 部 分 理论 的 读者 也 能 够 适 


用 . 为 此 , 我 们 对 于 涉及 的 定义 、 概 念 、 相 关 的 定理 或 者 结论 、 以 及 历 
史 和 背景 材料 等 都 尽 可 能 详细 地 讲 清楚 , 并 放 在 各 章节 的 前 面 ; 而 对 于 
涉及 的 较为 复杂 的 证 明 则 放 在 后 面 , 并 且 使 这 些 证 明之 间 尽 可 能 相互 
独立 . 这 样 , 在 实际 教学 和 阅读 中 可 以 根据 需要 重点 选择 某 些 章节 , 其 
余部 分 即便 不 是 很 仔细 地 阅读 定理 的 证 明 也 不 会 受 太 多 影响 . 

(2) 对 于 怎样 解决 多 复 分 析 和 复 流 形 在 学 习 过 程 中 需要 较 广泛 的 
预备 知识 这 一 难点 , 我 们 的 做 法 是 : 直接 从 原始 问题 和 方法 开始 讨论 ， 
交代 清楚 同样 的 问题 在 其 他 学 科 是 怎样 研究 的 , 而 在 多 复 分 析 中 有 什 
么 新 的 、 不同 的 特点 . 这 样 , 即使 读者 没有 学 过 其 他 学 科 相 关 的 理论 ， 
也 能 够 直接 进入 多 复 分 析 的 学 习 . 例如 , 读者 在 没有 系统 地 学 习 过 Rie- 
mann 几何 的 情况 下 , 也 能 够 理解 本 书 中 关于 复 联络 和 Kihler 流 形 的 
讨论 . 

(3) 我 们 特别 强调 将 多 复 分 析 和 复 流 形 理论 的 学 习 过 程 作为 在 其 
他 课程 中 对 已 经 学 过 的 一 些 相关 知识 的 进一步 应 用 、 巩固 、 总 结 和 提 
高 . 为 了 达到 这 一 目的 , 我 们 尽 可 能 地 将 背景 材料 交代 清楚 , 并 将 涉及 
其 他 学 科 的 概念 和 定理 都 事先 回顾 、 严 格 表 述 . 注重 讲解 原 有 的 方法 
以 及 由 于 变 元 增加 和 复 结构 等 原因 在 多 复 分 析 中 产生 的 新 的 问题 、 方 

当然 , 这 几 个 方面 是 不 是 能 做 好 , 还 需要 通过 不 断 的 教学 实践 来 检 
验 和 改进 . 同时 由 于 强调 了 较 低 的 起 点 ， 以 及 各 章节 之 间 的 相对 独立 ， 
因而 难免 会 使 得 一 些 术 语 在 书 中 出 现 多 次 重复 , 其 至 有 一 些 喝 喇 的 现 
象 , 例如 , 微分 形式 和 外 微分 的 引入 和 定义 等 . 这 一 点 希望 能 够 得 到 读 
者 的 理解 . 

对 于 本 书 的 编写 过 程 , 有 一 点 需要 特别 说 明 . 美国 哈佛 大 学 教授 
萧 萌 堂 先生 分 别 于 1979 年 和 1984 年 两 次 回国 , 每 次 都 花费 了 较 长 的 
时 间 为 国内 学 者 和 研究 生 开设 “多 复 分 析 和 复 流 形 ”课程 . 这 对 于 推动 
国内 多 复 分 析 的 发 展 , 培养 国内 多 复 分 析 方向 的 人 才 起 了 很 大 的 作用 . 
作者 有 幸 两 次 都 聆听 了 大 师 精彩 的 讲授 , 特别 是 第 二 次 , 还 因为 教学 需 
要 , 为 萧 先 生 的 讲授 整理 了 部 分 课堂 笔记 . 无 疑 作者 在 本 书 中 的 一 些 观 


前 言 Vv 


点 和 材料 受益 于 萧 先 生 开设 的 课程 . 例如 , 本 书 第 7 章 中 Thimm 定理 
及 其 证 明 就 来 源 于 作者 当时 的 笔记 . 当然 , 由 于 作者 本 身 水 平 有 限 , 一 
定 会 有 一 些 理解 不 当 甚至 理解 错误 的 地 方 . 

书 中 的 许多 内 容 作者 已 多 次 在 北京 大 学 数学 院 开 设 的 相关 课程 中 
讲授 过 , 有 些 材 料 , 例如 , 层 和 紧 Riemann 曲面 的 理论 等 , 多 次 用 于 作 
者 主持 的 本 科 生 和 研究 生 讨论 班 . 尽管 如 此 , 书 中 一 定 有 许 许多 多 这 样 
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第 1 章 多 元 解析 函数 


在 这 一 章 里 我 们 将 介绍 ” 维 复 向 量 空间 并 给 出 多 元 解析 函数 的 定 
义 我 们 将 把 关于 一 个 变 元 的 解析 函数 的 一 些 基本 性 质 推广 到 多 个 变 
元 的 解析 函数 上 , 并 说 明 多 个 变 元 解析 函数 研究 的 一 些 基本 方法 和 特 
点 . 这 一 章 的 内 容 是 进一步 学 习 以 后 各 章 的 基础 


81.1 多 元 解析 函数 


在 单 复 变 函数 论 中 ,我 们 已 经 熟悉 了 复 平面 C 中 某 一 区 域 上 的 
一 个 复 变 元 解析 函数 的 理论 . 本 书 我 们 要 讨论 的 多 个 复 变 元 的 函数 可 
以 表示 为 w = f(z!，: ,z") 的 形式 , 其 中 2， ,z" 都 是 复 变量 ， 
而 (z1,… ,z”) 取 值 在 n 维 复 向 量 空间 中 .下 面 我 们 先 对 n 维 复 向 
量 空间 做 一 点 介绍 
以 C 表示 复数 域 , 令 
n 次 
C” -Gx xC= {(z2, ,Zz") | z EC,1=1,2,.. ,n}. 


一 般 地 , 我 们 用 大 写 的 Z 或 者 W 表示 Cn 中 的 点 , 2 和 W 通常 也 称 
为 n 维 复 向 量 ; 对 于 i = 1,… ,n, 用 小 写 的 zi 和 wi 分 别 表示 复 向 
量 Z 和 W 的 第 i 个 分 量 , 即 Z = (zl)…,z"), WW = (wl,… ,w"). 我 
们 在 C* 中 定义 向 量 的 加 法 和 数 乘 分 别 为 : 


Z+W= (zt +w ,2 + w"), 
cZ = (cz , C2”) 


其 中 ce C. 由 这 些 运算 , Cn 成 为 复数 域 C 上 的 n 维 复 向 量 空间 . 
对 于 i 二 1,… ,n, 设 z= zi+iyi, 其 中 zi, yi e RR 分 别 是 zi 的 
实 部 和 虚 部 . 利用 映射 zi (zi,y), 我 们 得 到 
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nt 次 交 次 
全 ~ 
Cr—~Cx...xC=R?x...x R=R”, 


这 里 R2" 表示 实数 域 及 上 的 2n 维 欧 氏 空间 . 在 这 一 关系 中 , 点 2 = 
(2z1,… 27) E Cn 对 应 到 点 (z1 ,2zZP; 后 ) E 有 R21. 利用 这 一 关 
系 我 们 可 以 将 在 多 元 微 积分 学 中 建立 起 来 的 RR2* 上 的 欧 氏 距离 、 极限 
理论 以 及 微分 学 和 积分 学 推广 到 C" 上, 得 到 Cr 上 相应 的 欧 氏 距离 、 
极限 理论 以 及 C" 中 某 一 区 域 上 函数 关于 实 变 量 的 可 微 性 、 偏 导数 和 
函数 对 实 变量 的 微分 和 积分 等 等 ， 例 如 , 如 果 2Z = (#1,… ,z"),W = 
(uam) 是 Cn 中 任意 的 两 点 , 则 定义 2 与 W 之 闻 的 距离 为 


|Z— WI|= Dz 一 wil2. 
5 


利用 这 一 距离 , R?” 中 相关 的 极限 理论 和 函数 的 连续 性 等 可 以 直接 应 
用 到 C* 上 .另外 对 于 C”, 设 如 = (车 … 如) < Cn” 是 给 定 的 点 ， 
7 > 0 是 给 定 的 常数 , 令 


B(Zo0r) ={2E6 Cn"| [2— Zol <r}. 


B(Zo,7) 称 为 Cn 中 以 如 为 球 心 , > 为 半径 的 球 ，B(Z0,7) 与 R2" 中 
用 实 变量 定义 的 球 是 一 样 的 . 这 时 对 于 C" 中 的 任意 区 域 09 ( 即 C" 中 
的 连通 开 集 ), 设 2 < Q, 则 可 取 "> > 0 充分 小 , 使 得 B(20,7) C 0. 
B(2Zo,r) 称 为 Zo 的 7- 球形 邻 域 . 

另 一 方面 , 相对 于 R” 中 在 讨论 极限 理论 和 多 元 函数 时 经 常用 到 
的 矩形 区 域 D = (ab) x … x (an;,bn), 其 中 (ai,bi) C 及 是 开 区 
间 ， 对 于 多 个 复 变 元 , 我 们 通常 要 用 到 下 面 的 多 圆 盘 区 域 : 设 R = 
(71,… ,Tn) 是 给 定 的 n 维 实 向 量 , 满足 对 于 i = 1 mi > 0， 
设 2 = (车 … , 烹 ) E Cn 是 给 定 的 点 . 令 


Dn(Zo, R) = {2 = (21,.…: ,2") ec"| [zi 2 ri 1 ,n} 


一 D1i(20,71) x Xx Di(20,7n), 
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其 中 Di( 友 ,mi) 是 复 平面 C 中 以 站 为 圆心 , 7; 为 半径 的 圆 盘 . DD (20, R) 
称 为 C" 中 以 20 为 心 , R = (ra ,rn) 为 半径 的 多 圆 盘 ， 多 圆 盘 
是 矩形 区 域 在 复 向 量 空 间 中 的 推广 ， 这 时 与 球形 邻 域 相 同 ,对 于 Cn” 
中 的 任意 区 域 9 以 及 任意 Z0 es 0, 存在 R = (ri1,… ,7n), 满足 对 
于 i 二 1,… ,n,m7i > 0 充分 小 , 使 得 多 圆 盘 D, (Zo, R) CO. Dn (Zo, RR) 
称 为 1 的 总 多 圆 盘 邻 域 . 

显然 , 球形 邻 域 与 多 圆 盘 邻 域 是 相互 等 价 的 , 即 2o 的 任意 球形 邻 
域内 包含 一 个 多 圆 盘 邻 域 ; 反之 , Zo 的 任意 多 圆 盘 邻 域 内 包含 一 个 球 
形 邻 域 . 

现 设 0 是 C" 中 的 区 域 , 9 上 的 复 值 函数 可 以 表示 为 


w= f(2) = u(2Z) +iv(2Z) 


1 n.,,l : 1 n. ,1l 
5 ;YY ,1 ) + iv(z ss TY, 


U(Z ，， 21)， 


| 


其 中 zi = zi+iyi, z* 和 yi 是 实 变量 , 而 u(2Z) 和 w(2Z) 分 别 是 函数 f(2) 
的 实 部 和 虚 部 . 这 时 /2) 是 9 上 的 连续 函数 当 且 仅 当 w(2) 和 w(2) 
都 是 9 上 的 连续 函数 . 同样 地 , 如 果 /2) 的 实 部 w(2Z) 和 虚 部 v(2) 
都 是 区 域 0 上 关于 实 变量 (x1,… ,x?;y1,… ,y") > 阶 连续 可 导 的 函 
数 , 则 称 1(2) 为 人 上 的 Cr 函数 . 对 于 i= 1,… ,n, 我 们 定义 复 值 函 
数 1(2) 关于 实 变量 的 偏 导 数 为 

Of bu .0 of uy ,0 


Br dri | Bi Oy Ovyi "By 
定义 (2Z) 关于 实 变 量 的 微分 为 
/1 0,; 
df 2 和 1D Bi 


同 理 可 定义 /2) 关于 实 变量 的 高 阶 偏 导数 . 
另 一 方面 , 我 们 知道 对 于 i = 1,… ,n, 如 = zi 一 iyi 是 zi 的 共 罗 
复数 . 这 时 


i ZB ; Zi— Zi 
2 三 一 一 一， 人 三 一 
2 2i 
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由 此 如 果 同 时 利用 复 变 量 zi 和 赤 我 们 就 能 够 实现 实 变量 与 复 变量 之 
间 的 相互 表示 , 这 样 在 微 积分 中 用 实 变量 zi,yi(i = 1,… ,n) 表示 的 函 
数 、 求 导 和 微分 等 各 种 关系 式 都 可 以 用 复 变量 # 和 来 表示 ， 由 于 
我 们 主要 考虑 复 变量 的 函数 , 下 面 我 们 希望 将 关于 实 变量 的 偏 导 
Br 以 及 微分 4 和 dzf、dy 等 都 用 复 变 量 来 表示 

首先 , 利用 分 析 中 微分 d 的 线性 性 质 , 将 zi = zi+iyi 么 二 
zi ~ iyi 看 做 zi,yi 的 函数 , 我 们 得 到 

dz = dri+idy:, dz = dx’ ~ idy. 

因而 dzi, dyi 与 dz'i, dzi 之 间 有 相互 表示 的 关系 式 : 
do tdi i dd 
2 YT 
而 微分 d 对 于 实 变量 表示 为 


d= (a -dz + 
利用 上 面 关 系 以 dz'i, dz'i 代替 dz dy, 整理 后 得 


d= > (总 =: i ja + 让 + i ) 雪 | (1.1.1) 


对 于 研究 以 复 变量 zi 和 去 代替 实 变量 zi 和 yi 表示 的 函数 , 我 们 当 
然 希望 与 实 变量 类 似 , 可 以 将 微分 d 表示 为 下 面 的 形式 ; 


d= 2 (六 e+ 总 
因此 在 等 式 (1.1.0 中 , 对 于 1=1,… ,n, 令 
0 _1/09 ,6 0 1/0 .6 

Ozi 2 (在 -过 ) Ozi 本 + 


由 此 我 们 得 到 了 微分 d 以 及 偏 导 关于 复 变 量 的 表示 关系 . 以 此 为 基础 ， 
不 难得 到 函数 关于 复 变 量 盖 和 闵 的 各 种 高 阶 偏 导 . 这 时 C" 中 区 域 9 


dx’ = 
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上 的 函数 f(2), 如 果 对 于 ;i = 1,… ,mw f(2) 关于 复 变 量 zi 灭 的 所 
有 小 于 等 于 > 阶 的 偏 导 都 存在 旦 连续 , 则 称 f(z) 为 Q 上 的 Cr 函数 . 
在 上 面 微分 d 对 于 复 变 量 的 表示 中 , 我 们 通常 令 


- 0 
0 = pa 9- 2 ga 


9 和 5 分 别称 为 关于 复 变 量 在 (1,0) 方向 和 (0,1) 方向 的 微分 , 这 
时 d= 8+5 另外 对 于 复 变 量 的 偏 导数 , 利用 直接 计算 不 难 证 明 
3 一 史 6 有 0 =0. 
这 一 关系 可 以 看 做 实 变量 关于 偏 导数 的 关系 式 
Or _ gi Oy _ Or _ Oy 
0x7 7 0 7 601/ ” Ori 
对 于 复 变 量 的 推广 . 但 是 , 这 其 中 的 含义 是 不 同 的 , 例如 , zi 与 yi 是 
相互 独立 的 变量 , 各 自 取 值 并 不 互相 依赖 . 而 zi 与 二 作为 变量 并 不 是 
相互 独立 的 , 一 个 确定 了 , 另 一 个 也 随 之 确定 . 然而 , 从 计算 的 角度 来 
看 , 复 变量 和 实 变量 关于 偏 导数 的 各 种 计算 法 则 都 是 一 样 的 . 
下 面 在 进一步 讨论 之 前 , 我 们 先 以 多 重 级 数 的 收敛 与 求 和 问题 , 以 
及 变量 2 = (z1,… ,z") 的 多 元 甘 级 数理 论 为 例 , 帮助 读者 熟悉 我 们 
要 用 到 的 一 些 基本 符号 和 相关 事实 . 
以 N 表示 自然 数 集 , 令 


一 0 


m 次 
一 人、 
=Nx.:..xN, 
N" 中 的 元 素 工 = (i1,… ,in) 称 为 n 重 自然 数 指标 . N* 上 的 复 值 函 
数 {zr = Ti € C| Te N"} 称 为 nN 重复 数列 . 对 于 Nn 重复 数 
列 {z1 = zi ), 级 数 


十 oo 


十 oo 
> Yi 二 》 zr 
T=0 


I=(i1,… ,in)=0 
称 为 n 重 级 数 , 也 称 多 重 级 数 ， 怎 样 讨论 多 重 级 数 的 收敛 与 求 和 问题 
呢 ? 我 们 的 想法 是 将 这 个 级 数 化 为 普通 级 数 , 即 n= 1 的 级 数 . 
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首先 , 设 给 定 了 一 个 由 到 N" 的 一 一 对 应 的 映射 了 : N -，N",， 
s ， 7(s), 则 称 其 为 N" 的 一 个 排序 . 如 果 将 n 重 级 数 Ea 视 为 是 对 
于 集合 {zi e C| 7 e N"} 中 的 所 有 元 素 求 和 , 则 利用 排序 7(s), 我 们 
可 以 用 一 个 普通 数 项 级 数 by zjs) 的 求 和 来 代替 nn 重 级 数 . 但 另 一 方 
面 , 要 使 得 代替 有 意义 , 我 们 必须 要 求 所 得 到 的 结论 与 排序 1(s) 的 先 
取 无 关 现 设 Yts) 是 N* 的 另 一 排序 , 则 级 数 入 z7t 与 级 数 这 mt 
之 间 的 差别 仅仅 是 对 于 集合 {zr e C|T e N"} 中 元 素 的 求 和 顺序 不 同 . 
因此 , 如 果 将 N" 不 同 排序 的 选取 解释 为 交换 级 数 a0 中 元 素 的 


求 和 顺序 , 则 我 们 的 问题 变 为 : 在 什么 条 件 下 , 级 数 a0 的 收敛 性 
以 及 级 数 和 与 级 数 中 元 素 的 求 和 顺序 无 关 . 对 此 , 由 “数学 分 析 ” 中 级 
数理 论 的 Riemann 定理 , 我 们 知道 数 项 级 数 a0 的 收敛 性 , 以 及 
级 数 和 与 级 数 中 元 素 求 和 顺序 无 关 的 充分 必要 条 件 是 这 一 级 数 绝对 收 
敛 , 即 级 数 lo 收敛 (参阅 文献 [2], 也 可 参阅 本 章 的 习题 3). 利 
用 此 我 们 给 出 下 面 定义 
定义 11.1 设 这 wl 是 一 给 定 的 重 级 数 ,如 果 存在 N" 的 一 
个 排序 I(s), 使 得 级 数 by lzza| 收敛 , 则 称 n 重 级 数 a 是 收敛 级 
数 , 称 ,lm 三 ar 为 级 数 和 wy 的 和 
另 一 方面 , 由 上 面 n 重 级 数 收敛 的 定义 也 不 难 验证 n 重 级 数 Da 


收 全 等 价 于 累 次 级 数 
十 ce 十 ee j ; 


收敛 . 而 当 n 重 级 数 六 zj 收敛 时 , 其 和 与 累 次 极限 
7 一 0 


81.1 多 元 解析 函数 了 


十 co 十 oo 

》 > Zi = lim … lim 3 3 Dil 
让 一 oo 加 oo ; 

=0 in=0 =0 in=0 


相等 

与 n 重 数 项 级 数 相同 , 设 {ur(2)| Te N"} 是 定义 在 集合 5 c Cn 

上 的 一 族 函数 , 则 称 沪 w(2) 为 n 重 函 数 级 数 . 对 于 任意 给 定 的 2 
=0 


9, 如 果 n 重 数 项 级 数 wl2) 都 收 剑 , 则 称 这 一 函数 级 数 在 9 上 收 
一 0 

化; 如 果 n 重 函 数 级 数 六 wz(z) 在 9 上 收敛 , 且 存 在 N" 的 一 个 排 
了 一 0 


序 1(s), 使 得 普通 函数 级 数 unl2) 在 9 上 一 致 收敛 , 则 称 这 一 级 
数 在 5 上 一 致 收敛 可 

对 于 m 重 函 数 级 数 的 一 致 收敛 性 , 我 们 有 下 面 的 Weierstrass 控制 
收敛 判别 法 . 

引 理 1.1.1 (Weierstrass 控制 收敛 判别 法 ) ”对 于 定义 在 集合 5 


上 的 nn 重 函数 级 数 ul2), 如 果 存在 收 伊 的 ” 重 数 项 级 数 So 
使 得 对 于 任意 Te N", 2 e 8 恒 有 jur(2jlg lerl 则 Ewl2) 在 5 上 


一 致 收敛 . 
引 理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 另外 利用 普通 的 函数 级 数理 论 ( 参 
阅 文 献 [2]), 我 们 不 难看 出 , 如 果 函 数 wz(2) 都 在 9 上 连续 , 而 n 重 函 


数 级 数 wl2) 在 S 上 -- 致 收敛, 则 和 函数 区 ur(2) 在 5 上 连续 ;如 


果 wi(2) 都 在 5 上 连续 且 有 偏 导 2， 
和 pb 8 Co 人) 都 在 9 上 一 致 收 全 则 和 函数 只 wz ) 在 5 上 有 偏 


导 , 且 求 导 与 级 数 求 和 可 交 痪 硕 序 即 
十 oo 十 oo 
疡 (Su0) -SE 
I=0 I=0 


而 n 重 函数 级 数 到 ww 
=0 
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下 面 作为 多 重 函数 级 数 的 特例 , 我 们 重点 讨论 多 元 震级 数 ， 
首先 , 对 于 n 重 自然 数 指标 了 = (人 ,in) < N* 和 m 个 复 变 
元 Z = (z!,… ,z"), 我 们 令 
ZI 一 (zT) 生 .。， (2")", 0!7 = (021) . (Bz")i". 
现 设 20 = ( 台 ,… 好) e Cn 是 一 给 定 的 点 , 则 形式 和 
十 oo 士 29 
》， Qin (2 — (2 2 := 》 ar(2 — Zo)! 
I=(iy… ,in)=0 1=0 
称 为 在 20 = (只,… ,好 ) 处 展开 的 关于 2 - 20 的 多 元 寡 级 数 , 简称 器 
级 数 , 其 中 oz EC 都 是 常数 . 对 于 给 定 的 2 = (21…… ,Zr) € Cn， 
如 果 n 重 级 数 六 a1(2 - 230) 收敛 , 我 们 称 这 一 宕 级 数 在 点 2 处 收 
T=0 


伍 . 
例 1 考虑 多 元 罕 级 数 


十 ee 十 co 
(2 — 2 (2 8)" = DZ 一 2 并 
T=(ii,… ,in)=0 1=0 


对 于 这 一 级 数 的 收敛 性 判别 , 按照 定义 , 我 们 需要 考虑 n 重 级 数 


十 ooe 
2 一 用 2 


I=(i1y. yin)=0 


而 对 于 任意 给 定 的 了 = (7，…… ,为 ), 成 立 下 面 的 部 分 和 公式 


J 


D> 


T=(ii, ,in)=0 


J1 jn | 
= 》， ，， D(z! — zd))i (zn zn) 
ii=0 in=0 
1 


1— (lz! — 20|) 1 一 (各 一 好) 
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如 果 2 = (z!,… ,z") 给 定 , 并 满足 对 于 i= 1,… ,n, |zi 一 台 | < 1, 则 
当 广 一 十 00,… ,加 一 十 oo 时 , 累 次 级 数 


1 [2 — |) (zr 
?一 0 in=0 
收敛 . 我 们 得 到 级 数 
十 oo 
DR 
I=(% ,in)=0 
在 |zi 一世 | <1(i=1,…,n) 时 收敛. 
而 同样 由 部 分 和 公式 
J 
0 
I=(i1, ,in)=0 
1—(21 -at 1-(2"—2 9 


利用 累 次 级 数 
Ta) ， (2 一)" 
全 一 0 in=0 
得 到 上 面 的 寡 级 数 收敛 于 
1 


另 一 方面 , 对 于 i= 1,.… ,n, 取 xi, 使 得 0 < ri < 1, 已 知 多 重 级 数 


十 co 
Dr 
T=(i1,… ,in)=0 
收敛 , 如 果 令 1 = (1,… ,1), 利用 控制 收敛 判别 法 , 我 们 得 到 察 级 数 
十 co 
全 一 开放 (一 双关 
I=(i1, ,in )=0 


在 多 圆 盘 D(2o,1) 中 的 任意 紧 集 上 都 是 一 致 收敛 的 . 对 此 , 我 们 也 称 
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宕 级 数 号 (1 一 芭 )a (on 一 友 )” 在 多 圆 盘 D,(Zo,1) 上 内 闭 一 到 
收敛 

设 了 = (ia) 和 了 了 = (j1,… ,加 ) 是 两 个 n 重 自然 数 指标 ,如 
果 j1 > 入 对 于 /= 1,2,…,n 都 成 立 , 则 称 了 > 工 

例 2 ”对 于 任意 给 定 的 n 重 自 然 数 指标 10 = (站 ,… , 认 ), 将 偏 


[zi | 
Bi- 5 到 项 作用 到 例 1 中 给 出 的 军 级 数 上 , 我 
们 得 到 下 面 的 笑 级 数 
十 oo 8liol(2G — 2) 
2 
十 oo 全 1 1 1\i1 一 训 nn 外) 名 一 识 
A 
已 知 寡 级 数 
这 CU 和 一 得， .i 一 旨 
各 (in ol" "Tn 
/a Ear 
性 S (¥ 名 


在 0< mn < 10 二 1,.…,n) 时 收敛 , 利用 控制 收敛 判别 法 得 上 面 的 寡 
级 数 在 半径 为 了 = (1,.… ,1) 的 多 圆 盘 D,(2o,1) 上 内 闭 一 致 收 化 
例 3 设 对 于 宕 级 数 六 a127, 存在 一 个 点 Z0 = ( 台 ,… , 苔 ) 
了 一 0 
使 得 集合 {lor 24|} 有 上 界 工 进一步 假定 对 于 i = 1.…,n, 攻关 0 


中 2 7112 


2 = |arZ . 
ler | lar yz | 有 | 


但 由 例 1 知 级 数 到 0 收敛 , 因而 军 级 数 by a121 在 多 圆 盘 D,(0, RR) 


内 的 任意 紧 集 上 一 致 收敛 


81L.1 多 元 解析 函数 11 


以 上 面 几 个 例子 为 基础 , 我 们 可 以 将 关于 一 个 复 变 元 震级 数 的 Abel 
定理 推广 到 多 个 复 变 元 的 军 级 数 上 . 
定理 1.1.1 (Abel 定理 ) ” 设 罕 级 数 》 ar(2 - 2 并 在 点 Z' = 
了 一 0 
(z1 27) 收敛 ， 且 2 一 (2 20) 满足 对 于 1 一 1 ， 7， 2 
十 co 
缠 夭 0. 如 果 令 mm = | 入 一 2 玉 = (ro ,7n), 则 察 级 数 名 21(2 一 20) 
在 闭 多 圆 盘 D,,(Z0, R) 上 一 致 收敛 . 
证 明 ”级 数 节 a1(2' 26)’ 收敛 , 因而 由 定义 , 级 数 绝对 收敛 
I=0 


即 级 数 这 la 到) 收 化 
对 于 任意 2 = (z1,… ,z") € Dn(Z0,R), 由 
lar(2 - 2o) < lar(2’ — Zo)), 


利用 关于 函数 级 数 一 致 收敛 的 Weierstrass 控制 收敛 判别 法 得 短 级 数 
这 ar(Z 一 20)7 在 Dn,(20,R) 上 一 致 收敛 . 证 毕 . 

上 面 的 结论 与 一 个 复 变 元 的 寡 级 数 是 不 同 的 , 其 中 的 差异 留 给 读 
者 作为 思考 题 . jo 

定理 1.1.2 ” 设 究 级 数 及 ar( 2 Zo) 在 点 2 = (zzm) 
收 敏 , 且 2 = (z71,….， 中 请 对 于 n, 对 一 四 天 0. 取 普 
使 得 0< mr< |zi 一 霹 |, 令 R= (ri ,rn). 则 对 于 任意 多 重 自然 数 
指标 0 = (23,… ,各 ), 知 级 数 


十 oo alml(ar(2 -20) 十 oo 1 ， 
(020 有 6(zn) 有 态 2 一 Te 20 


I=0 
在 闭 多 圆 盘 D n(Zo, Dn (Zo0, R) 上 一 致 收 敏 . 
证 明 “” 寡 级 数 到 ar(2Z' 一 20)! 收敛 , 因而 级 数 lar(2 一 30) 也 


收敛 ,集合 {|az(2' 一 20)!|} 有 界 . 我 们 得 到 集合 {lar(2' 一 20)1-"||I > 
石 } 也 有 界 ， 设 |ar(2Z' 一 2Z0)1-R| < 工 , 则 当 2Z = (z1,.…,z7) € 
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DZ, 已 下 
[Tgp i lr(Z ~ Zo0) "| 
了 一 加 
人 Ci - 一 2o) 盖 (| 天 用 ) 
1! Z- ZN\ Tn 
<10i(| 姑 和 和 多 
a R ih 
< Ltr ay (za 到 
但 由 例 2 知 级 数 


tt R \? 
2 Ti (zi 本 ) 


I>1o 
收敛 , 因而 上 面 的 军 级 数 在 万 【页 而 上 一 致 收敛 . 证 毕 . 
利用 上 面 两 个 定理 中 的 结论 , 我 们 得 到 震级 数 区 a1(Z-Zo)! 在 其 
收敛 区 域内 关于 复 变量 的 各 阶 偏 导数 都 存在 , 并 且 可 以 逐 项 求 导 . 特别 
地 , 由 2 - 二 0(i = 1 … ,n), 我 们 得 到 涌 级 数 alz 0) 


关于 复 变 量 zi = 1,… ,n) 的 偏 导数 都 为 零 . 

利用 震级 数 , 以 一 个 复 变 元 解析 函数 为 例 , 我 们 可 以 定义 关于 多 个 
复 变 元 2 = (z1,… ,z") 的 解析 函数 . 

定义 1.1.2 设 QQ 是 Cr 中 的 区 域 , (2) = f(z!,…,z") 是 0 
上 的 函数 , 如 果 满 足 对 于 任意 点 20 = (zi …… ,好 ) E 0 存在 20 的 邻 
域 0, 使 得 f(Z) 在 U 上 可 以 展开 为 2 一 0 = (z! 一 台 ,… ,z? 一 邓 ) 
的 窜 级 数 , 则 称 f(2Z) = f(zi,… ,z") 为 Q 上 的 多 元 解析 函数 . 

我 们 知道 在 单 复 变 函数 中 除了 究 级 数 以 外 ,也 可 以 用 Cauchy- 
Riemann 方程 来 措 述 函数 的 解析 性 , 即 实 可 微 的 单 复 变 元 函数 f(z) = 
u(z,Y) + iy(z,Yy) 为 解析 函数 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 满足 Cauchy- 
Riemann 方程 
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如 果 用 我 们 在 上 面 关 于 复 变 量 > 和 z 定义 的 偏 导 数 ， 则 Cauchy- 
Riemann 方程 等 价 于 
Dj = 2 (区 9 和 (x,Y) + iv(zx,y)]dz = 0. 
利用 此 , 我 们 可 以 用 形式 为 9f =0 的 Cauchy-Riemann 方程 来 考查 多 
个 复 变 元 函数 的 解析 性 . 首先 如 果 函 数 f(2Z) = f(z1,… ,z") 是 区 域 0 
上 的 解析 函数 , 由 定义 , 对 于 任意 20 = ( 民 ,…- ,zf) ED F2) 在 2 
的 令 域 上 可 以 展开 为 Z 一 2Z0 = (z1 一 好,… ,zr 到) 的 寡 级 数 . 而 上 
面 的 讨论 表明 2 - 2o = (z! - 改 ,… ,z" 一 收 ) 的 震级 数 关于 zi(i = 
,n) 的 偏 导 数 都 为 零 , 即 f(2) = f(z!,.… ,z") 对 每 一 个 变量 zi(i= 
,nn) 都 满足 Cauchy-Riemann 方程 . 我 们 得 到 下 面 定 理 . 
定理 1.1.3 “Cr 中 区 域 9 上 的 函数 (2) 如 果 是 解析 函数 , 则 f(2) 
满足 Cauchy-Riemann 方程 


即 对 于 1 一 …,m 恒 有 并 = 

现在 反 过 来 , 假设 f(2) = f(z!,… ,z") 是 区 域 0 上 对 实 变量 连 
续 可 微 的 多 复 变 元 函数 , 在 9 上 满足 Cauchy-Riemann 方程 6f = 0. 
则 对 于 i = 1,… ,n, 当 变 量 2 , zi-1, zit1,…. ,z"? 国定 时 ，F2) = 
f(z ,21 2 作为 其 中 一 个 变 元 zi 的 函数 , 在 zi 有 
定义 的 区 域 上 是 关于 zi 的 解析 函数 . 利用 此 , 任 取 20 = (车 …… ,好 ) E 
0, 存在 R = (m1,… ,7n) 满足 mm > 0(i = 1,… ,n), 使 得 以 2 为 心 ， 
RR 为 半径 的 闭 多 圆 盘 D,(Z0, Rj) Cc 0, 令 D1(z%,7i) = {2 [zi 2%| < 
7i} 为 复 平面 C 中 以 站 为 国人 mi 为 半径 的 圆 盘 ， 则 利用 单 变 元 解 
析 函 数 的 Cauchy 公式 , 对 z1,z?,… ,z" 依次 分 别 积分 , 我 们 得 到 对 
于 任意 2 = (z!,… ,2z") € DD, (2 局 f(2) 成 立 下 面 累 次 积分 形式 
的 Cauchy 积分 公式 . 
fC 


27i wl — zl 
|w1 一 中 |=m 
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_ 1 dw! f(w1, 1w2, 23,. 7) 2 
(2ri)2 wi — zl WwW2 一 22 本 
wl—26|=r1 |w2—z8=72| 
二 1 _dw i f(w in 
(2ri)jm wi— zl Wr 一 Zn 
wi—zt|=r1 lw 一 好 |=rn 
2 
= 1 / ,,, f lw, w+ ,0") dw! ... dwr. 
(2ri)” (wi — zl) (wn — zn) 
W126|=rT1 Jw zl=rn 


由 于 假设 了 函数 f(z!,… , z") 连续 可 微 , 因此 利用 数学 分 析 中 由 
重 极 限 与 累 次 极限 的 关系 建立 起 来 的 重 积分 与 累 次 积分 的 关系 (参阅 
文献 [2]), 不 难 将 上 面 累 次 积分 化 为 函数 在 集合 


Dn (Zo, R) 二 {wl, ,0")| wi 一 | =7;,i= 1,2,.…: ,n} 


上 的 重 积 分 , 我 们 得 到 如 果 f(z!,.…. ,z*) 连续 可 微 且 满足 Cauchy- 
Riemann 方程 , 则 对 任意 2 = (z',… ,2z") < Dn(Zo, RR), 成 立 


i /i rr a dw™, 
BD, (Zo, 局 
由 于 多 元 解析 函数 都 满足 Cauchy-Riemann 方程 , 因而 上 面 公式 对 于 
多 元 解析 函数 成 立 . 这 一 公式 也 称 为 多 元 解析 函数 在 多 圆 盘 区 域 上 的 
重 积分 形式 的 积分 表示 公式 , 或 称 为 多 圆 盘 上 的 Cauchy 公式 . 
利用 这 一 公式 , 将 函数 


jz 


展开 为 笑 级 数 
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十 oo ( 1 La (z? 


in 

T=(i1, ,in)=0 
由 于 当 2 = (z1,… ,z") € D,(Z0, R) 固定 时 ， 上 面 的 军 级 数 对 于 W = 
(w!,… ,Ww") € 6D(2Zo, 忆 一 致 收 伊 , 因而 可 以 逐 项 积分 . 我 们 得 到 ， 
如 果 f(z1,… ,z") 连续 可 微 且 满足 Cauchy-Riemann 方程 , 则 对 于 任 
意 2 = (z1,… ,z") € Dn(20, RR), 恒 有 


7(2 2 
= // ad 1... 
Bs (ul 一 如) ?1 十 1 . (wr — zh)intl 


{Gi 和 of SD。(2o， a 
dw" x (2 一 3) 和 (2 一 zn) ， 


f(2) 局 部 可 以 展开 为 多 元 窜 级 数 , 因而 是 解析 函数 . 

定理 1.1.4 ”区 域 0 Cc C"” 上 连续 可 微 的 函数 /2) 是 解析 函数 
的 充分 必要 条 件 是 f(2) 在 Q 上 满足 Cauchy-Riemann 方程 . 

另 一 方面 , 从 上 面 的 推导 中 我 们 不 难看 出 , 如 果 以 Cauchy 积分 公 
式 作为 一 个 函数 是 否 是 解析 函数 的 判别 条 件 , 则 我 们 有 下 面 定 理 . 

定理 1.1.5 ”区 域  C C" 上 的 连续 函数 f(Z) 为 解析 函数 的 充 
分 必要 条 件 是 对 于 9 中 任意 多 圆 盘 D,(20, R), f(2) 在 Dn(2o,R) 上 
成 立 Cauchy 积分 公式 . 

这 里 有 一 点 需要 特别 说 明 , 在 多 圆 盘 上 的 Cauchy 积分 公式 中 , 我 
们 之 所 以 用 6D, (Zo, R) 表示 集合 

{2 = (21,... ,2") | |z 一 肥 | = r,t = 1,2,... ,n), 

是 因为 在 这 里 6D,,(20, R) 并 不 是 多 圆 盘 D,,(Z0, R) 的 全 部 边界 , 而 只 
是 D,(2Z0, BR) 的 边界 6D (Zo, R) 的 一 部 分 . Cauchy 积分 公式 表明 ; 闭 
多 圆 盘 万 ,( 轧 ,局 邻 域 ( 即 包含 闭 包 DD (20, 局 的 某 一 开 集 ) 上 的 解析 
函数 由 其 在 边界 的 一 部 分 85D,(2o, R) 上 的 函数 值 唯一 确定 , 并 可 通过 
其 在 8D。(20, R) 上 的 Cauchy 积分 表示 出 来 . 因此 , 6Dn(20, R) 通常 
也 称 为 多 圆 盘 D,,(20, R) 的 特征 边界 . 
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现在 反 过 来 , 设 ul(z1,… ,z") 是 集合 
dD (Zo0, R) 一 {2 = (2 ,2") | jz — 2 = r= 1 ,n} 
上 任意 给 定 的 连续 函数 , 对 于 2 = (z1,… ,2") € Dn(Z0, BR), 令 


ja， “ ,2") 


- iy /| 一 A - rr a dw”, 
BD, (20,) 
则 利用 积分 号 下 求 导 不 难得 到 f(z!,:… ,z”) 满足 Cauchy-Riemann 方 
程 , 因而 是 Du(2o, R) 上 的 解析 函数 . 
下 面 我 们 希望 将 关于 单 变 元 解析 函数 的 一 些 经 典 定 理 推广 到 多 元 
解析 函数 上 . 
首先 利用 多 元 解析 函数 在 多 回 盘 上 的 积分 表示 ， 以 及 积分 号 下 的 


模 不 等 式 | / /| < 有 ,容易 得 到 下 面 定理 
D D 
定理 1.1.6 (Cauchy 不 等 式 ) ” 设 刀 = (ri,… ,7n) 满足 7; > 0， 


i = 1,… ,n,f(2Z) 是 闭 多 圆 盘 D, (Zo, B 邻 域 上 的 解析 函数 ， 则 对 于 
任意 多 重 自然 数 指标 a = (ai,… ,oan), 恒 有 


olalf Olalf 
DZa ( Z0)| = O(z! )oa 。.。 B(zm)anr (20) 
al! 
Sa a Sup lf(2). 
TI Tn ZedD, (Zo,R) 


证 明 ”只 需 利 用 f(2) 在 多 圆 盘 上 的 积分 表示 , 在 积分 号 下 求 导 ， 
然后 对 被 积 函数 的 模 取 上 确 界 即 可 . 证 毕 . 

同样 利用 解析 函数 在 多 圆 盘 上 的 积分 表示 以 及 在 一 致 收敛 的 条 件 
下 , 积分 与 极限 可 以 交换 顺序 , 我 们 容易 得 到 下 面 定理 . 

定理 1.1.7 ”如果 { 记 (2)} 是 区 域 9 上 的 一 列 解析 函数 , 在 9 中 
的 任意 紧 集 上 一 致 收敛 于 函数 /2Z)( 即 函数 序列 { 亡 (2)} 在 Q 上 内 
闭 一 致 收敛 于 f(2)), 则 f(2) 也 是 区 域 0 上 的 解析 函数 . 
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如 果 仔 细 阅 读 上 面 定理 1.1.4 的 证 明 , 将 其 中 函数 连续 可 微 的 条 件 
换 为 仅 要 求 函数 连续 , 则 不 难得 到 下 面 一 个 在 多 复 分 析 讨论 中 经 常用 
到 的 重要 定理 . 

定理 1.1.8 ”区 域 0 Cc C* 上 的 连续 函数 f(z1,.… ,z") 如 果 满 
足 对 于 1 = 1,… ,n, 当 变 量 2 , zi!1, zi+1,.…. ,zm 固定 时 , g(zi) := 
jz tl ,Zz?) 总 是 关于 一 个 变 元 z’ 的 解析 函数 ， 则 
f(z1,… ,2") 是 变 元 2 = (z1,… ,z") 的 多 元 解析 函数 . 

定理 的 详细 证 明 留 给 读者 这 里 我 们 要 特别 说 明 的 是 : 事实 上 , 在 
上 面 的 定理 中 , 关于 函数 连续 性 的 假设 也 是 不 需要 的 . 对 于 多 元 解析 
函数 , Hartogs 证 明了 一 个 更 强 、 也 更 为 深刻 的 定理 . 

定理 1.1.9 (Hartogs 定理 )” 设 f(z!,… ,z") 是 区 域 2n 上 的 函 
数 , 如 果 对 于 i = 1,… ,mw 当 变 量 z1,…. ,2 zi ,z" 固定 时 ， 
/2 1 2 总 是 关于 一 个 变 元 zi 的 解析 函数 ， 则 
(21,… ,2z?) 是 变 元 2 = (z1,… ,z") 的 多 元 解析 函数 . 

Hartogs 定理 也 可 表示 为 : 如 果 函 数 f(z!,… ,z") 关于 变量 2 = 
(z!,… ,2") 的 每 一 个 分 量 都 分 别 解析 , 则 f(z1,.… ,z") 是 变量 Z = 
(z1,… ,z") 的 多 元 解析 函数 ， 需 要 说 明 的 是 对 于 函数 的 实 可 微 性 而 
言 ， Hartogs 定理 并 不 成 立 , 即 关 于 每 一 个 分 量 分 别 可 微 的 函数 不 一 定 
是 多 元 可 微 函 数 . 例如 , 令 


me 有 (oy) # (0,0), 
0， (z,y) = (0,0)， 
则 当 z 或 者 y 固定 时 , f(z,y) 关于 男 一 变量 是 连续 可 微 的 , 但 f(z, y) 
在 (zx,y) = (0,0) 处 并 不 连续 ,因而 f(z,y) 作为 多 元 函数 ， 关 于 变 
元 (z, 内, 在 (z,y) = (0,0) 处 并 不 可 微 . 

Hartogs 定理 的 证 明 比较 复杂 , 由 于 在 以 后 的 讨论 中 我 们 一 般 只 会 
用 到 上 面 的 定理 1.1.8, 而 不 会 用 到 这 一 定理 , 因此 本 书 中 我 们 将 不 讨 
论 Hartogs 定理 的 证 明 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [12]. 

定理 1.1.10 (唯一 性 定理 ) ” 设 f(2Z) 是 区 域 0 上 的 解析 函数 , 如 
果 存 在 Zo < 0, 使 得 f(2) 在 2 的 某 个 邻 域 上 恒 为 零 , 则 f(z) 在 9 
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上 恒 为 零 
证 明 令 
0 = {Zo EQ |f(2) 在 Zo 的 某 个 邻 域 上 恒 为 零 }， 


则 O 是 9 中 的 开 集 . 但 另 一 方面 , 利用 解析 溯 数 局 部 究 级 数 展开 的 存 
在 性 , 以 及 震级 数 可 逐 项 求 时 , 不 难看 出 

o-{2s oe =0 对 于 所 有 n 重 自然 数 指标 成立) 
allf(2) 、 、 、 
而 一 都 是 连续 函数 , 因而 O 是 0 中 闭 集 . 但 由 假设 , 0 多 , 0 
是 连通 开 集 , 所 以 必须 O = Q. 证 毕 . 

定理 1.1.11 (最 大 模 原理 ) ” 设 /(2) 是 区 域 Q 上 的 解析 函数 , 如 
果 |f(2)| 在 9 内 某 一 点 取 到 极 大 值 , 则 (2Z) 在 Q 上 是 常数 . 

证 明 设 |f(2)| 在 206eQ 取 到 极 大 值 , 在 9 内 取 2o 的 多 圆 盘 
邻 域 Da(20,5)， 由 于 f(2) 对 每 一 个 分 量 都 是 解析 的 , 利用 单 变 量 解 
析 函 数 的 最 大 模 原 理 , 得 f(2Z) 在 D,,(2o,6) 上 为 常数 . 再 利用 唯一 性 
定理 得 , f(2) 在 2 上 是 常数 . 证 毕 . 

下 面 定 理 是 单 复 变 函数 中 的 Schwarz 引 理 在 多 复 变 函数 中 的 一 种 
推广 , 也 是 我 们 前 面 定义 的 球形 邻 域 的 一 个 应 用 . 

定理 1.1.12 (Schwarz 引 理 )” 设 f(2Z) 在 球 B(0,R) = {2Z € 
C"| |2| < R} 上 解析 , 且 满 足 f(0) = 0,1f(2)| < M, 则 对 任意 2 = 
(z1,… ,z?) GE B(0, R), 恒 有 


HS 关于 
证 明 “对 于 任意 给 定 的 2 = (zl,.…,z") € B(0,R),Z #0, 以 
及 te Di(0, 1), 令 
lf Ri Rn lf 
9 = 7 GE a ) yd ( 柯 中 
其 中 |2| = Vi 十 十 22, 则 g(t) 在 单位 圆 盘 Di(0,1) 上 解析 ， 
且 满 足 g(0) = 0,1g(z)| < 1 由 一 元 解析 函数 的 Schwarz 引 理 得 , 对 于 


81.2 Weierstrass 预备 定理 和 Weierstrass 除法 定理 19 


任意 ie Di(0,1)， 
19 的 | < Hl. 
令 t= 四, 我 们 得 到 
|f(2)| < |2|. 


证 毕 . 
812 Weierstrass 预备 定理 和 Weierstrass 除法 定理 


对 于 一 元 解析 函数 , 我 们 知道 当 其 不 恒 为 零 时 , 其 零点 都 是 孤立 
的 和 有 限 阶 的 . 即 对 于 一 个 复 变 量 的 解析 函数 f(z), 如 果 f(z) 不 恒 为 
零 , 而 z = 2 是 f(z) 的 零点 , 则 利用 f(z) 的 局 部 究 级 数 展开 式 容 易 
得 到 , 在 zo 充分 小 的 邻 域 上 , f(z) 可 表示 为 f(z) = (z - z0)*g(z), 其 
中 keN 是 f(z) 在 其 零点 zo 的 阶 , 而 g(z) 解析 且 g(zo) 关 0. 然而 对 
于 多 元 解析 函数 , 其 零点 构成 的 集合 就 比较 复杂 了 . 这 一 节 我 们 将 借 
助 一 元 多 项 式 (z 一 zo)* 的 一 种 形式 推广 一 Weierstrass 多 项 式 , 将 分 
解 式 f(z) = (z - zo)*g(z) 推广 到 多 元 解析 函数 , 用 其 给 出 多 元 解析 函 
数 零 点 的 局 部 描述 . 

定义 1.2.1 设 


h(2) = 2) oz, ,2 2) + tap(2 ,2 ) 


是 定义 在 0 s C" 的 某 一 邻 域 上 的 函数 , 假定 其 中 z" 的 系数 函数 


工 ..。 "1) m1) 


1 
;7 , ag(z 1 


都 是 变 元 (z!,… ,z"-!) 在 0 se C"-1 邻 域 上 的 解析 函数 , 如 果 这 些 函 
数 满足 
of(0 ,0) =0, .…，ok(0 ,0)=0， 
则 称 函 数 h(2Z) 为 变 元 2 的 大 阶 Weierstrass 多 项 式 . 
显然 , 如 果 h(2Z) 是 一 给 定 的 za 的 大 阶 Weierstrass 多 项 式 , 则 对 
于 其 定义 域内 任意 给 定 的 2 = (z1,… ,z"-1), h(2',z") 对 于 z* 有 且 
仅 有 个 零点 ( 按 重 数 计 ). 因而 如 果 令 
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= {2|h(2) = 0), 


则 当 我 们 对 函数 的 零点 按 重 数 计 数 时 , 上 面 的 结论 可 以 表示 为 投影 映 
射 (1 它 是 Z(h) 到 0 eC"*-! 令 域 的 
一 个 大 重 映 射 (也 称 为 重 分 歧 覆 盖 , 见 图 1.2.1). 我 们 希望 利用 这 样 
一 种 形式 来 局 部 描述 多 元 解析 函数 的 零点 . 


图 1.2.1 


在 图 1.2.1 中 , 横 轴 表 示 变 量 2 = (z!,… ,z"-!) 所 在 的 n 一 1 维 
复 向 量 空间 C"-1, 纵 轴 表 示 变 量 z 所 在 的 复 平面 . 

定义 1.2.2” 设 /2) 是 原点 2 = 0 es Cn 邻 域 上 的 解析 函数 , 如 
果 zm = 0 是 单 变 元 解析 函数 f(0,…. ,0,z") 的 阶 零点 , 则 称 /2) 
在 2 =0 处 对 z" 方向 k 阶 正则 . 

首先 , 定义 1.2.1 中 的 阶 Weierstrass 多 项 式 h(2) 显然 是 在 z? 方 
向 无 阶 正则 的 函数 . 而 如 果 /2) 是 一 在 0 e Cn 邻 域 上 满足 (0) = 0， 
但 /(2) 不 恒 为 零 的 解析 函数 , 则 存在 Zo = (车 …… ,如 ), 使 得 /2o) 郑 
0. 这 时 作 一 线性 变换 , 可 将 20 变 到 新 坐标 的 第 n 个 分 量 z" 的 平面 
上 , 则 对 于 新 坐标 , 我 们 总 可 以 假设 存在 &, 使 得 f(2) 在 z? 方向 k 阶 
正则 . 

下 面 我 们 将 给 出 阶 Weierstrass 多 项 式 与 在 z” 方向 阶 正则 
的 解析 函数 的 关系 , 并 利用 这 些 关 系 描述 多 元 解析 函数 零点 的 局 部 性 
质 . 首先 我 们 来 证 明 一 个 局 部 描述 多 元 解析 函数 零点 的 基本 定理 . 

定理 1.2.1 ” 设 函 数 f(2) 在 原点 2 = 0 e Cn 的 邻 域 上 解析 , 如 
果 f(2) 在 8 =0 处 对 z" 方向 k 阶 正则 , 则 存在 5 = (61,-… ,6n1) 
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和 5 满足 对 于 i = 1,…,n, 6 > 0, 使 得 对 于 任意 给 定 的 2 = 
(2 are Di(08) C Cn HZ) = f(2',z") 作为 z* 的 解 
术 函 数 在 贺 盘 D1( 0,6n) = {2z* EC||z"|<56} CC 内 有 且 仅 有 天 个 

证 明 ”由 单 变 元 解析 函数 的 零点 孤立 性 定理 , 可 取 bn > 0 充分 
小 , 使 得 函数 1(0,… ,0,z") 在 闭 圆 盘 D1(0, 5) 上 仅 有 2 = 0 这 一 
个 大 阶 零点 . 令 


m= min {|f(0,.… ,0,2")|}, 


lz"|=6n 
则 m > 0. 而 由 函数 f(2) = f(z!,… ,z"-1,z") 的 连续 性 和 集合 8D1(0， 
6n) = {2z" |]z"| = 6%} 的 紧 性 ， 存在 5 = (51,… ,6n-1), 满足 对 
于 j=1,…,n 一 1,6; > 0, 且 对 于 任意 2 e D,_1(0,5') 和 任意 z" € 
9D1(0,6%), 恒 有 


|f(2',2") — f(0,.…. ,0,2")| <ms |f(0,. ,0, 2”)|. 


因此 当 Z' <s D,_1(0,6') 固定 时 ， 由 单 复 变 函 数理 论 中 的 Rouch 定 
理 我 们 知道 : 单 变 元 zn 的 解析 函数 f(2',z") 和 f(0,.… ,0,z") 在 圆 
盘 D1(0,6n) 内 的 零点 个 数 相同 , 即 都 有 且 仅 有 大 人 证 毕 . 

说 明 ”在 上 面 定 理 的 证 明 中 ， 由 于 函数 f(0， z") 在 圆周 
8D1(0, 6%n) 上 处 处 不 为 零 , 而 9D1(0, 6。) 是 紧 集 ， 因 丰 可取 7 (0 … ， 
6n-1) 充分 小 , 使 得 f(2',z") 在 Dn_1(0,5') x 6D1(0,6n) 上 处 处 不 为 
零 . 我 们 在 下 面 的 讨论 中 将 反复 用 到 这 一 点 . 

作为 定理 1.2.1 的 直接 应 用 , 我 们 这 里 首先 给 出 下 面 著 名 的 Rie- 
mann 延 拓 定理 . 我 们 知道 在 单 复 变 函数 的 孤立 奇 点 分 类 中 ， 一 个 变 元 
的 解析 函数 如 果 在 其 孤立 奇 点 的 邻 域 上 有 界 , 则 这 些 孤立 奇 点 都 是 可 
去 奇 点 , 即 函 数 可 以 解析 延 拓 到 这 些 奇 点 处 ， 如 果 将 孤立 奇 点 看 做 是 
另外 一 个 单 变 元 解析 函数 的 零点 , 则 对 这 一 单 复 变 函数 中 关于 解析 延 
拓 的 结论 , 我 们 在 多 元 解析 函数 里 有 下 面 形式 的 推广 . 

定理 1.2.2 (Riemann 延 拓 定理 ) ” 设 1(2) 是 区 域 0 c C" 上 
一 给 定 的 解析 函数 , /(2) 不 恒 为 零 , 令 
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2(f)= {2 en|f(2)=0}. 


设 g(2) 是 定义 在 开 集 Q\ 2Z(f) 上 的 解析 函数 , 且 在 Q\ 2Z(f) 上 有 界 ， 
则 g(2) 可 解析 延 拓 到 区 域 0 上 . 即 存在 定义 在 0 上 的 解析 函数 (2)， 
使 得 在 Q\ 2Z(f) 上 , g(2Z) =9(2). 

证 明 任 取 Zo es 2(f), 我 们 仅 需 证 明 9(2) 可 解析 延 拓 到 20 的 
邻 域 . 经 过 适当 坐标 变换 后 我 们 可 以 假定 Zo = 0, 而 /2 在 2 =0 
处 对 z" 方向 阶 正则 . 由 定理 1.2.1 知 , 对 于 f(2) 以 及 i= 1,… ,n,， 
存在 0i, 满足 56 > 0， 且 令 5 = (61, ,On_1) 时 ， 对 于 任意 给 定 
的 Ze Do it(05) z? 的 函数 f(2Z) = f(2Z',z") 对 于 sz" 在 C 中 
圆 盘 D1(0,6,) = {z" ||z"| < 54} 内 有 且 仅 有 上 个 零点 , 而 f(2) = 
f(2,z") 在 D。_1(0,6') x 8D1(0,6。) 上 没有 零点 ， 由 条 件 , g(2',z") 
在 D。_1(0,6') x 8D1(0,6,,) 上 处 处 有 定义 . 现 将 2Z' = (z1,… ,z"-!) 固 
定 , 利用 z" 的 函数 g(2',z") 在 9D1(0,6,) 上 的 值 , 考虑 下 面 的 Cauchy 


由 定义 容易 看 出 , $(z1,… ,z") 是 (z1,… ,z") 的 连续 函数 ， 且 对 变 
量 2 = (z1,… ,zm"-1) 和 z" 分 别 解析 , 因而 由 上 一 节 的 定理 1.1.8, 我 
们 知道 F(z1,… ,z") 是 D。_1(0,6)xDi(0,6%) 上 关于 2 = (2 ,z") 
的 多 元 解析 函数 . 

另 一 方面 , 当 2Z' = (z!,… ,z"-1) 固定 时 , g(2',z") 作为 z" 的 
函数 ,除了 f(2',z") 在 圆 盘 Di(0,6%) 内 的 个 零点 外 ， 处 处 解析 . 
而 由 定理 条 件 我 们 知道 g(2) 有 界 , 因而 g(2', z”) 作为 z* 的 解析 函 
数 , 所 有 孤立 奇 点 都 是 可 去 奇 点 . 我 们 得 到 g(2',z") 可 解析 延 拓 为 圆 
盘 D1(0, 6,) 上 的 解析 函数 . 而 对 延 拓 后 的 g(2Z) 应 用 关于 z" 的 Cauchy 
积分 公式 ,得 上 面 的 积分 就 是 解析 延 拓 后 的 g(2',z"), 即 g(2',z") = 
8z1 ,2 证 毕 . 

推论 1.2.1 设 /2) 是 区 域 Q 上 不 恒 为 零 的 解析 函数 , 令 Z(f) = 
{ZeQ|f(2)=0} 为 f(2Z) 的 零点 集 , 则 Q\2Z(f) 是 连通 开 集 . 
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证 明 ”用 反 证 法 . 显然 0\ 2(f) 是 开 集 , 如 果 Q\ 2(f) 不 连通 , 则 
可 分 解 为 互 不 相交 的 连通 分 支 的 并 , 每 一 个 连通 分 支 也 是 开 集 . 设 U 
是 Q\2Z(f) 的 一 个 连通 分 支 . 令 9(2) 为 在 U 上 取 1, 在 Q\{2(f)uU} 
上 取 零 的 函数 , 则 9(2) 是 Q\ 2(f) 上 的 有 界 解析 函数 . 由 Riemann 
延 拓 定理 , g(2) 可 延 拓 为 0 上 的 解析 函数 , 但 这 与 解析 函数 的 唯一 性 
定理 矛盾 . 证 毕 . 

在 前 面 的 讨论 中 , 我 们 提 到 , 如 果 zo 是 单 变 元 解析 函数 f(z) 的 
阶 零点 , 则 在 zo 的 充分 小 邻 域 内 , f(z) 可 分 解 为 f(z) = (z 一 z0)*g(z)， 
其 中 g(z) 解析 , 且 g(z0) 关 0. 下 面 我 们 希望 以 Weierstrass 多 项 式 代替 
上 面 因 式 分 解 中 的 因子 (z 一 z0)*, 将 关于 单 变 元 解析 函数 零点 的 局 部 
描述 推广 到 多 元 解析 函数 上 . 

定理 1.2.3 (Weierstrass 预备 定理 ) ” 设 函数 /2) 在 原点 2 = 
0 e Cr 的 邻 域 上 解析 , 在 Z = 0 处 对 z" 方向 阶 正则 . 则 存在 2 = 0 
的 充分 小 邻 域 UV 和 U 上 唯一 确定 的 一 个 z" 的 天 阶 Weierstrass 多 项 
式 h(2), 以 及 U 上 唯一 的 一 个 处 处 不 为 零 的 解析 函数 w(2), 使 得 在 UU 
上 f(2Z) 有 因 式 分 解 


证 明 ”由 定理 1.2.1 知 ， 对 于 函数 /2) 以 及 i = 1,…,n, 存 
在 5, 满足 页 > 0, 且 令 6 = (6 ,6n_1) 时 , 对 于 任意 给 定 的 2' e 
Dn_1(0,5), f(2) = 1(2',z") 对 于 变 元 z", 在 C 中 国 盘 D1(0,6,) 内 
有 且 仅 有 天 个 零点 , 而 f(2Z) = f(2',z") 在 DD,_1(0,6') x8Di(0,6%) 上 
处 处 不 为 零 . 任意 给 定 2 < D。1(0,6), 以 评 (20)… ,br(2') 表示 zz? 
的 函数 (2', z") 在 圆 盘 Di(0, 6) 内 的 上 个 零点 . 首先 , 由 于 z* =0 
是 f(0,… ,0,2") 的 上 阶 零点 , 因而 51(0) = … = bx(0) = 0. 另 一 方面 ， 
由 于 零点 的 排序 有 一 定 的 任意 性 , 因而 2Z' 的 函数 六 (20)…… ,中 (2 ) 不 
一 定 连 续 . 但 是 由 留 数 定理 的 推广 (参阅 文献 [31): 如 果 h(z) 和 g(z) 
都 是 在 具有 分 段 光滑 边界 的 有 界 闭 区 域 Q c C 邻 域 ( 即 包含 9 的 开 
集 ) 上 的 解析 函数 , 且 h(z) 在 89 上 处 处 不 为 零 , 设 z1，,… ,z* 是 h(z) 
在 内 的 右 ,… ,如 阶 零点 , 则 成 立 下 面 公式 : 
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Dott -| (Ww ) a 


én 
在 上 式 中 , 令 h(z") = (2',2"7),g(z") = (2")™, 我 们 得 到 , 对 于 任意 自 
然 数 m, 成 立 等 式 


k Of (2Z',w) 
7 人 1 mm Ow d 
2 (2) = 元 oa 


因而 利用 积分 号 下 求 导 得 , 对 于 任意 m < N, 函数 > bpm(2') 都 是 2 


的 解析 函数 ， 而 利用 代数 学 中 关于 对 称 多 项 式 的 Newton 定理 (参阅 
文献 问 ), 我 们 知道 , 函数 六 (320) …… , 5.(21) 的 任意 对 称 多 项 式 都 可 以 
表示 为 函数 族 人 三 9] 的 多 项 式 , 因而 都 是 2 的 解析 函 
7 一 1 大 
数 . 所 以 , 如 果 我 们 令 
k 
h(2)=h(2',z")= [12" — 6:(2")) 
2=1] 
:= (27) + on(2) (2) 1 + + axr(2’), 

则 ai(20)…… ,ap(2Z') 作为 1(2'),… ,bi(2') 的 对 称 多 项 式 , 都 是 变 
元 2Z' = (zl,…. 人 在 0€C"-! 邻 域 上 的 解析 函数 , 满足 a1(0,… ， 
0) =…=ak(0 ,0) = 0, 因而 h(2Z) 是 z? 的 上 阶 Weierstrass 多 项 
式 . 另 -方面 当 gr cD 1(0,6') 固定 时 , z" 的 函数 h(2Z) = h(2',z") 
与 f(2Z',z") 在 D1(0,6%) 内 有 完全 相同 的 零点 . 现在 我 们 希望 利用 此 
来 证 明 函 数 (2)/h(2Z) 在 D。_1(0,6') x D1(0,6n) 上 解析 且 处 处 不 为 
零 , 由 此 就 得 到 了 定理 的 证 明 . 

首先 函数 f(0,… ,0,z") 和 hh(0,… ,0,z") 在 6D1(0,6n) 上 处 处 不 
为 零 , 且 f(z1,… ,zz"-1,z"7) 和 有 h(z1,.… ,z?-1,z") 都 连续 . 因此 如 果 适 
当选 取 5 > 0,1 = 1,… ,mn, 我 们 可 以 假设 f(2Z) 和 有 h(2) 在 Dn_1(0,67)x 
9D1(0, 6%) 上 处 处 不 为 零 . 由 此 如 果 令 


M = max {|f(Z )| | Ze 二- 1(0, 5) x OD1(0, 6%)}, 
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m = min {Ih(2)| |2 € Dn-i(0,5) x OD1(0, 6n))}, 


得 m > 0. 现 令 w2) = 了 (2)/h(2Z), 则 w(2) 在 函数 h(2Z) 的 零点 
集 Z(h) 以 外 解析 . 特别 地 , 当 Z/€ D,,_1(0,5') 固定 时 , 由 于 z" 的 解 
析 函 数 f(2',z") 与 h(2',z") 在 圆 盘 D1(0,6%) 内 的 零点 完全 相同 , 因 
而 wu(2',z") 是 z* 在 D1(0,6%) 内 处 处 不 为 零 的 解析 函数 . 对 wu(2', z") 
在 圆 盘 D1(0, 6,) 上 关于 变量 z" 应 用 最 大 模 原 理 得 |u(2Z',z")| < M/m. 
”由 于 其 中 2Z' 是 任意 的 , 因而 不 等 式 在 D,,_1(0,6)xDi(0,6%)\2(h) 上 处 
处 成 立 , 即 (2) 在 h(2) 的 零点 以 外 解析 且 有 界 . 利用 上 面 的 Riemann 
延 拓 定理 得 , u(2) 可 解析 延 拓 为 D,_1(0,6) x D1(0, 6%) 上 的 解析 函数 . 

由 于 h(2) 是 由 f(2Z) 的 零点 唯一 确定 的 Weierstrass 多 项 式 , 所 
以 唯一 性 显然 . 证 毕 . 

注 记 ”在 上 面 Weierstrass 预备 定理 的 证 明 中 , 我 们 看 到 Weier- 
strass 多 项 式 h(2Z) 是 由 函数 f(2) 的 零点 唯一 确定 的 , 或 者 说 在 0 e C" 
的 邻 域 VU 上 ，Weierstrass 多 项 式 h(2) 的 零点 与 f(2Z) 的 零点 完全 
一 样 ( 按 重 数 计 ). 因此 , 如 果 2o = ( 避 ,… ,好 ) 是 UV 内 的 任意 一 点 ， 
设 f(2) = 有 (2 -Zo)v(2) 是 f(2) 在 2 的 邻 域 V 上 由 Weierstrass 
预备 定理 给 出 的 分 解 , 其 中 v(2) 在 V 上 处 处 不 为 零 , 而 h(2 - 20) 
是 (z1 一 友 …… ,z"? 一 训 ) 中 某 一 分 量 的 Weierstrass 多 项 式 . 则 在 UNnV 


上 ， 
hl2) _ RZ2) _f(2) 


jhZ-20) f2) MHZ-2Z0 


h2) _ f(2) 
本 x(2) 和 元 7 2 v(Z) 都 是 处 处 不 为 零 的 解析 函数 . 


我 们 得 到 在 UnV 上 ,元 是 处 处 不 为 堆 的 解析 函数 ， 即 局 部 


用 Weierstrass 多 项 式 表 示 解 析 函 数 的 零点 后 , 不 同 点 、 不 同 邻 域 的 不 
同 表达 式 中 , 所 得 到 的 Weierstrass 多 项 式 在 公共 部 分 上 只 差 一 个 处 处 
不 为 零 的 解析 函数 . 我 们 在 后 面 的 讨论 中 将 反复 用 到 这 一 点 . 

在 数 域 上 的 多 项 式 理 论 中 , 我 们 知道 多 项 式 相互 之 间 有 带 余 除法 ; 
如 果 p(z) 是 一 给 定 的 z 的 大 阶 多 项 式 , 则 对 于 z 的 任意 多 项 式 q(z)， 


而 
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存在 唯一 的 多 项 式 wu(z) 和 r(z), 使 得 r(z) 的 阶 小 于 %, 且 
q(z) = u(z)p(z) + 7(2). 


这 时 w(z) 称 为 g(z) 对 于 p(z) 的 商 , r(z) 称 为 余 式 . 

下 面 定理 是 多 项 式 的 带 余 除 法 对 于 多 元 解析 函数 的 推广 . 

定理 1.2.4 (Weierstrass 除法 定理 ) ” 设 h(2Z) 是 原点 Z = 0e 
Cn 的 邻 域 上 一 给 定 的 、z 的 阶 Weierstrass 多 项 式 , 则 对 于 2=0 
邻 域 上 的 任意 解析 函数 f(2), 存在 0 s Cn 的 充分 小 邻 域 和 了 上 唯 
一 确定 的 解析 函数 u(Z) 和 7(2) = cu(Z0(znjt- 十 二 et_i(Z0 使 
得 在 7 上 成 立 

f(2) =u(Z)h(2) + r(2), 


其 中 2 = (z1,.…. ,zn-1). 

证 明 ”由 于 h(2) 在 Z =0 处 对 zz” 方向 k 阶 正则 ,由 定理 1.2.1 的 
证 明知 , 对 i= 1,… ,mn, 存在 5%, 满足 下 > 0 且 令 8 = ($1,… ,6n_1) 
时 , 对 于 任意 给 定 的 Ze D,_1(0,6), 函数 h(2) = h(2',z zn) 在 圆 
盘 D1(0,6n) = {jz"| < 铝 } 中 有 且 仅 有 个 零点 , 而 在 Dn_1(0,6') x 
69D1i(0, 5%) 上 处 处 不 为 零 . 由 此 如 果 令 


f(s 2 ww) dw 
ul = /证 i 
|wl= 6n 
由 于 wu(2) 对 2 连续 , 而 对 (2 ,z"-1) 和 zm 都 分 别 解析 , 因此 
由 定理 1.1.8 得 , u(2) 是 2 = (z1,… ,z") 的 解析 函数 . 男 一 方面 ， 
由 Cauchy 积分 公式 得 


1 jz ,2 ,wy) 
Z)~—uZ 一 一 一 
1(2) -uv(2MG) = 2 
|wl=6n 
2 n—1 1 .., nl nn 
让 1 ,WwW) 用 (2 1 之 ,2") da 
Zl, ,ZR 1, 0w) WwW — Zz 


了 / (zl ,2 1,w) 
一 po h(z1,..: ,Zn 1, Ww) 


lwl=6 
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工 。.， n—l1 1 ... 了 4 一 nn 
~ h(z7, ,2 ,0) ~ hz ,eZ 2 | gw := 7(2). 


WwW— Zn 


由 于 h(2Z) 是 z? 的 上 阶 多 项 式 , 因而 
h(zl,. ,zr 1, wy) — h(zl,. ,1, 2") 
是 ww 一 zm 的 一 1 阶 多 项 式 , 所 以 7(2Z) 是 z"? 的 一 1 阶 多 项 式 ,我 
们 得 到 定理 1.2.4 中 分 解 的 存在 性 . 
现 证 唯一 性 . 设 f(2) = wi(2)h(2Z) 十 ri(2) 是 1(2) 的 另 一 分 解 ， 
则 


[wu(2) — wi (Zh(2) =7(2) —r1(2). 


如 果 7(2) 一 m1(2Z) 不 恒 为 零 , 则 对 于 任意 给 定 的 Ze Dn_1(0, 人 5, 等 式 
左边 对 于 z", 在 圆 盘 D1(0,5,) = {|z"| < 6%} 内 至 少 有 大 个 零点 , 但 
等 式 右边 是 z" 的 一 1 阶 多 项 式 , 不 为 零 时 至 多 有 一 1 个 零点 , 因 
而 必须 恒 为 零 , 矛盾 . 证 毕 . 
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上 一 节 我 们 给 出 了 Weierstrass 预备 定理 和 除法 定理 , 这 一 节 我 们 
希望 利用 这 些 定理 将 代数 学 中 关于 多 元 多 项 式 环 Clz1,… ,z"] 的 一 些 
代数 概念 和 性 质 , 推广 到 C" 中 由 一 给 定点 的 邻 域 上 所 有 多 元 解析 函 
数组 成 的 环 上 , 然后 利用 这 些 结论 来 讨论 怎样 描述 一 个 或 者 多 个 多 元 
解析 函数 公共 零点 的 局 部 性 质 . 

首先 , 设 Z = 0 e C" 是 给 定 的 点 , 如 果 以 on 表示 在 Z = 0 的 邻 
域 上 关于 变量 2 = (z!,… ,z") 的 收敛 震级 数 全 体 ,， 则 利用 解析 函数 
的 加 法 和 乘法 , an 构成 一 个 环 . 这 个 环 显然 包含 了 由 变 元 (z1,… , z") 
的 多 项 式 全 体 组 成 的 环 Clz1,.… , z]， 当然 由 于 不 同 的 寡 级 数 收 敛 区 
域 可 能 不 同 , 守 级 数 之 间 的 运算 只 能 在 其 公共 的 收敛 区 域 上 才 有 意义 . 

另 一 方面 , 我 们 将 以 Weierstrass 预备 定理 和 除法 定理 作为 基本 工 
具 , 研究 由 收敛 暴 级 数组 成 的 环 的 代数 性 质 . 然而 对 于 Weierstrass 预 
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备 定理 和 除法 定理 , 我 们 每 一 次 应 用 时 总 是 需要 特别 强调 : 定理 仅 在 
原点 的 某 一 个 充分 小 的 邻 域 VU 上 才 成 立 . 因此 , 如 果 要 对 多 个 函数 多 
次 应 用 这 些 定理 , 则 对 于 不 同 的 函数 , 每 一 次 用 到 的 邻 域 7 都 可 能 不 
一 样 , 这 显然 会 给 讨论 带 来 许多 表述 上 的 不 便 ， 

为 了 克服 这 些 困难 , 下 面 我 们 将 引进 解析 函数 的 芽 的 概念 ， 芽 是 
多 复 分 析 和 代数 几何 中 的 一 个 基本 语言 , 也 是 我 们 后 面 在 第 6 章 中 讨 
论 层 和 层 同调 理论 的 基础 . 这 里 我 们 希望 借助 多 元 解析 函数 局 部 性 质 
的 讨论 , 帮助 读者 尽早 了 解 和 熟悉 这 一 概念 . 在 讨论 过 程 中 , 读者 也 可 
将 解析 函数 换 为 可 微 函数 、 连 续 函 数 或 者 其 他 的 映射 , 以 便 更 好 地 理 
解 芽 的 一 些 基本 性 质 . 关于 芽 的 更 一 般 地 讨论 将 在 本 书 第 6 章 中 给 出 . 

定义 1.3.1 设 f(2Z) 和 9(2) 都 是 原点 2 = 0€ Cr" 邻 域 上 的 解 
析 函 数 , 如 果 存在 2 = 0 的 一 个 充分 小 的 邻 域 0, 使 得 在 UV 上 f(2) = 
9(2), 则 称 f(2) 和 g(2) 在 点 2 =0 等 价 , 记 为 上 ~9. 

如 果 以 4(0) 表示 原点 邻 域 上 所 有 的 解析 函数 构成 的 集合 (4(0) 
中 不 同 的 元 素 可 以 有 不 同 的 定义 域 ), 显然 , ~ 是 集合 4(0) 上 的 一 个 等 
价 关系 , 4(0) 关于 ~ 的 每 一 个 等 价 类 称 为 解析 函数 在 原点 的 一 个 芽 . 
我 们 以 60,, 记 解 析 函 数 在 原点 的 芽 的 全 体 , 即 和 = 4(0)/ ~ . 

由 定义 1.3.1 容易 看 出 , 等 价 关 系 ~ 与 解析 函数 的 加 法 和 乘法 运 
算 可 交换 , 即 如果 f 和 g 分 别 是 9 中 的 等 价 类 fF 和 的 代表 元 素 ， 
则 f+g 和 了 .g 所 在 的 等 价 类 与 f 和 9g 的 选取 无 关 , 仅 与 等 价 类 了 和 
有 关 . 因而 可 以 将 f+g 和 f.g 所 在 的 等 价 类 分 别 定义 为 f+ 了 和 六. 订 
利用 这 两 个 运算 , bn 成 为 一 个 有 单位 元 的 交换 环 , 称 为 ”元 解析 函数 
在 原点 的 芽 环 . 如 果 利 用 解析 函数 的 容 级 数 展开 , 则 不 难得 到 环 0, 就 
是 变 元 2 = (z!,… ,z") 在 原点 邻 域 内 收敛 的 窜 级 数 全 体 利 用 知 级 数 
的 加 法 和 乘法 构成 的 环 . 特别 地 , 多 元 多 项 式 环 Clz1,… ,z"] 是 名 的 
子 环 . 下 面 我 们 希望 将 代数 学 中 关于 多 项 式 环 C[z!,… ,z"] 的 一 些 概 
念 和 性 质 推广 到 解析 函数 的 芽 环 90,, 上 , 并 利用 这 些 性 质 来 研究 一 个 或 
者 多 个 多 元 解析 函数 公共 零点 的 局 部 性 质 .， 在 本 节 中 ,如 果 不 特别 说 
明 , 我 们 假定 所 有 涉及 的 环 都 是 有 单位 元 的 交换 环 . 
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首先 , 如 果 w,v se b 都 是 解析 函数 的 菠 , 满足 uv = 0, 则 利用 解 
析 函 数 的 唯一 性 定理 , 不 难 证 明 或 者 w = 0, 或 者 v = 0, 即 名 是 一 个 
没有 零 因子 的 整 环 . 另外 , 对 于 任意 芽 ve 0,, 我 们 可 以 定义 ， 在 原点 
的 值 <(0) 为 % 的 任意 代表 元 素 在 原点 的 值 , 利用 此 我 们 得 到 一 个 环 同 
态 b 一 C. 我 们 称 芽 we 0 为 可 逆 元 , 如 果 存 在 ve 名, 使 得 vv = 1. 
显然 可 道 当 且 仅 当 w(0) 天 0. 而 称 芽 ve 0 为 不 可 分 解 元 , 如 果 对 忆 
有 因 式 分 解 v = 六 .9, 则 或 者 三 可 逆 , 或 者 g 可 逆 . 另外 , we 9 称 
为 变 元 z"* 的 大 阶 Weierstrass 多 项 式 , 如 果 存 在 v 的 一 个 代表 元 素 
是 z" 的 有 阶 Weierstrass 多 项 式 . 同样 地 , 称 芽 ve 凡 在 z 方 向 天 
阶 正则 , 如 果 存 在 的 一 个 代表 元 素 是 在 z" 方向 阶 正则 的 函数 . 

利用 上 面 这些 关 于 原点 邻 域 解析 函数 的 芽 的 语言 ， 我 们 可 以 将 
Weierstrass 预备 定理 和 除法 定理 表述 为 下 面 形式 . 

Weierstrass 预备 定理 ”如 果 fe 0 在 z" 方向 k 阶 正则 , 则 
在 9% 中 可 唯一 分 解 为 一 个 可 逆 元 素 与 一 个 有 阶 Weierstrass 多 项 式 的 
乘积 . 

Weierstrass 除法 定理 ” 设 he 9, 是 一 给 定 的 z" 的 玉 阶 Weier- 
strass 多 项 式 , 则 对 于 任意 的 fe 0,, f 可 唯一 地 表示 为 f = gq.h+7, 其 
中 ge 0 而 7 E01[z"] 满足 deg(r) < 天 这 里 0 1 表示 mn 一 1 个 变 
元 (z1,… ,z"-1) 的 解析 函数 在 原点 0 e C"-1 的 芽 环 . 而 0,_1[z"] 表 
示 系 数 在 9,，1 中 的 z" 的 多 项 式 , deg(r) 表示 2 的 多 项 式 7 关于 z" 
的 次 数 ， 

作为 芽 的 形式 , 上 面 两 个 定理 自动 假定 了 对 于 芽 的 任意 代表 元 素 ， 
定理 中 的 分 解 是 在 原点 的 某 个 适当 小 的 邻 域 上 成 立 , 而 利用 芽 的 语言 ， 
我 们 并 不 需要 具体 指出 是 在 什么 样 的 邻 域 上 成 立 . 特别 地 , 在 多 次 或 
者 对 多 个 解析 函数 同时 应 用 这 些 定理 时 , 我 们 不 需要 考虑 在 什么 样 的 
邻 域 上 成 立 的 问题 . 这 是 引入 芽 这 一 语言 的 好 处 之 一 . 

当然 这 里 也 需要 特别 指出 在 Weierstrass 预备 定理 和 除法 定理 中 ， 
定理 成 立 的 区 域 是 由 我 们 在 定理 证 明 中 得 到 的 (51,.… , 6,) 确定 的 . 例 
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如 , 在 Weierstrass 除法 定理 中 , 如 果 对 于 给 定 的 Weierstrass 多 项 式 h， 
我 们 选取 (51,… , 6,) 使 之 满足 当 6' = (61,… ,51) 时 , 对 于 任意 给 
定 的 Ze Da 1(0,5), h(2',z") 在 圆 盘 Di(0,6) 内 有 且 仅 有 8 个 零 
点 , 而 在 D,,_1(0,6') x 86D1(0,6n) 上 处 处 不 为 零 ， 则 对 于 闭 区 域 7 = 
Dn(0, (61,… ,6n)) 邻 域 上 的 任意 解析 函数 ,除法 定理 在 VU 上 都 是 成 
立 的 . 

下 面 我 们 希望 以 多 项 式 环 C[z!,.… ,z"] 的 一 些 概念 和 性 质 为 基础 
来 讨论 环 0. 在 代数 学 中 我 们 知道 , 一 个 环 如 果 环 中 的 每 一 个 非 零 元 
素 都 可 唯一 地 分 解 为 有 限 个 不 可 分 解 元 素 的 乘积 , 则 称 这 个 环 为 唯一 
分 解 环 . 例如 , 整数 环 、 数 域 上 的 多 项 式 环 等 都 是 唯一 分 解 环 . 而 代数 
学 中 的 Gauss 定理 告诉 我 们 : 如 果 环 R 是 唯一 分 解 环 , 则 以 RR 中 元 
素 为 系数 , x 为 不 定 元 的 多 项 式 环 


RIz]={a0z"+a1z™ 一 十 十 an -17 十 an | ai E R,i=0,1,... ,n,n E N} 


也 是 一 个 唯一 分 解 环 (参阅 文献 [11]). 根据 Gauss 定理 , 利用 归纳 法 容 
易 得 到 多 项 式 环 Clz!',… ,z"] 是 唯一 分 解 环 . 对 于 解析 函数 的 芽 环 bn， 
我 们 有 下 面 定理 . 

定理 1.3.1 ” 环 b" 是 唯一 分 解 环 . 

证 明 ”对 nn 用 归纳 法 . n = 1 时, 91 中 不 可 逆 元 素 六 可 唯一 表示 
为 f=w:z*, 其 中 w(0) 关 0, 而 是 了 在 原点 2Z = 0 处 零点 的 阶 数 . 
由 于 z 不 可 分 解 , 因而 唯一 分 解 性 成 立 . 

现 设 0,,_1 是 唯一 分 解 环 , 由 Gauss 定理 , 环 0,_1[z"] 也 是 唯一 分 
解 环 . 任 取 六 es 0%, f 关 0, 利用 坐标 变换 不 妨 设 了 在 2 方向 上 阶 正 
则 , 由 Weierstrass 预备 定理 , f 可 唯一 分 解 为 f= :六 其 中 w(0) 天 0， 
因而 可 送 , 而 六 € 0%_1[z"] 是 一 阶 Weierstrass 多 项 式 . 但 由 假 
设 , 6,_1[z"] 是 唯一 分 解 环 , 因此 h 在 0,_;[z"] 中 可 唯一 分 解 为 不 可 
分 解 元 素 的 乘积 . 并 且 由 定义 容易 看 出 分 解 中 的 每 一 个 不 可 道 因子 都 
在 2 方向 正则 , 因而 可 以 假定 这 些 因子 都 是 z" 的 Weierstrass 多 项 
式 . 我 们 只 需 证 明 在 包含 关系 On_1[z"] CO 中 , 对 于 Weierstrass 多 项 
式 he 0n_ilz"]h 在 9%_1[z"] 中 的 可 分 解 或 者 不 可 分 解 性 与 h 在 9， 
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中 的 可 分 解 或 者 不 可 分 解 性 相同 . 

事实 上 , 如 果 在 6 中 hh = g1 .92 可 分 解 , 则 g1, gz 都 在 z" 方向 正 
则 . 利用 Weierstrass 预备 定理 , 我 们 有 分 解 g = wi hi,g2 = uz :ho, 其 
中 wa 可 道 , 而 hj, ho 都 是 Weierstrass 多 项 式 . 而 由 Weierstrass 多 
项 式 的 定义 不 难看 出 , Weierstrass 多 项 式 的 乘积 仍然 是 Weierstrass 多 
项 式 , 因此 hi .hs 也 是 Weierstrass 多 项 式 . 但 另 一 方面 , 由 Weierstrass 
预备 定理 中 分 解 的 唯一 性 , 得 wa = 1,h = hhz, 即 在 环 0_1[z" 
中 也 是 可 分 解 的 . 

反之 , 如 果 户 在 0,_1[z"] 中 可 分 解 . 设 h = hh. hz, 其 中 hj,ho 都 
是 系数 在 6。_1 中 的 z" 的 不 可 逆 多 项 式 . 如 果 h 在 0 中 不 可 分 解 , 则 
可 设 丰 在 多 中 可 逆 , 得 hs = 有 hh.hi!. 但 男 一 方面 , ho。 和 都 是 z" 
的 多 项 式 , 并 且 在 h 中 2 的 首 项 系数 为 1. 利用 一 般 的 多 项 式 除法 
和 Weierstass 除法 定理 中 的 唯一 性 , hs 可 唯一 表示 为 hz = rih 十 72， 
其 中 mra € 0%_1[z"]， 比 较 hs 的 两 个 等 式 , 可 得 出: = mra = 0， 
即行 :是 xz 的 多 项 式 , 这 与 hi 在 细 _i[2 中 不 可 逆 矛 盾 . 证 毕 . 

由 于 9 是 唯一 分 解 环 , 因而 对 于 9,, 中 的 元 素 , 我 们 可 以 定义 公 
因子 和 互 素 关系 . 例如 , f,g & 名 称 为 互 素 的 , 如 果 f 和 9g 无 公 因 子 . 

命题 1.3.1 f,g & 0,, 互 素 的 充分 必要 条 件 是 经 过 适当 坐标 变换 
后 , 存在 u,v € 9n, 以 及 rE 0。_1, 使 得 "> 关 0, 而 


uf i+vg=r7. 


证 明 ”经 坐标 变换 后 不 妨 假 设 f 和 9 都 在 z 方向 正则 , 因而 
可 假设 其 都 是 Weierstrass 多 项 式 . 将 f 和 9 看 做 多 _; 的 商 域 8 = 


{ 各 | 三 委 和 wo 和 a 关 9】 上 的 多 项 式 , 而 由 域 上 的 多 项 式 理论 , 利 


用 转 展 相 除法 , 我 们 知道 / 和 9 互 素 的 充分 必要 条 件 是 存在 也 < 
Q@[z], 使 得 十 Vg = 1. 只 需 在 等 式 两 边 同 乘 0。1 中 的 一 个 元 素 + 
消去 去 和 立 的 公分 母 就 得 了 我 们 需要 的 等 式 . 证 毕 . 

结合 定理 1.3.1 和 命题 1.3.1, 我 们 有 下 面 一 个 在 今后 讨论 中 经 党 
要 用 到 的 推论 . 
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推论 1.3.1 设 f 和 在 4 中 互 素 , f 和 六 分 别 是 芽 f 和 5g 
” 取 定 的 代表 元 , 则 存在 原点 的 邻 域 D, 使 得 对 于 任意 点 P < U, fp, 9p 
在 0.(P) 中 也 互 素 , 其 中 0,(P) 表示 P 点 邻 域 上 解析 函数 的 芽 环 ， 
fp e 0n(P) 和 加 < 加 (P) 分 别 表示 函数 六 和 7 在 己 点 确定 的 解析 函 
数 的 芽 . 

证 明 ”由 命题 1.3.1, 可 设 了 和 了 都 是 z" 的 Weierstrass 多 项 式 ,v 
和 w 是 原点 邻 域 上 的 解析 函数 , r 是 2 … ,z"! 在 0eC"! 邻 域 上 
的 不 恒 为 零 的 解析 函数 , 使 得 在 原点 0 < Cn 的 邻 域 Z 上 , wj 十 凡 = 
如 果 在 点 已 = (车 …… ,好 ) EU, fp 和 Fp 有 公 因 子 h, 由 于 所 和 
都 可 表示 为 首 项 系数 为 1 的 z? -zz 的 多 项 式 , 因此 , fp 和 jp 的 公 
因子 h 也 必须 是 z" 一 妆 的 多 项 式 , 即 必须 he 90,_1[z" 一 z3], 且 上 h 
关于 z" 一 z 的 阶 大 于 等 于 1. 这 时 对 于 ( 允 ,… , 22 下) 邻 域内 的 任意 
点 (2z1,.… ,z”-1), 存在 z", 使 得 h(z1,… ,z"!,z")==0, 但 r+ 与 z" 无 
关 , 得 + = 0, 矛盾 . 证 毕 . 

在 代数 学 中 , 我 们 知道 数 域 上 单 变 元 的 多 项 式 环 是 主 理想 环 , 即 其 
中 任何 一 个 理想 都 是 由 一 个 元 素 生 成 的 . 环 9, 在 n > 1 时 显然 不 是 
主 理想 环 , 例如 , 由 z1,z? 生成 的 理想 就 不 是 主 理想 . 虽然 如 此 , 作为 
主 理想 环 的 推广 , 我 们 仍 有 下 面 定义 和 定理 (参阅 文献 [11]). 

定义 1.3.2 设 已 是 一 交换 环 , 如 果 忆 中 的 每 一 个 理想 都 是 由 有 
限 个 元 素 生 成 的 , 则 称 RR 为 Noether 环 . 

在 代数 学 中 , 对 于 Noether 环 有 下 面 著名 的 Hilbert 基 定 理 . 

定理 1.3.2 (Hilbert 基 定 理 ) ”如 果 忆 是 Noether 环 , 则 以 尺 中 
的 元 素 为 系数 , x 为 不 定 元 的 多 项 式 环 RIz] 也 是 Noether 环 . 

由 于 下 面 在 解析 子 簇 的 局 部 描述 中 , 我 们 除了 需要 引用 Hilbert 基 
定理 外 , 还 必须 用 到 定理 的 证 明 方 法 , 所 以 我 们 这 里 给 出 这 一 定理 的 详 
细 证 明 . 

证 明 ” 设 Jc RIz| 是 RIz] 中 的 任 一 理想 . 令 


1= {ae RR| 存 在 p(x) 了 使 得 a 是 多 项 式 plz) 的 首 项 系数 }. 
不 难看 出 , 由 于 J 是 Rlz] 中 的 理想 , 所 以 了 是 R 中 的 理想 . 而 由 候 


81.3 解析 函数 的 芽 环 33 


设 , RR 是 Noether 环 , 因而 了 是 有 限 生成 的 . 即 存在 多 项 式 {pi(7x),:…， 
Pk(X)} C J， 使 得 pi(x),… ,px(z) 的 首 项 系数 生成 I” 对 这 些 多 项 
式 , 乘 以 z 的 适当 和 突 次 后 , 不 妨 假 设 其 都 是 次 数 为 m 的 多 项 式 ， 利 
用 {pi(z),… ,pk(z)}, 对 于 J 中 任意 次 数 大 于 等 于 mm 的 多 项 式 p(z)， 


由 了 的 定义 知 , 存在 及 中 元 素 1,.… ,rs 和 1 e N, 使 得 > rizipi(z) 

的 次 数 和 首 项 系数 都 分 别 与 p(z) 的 次 数 和 首 项 系数 相同 . 因而 多 项 

式 p(z) -六 ratpi(z] 的 次 数 小 于 p(z) 的 次 数 ， 不 断 重 复 这 一 过 程 
?一 | 


我 们 得 到 p(z) 总 可 以 表示 为 p1(z),…. ,pk(z) 的 组 合 加 上 一 个 次 数 小 
于 m 的 多 项 式 . 而 对 于 J 中 次 数 小 于 m 的 多 项 式 , 这 些 多 项 式 的 所 
有 首 项 系数 构成 的 集合 也 是 R 的 理想 , 因而 可 重复 上 面 的 推导 , 从 而 
可 再 次 降低 多 项 式 的 次 数 . 由 此 经 过 有 限 步 后 我 们 得 到 理想 J 的 有 限 
个 生成 元 , / 是 有 限 生成 的 . 证 毕 . 

利用 归纳 法 , 由 Hilbert 基 定 理 我 们 不 难得 到 , 复数 域 上 的 多 项 式 
环 Clz!1,… ,z"]| 是 Noether 环 . 而 作为 这 一 结论 的 推广 , 我 们 希望 证 明 
解析 函数 的 芽 环 0,, 也 是 Noether 环 . 

定理 1.3.3 0, 是 Noether 环 . 

证 明 ”对 nn 用 归纳 法 . 当 n = 1 时 定理 显然 . 设 09,_1 是 Noether 
环 , 由 Hilbert 基 定 理 得 , 6,_1[z"] 也 是 Noether 环 . 现 设 TC 多 是 一 
非 平凡 的 理想 , 任 取 fe 7,f 冯 0, 不 妨 设 f 在 z" 方向 k 阶 正则 ,因而 
由 Weierstrass 预备 定理 , 可 设 f 是 z 的 上 阶 Weierstrass 多 项 式 . 而 
利用 Weierstass 除法 定理 , 7 中 任意 元 素 9 e 了 可 表示 为 9 一 4 十 m 
其 中 reb ilznr 但 biz 是 gl[z?] 中 的 理想 , 因而 由 归 
纳 假设 , 9._1[z"]nT 是 有 限 生成 的 , 得 I 是 有 限 生成 的 . b, 是 Noether 
环 . 证 毕 . 

定理 1.3.3 经 常 被 用 来 讨论 多 元 解析 函数 族 的 公共 零点 , 下 面 命 题 
是 这 方面 的 一 个 典型 应 用 . 

命题 1.3.2 ” 设 Q 是 Cn 中 的 区 域 , J 是 2 上 的 一 族 解析 函数 . 
令 Z(J) CQ 为 7 中 所 有 函数 的 公共 零点 , 则 对 于 任意 Zo e 9, 存在 20 
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的 一 个 邻 域 和 U 上 有 限 个 解析 函数 站 ,… , fx, 使 得 集合 2(J)mD 
可 表示 为 这 有 限 个 函数 的 公共 零点 . 

证 明 ”以 bn(2o) 表示 Zo 邻 域 上 nn 元 解析 函数 的 菠 环 . 令 

f= {fe 9n(Z0) | 存在 Zo 的 一 个 邻 域 UV 和 了 在 UV' 上 的 


一 个 代表 元 f, 使 得 了 在 Z(J)n 了 1 上 为 零 } 


不 难 验 证 了 是 0,(20) 中 的 理想 , 因而 由 定理 1.3.3, 可 设 了 由 所,… ,让 
生成 ， 设 方 … ,所 分 别 是 方 .… ,六 的 代表 元 , 利用 我 们 上 面 关 
于 Weierstrass 除法 定理 的 说 明 , 适当 选取 C" 的 坐标 使 26 = 0, 可 
设 访 ,… ,有 都 是 z* 的 Weierstrass 多 项 式 ， 选取 (61,.… ,6n) 满 
是 6 > 06 = 4-…,n), 且 令 9 = (51,-… ,6m_1) 时 ,对 任意 给 定 
的 Ze Di(06) (20 2) ,fr(2Z';2") 在 圆 盘 D1(0,6%) 内 都 
有 且 仅 有 给 定 个 数 的 零点 , 而 在 D。_1(0,6') x 9Di(0,6n) 上 都 处 处 不 
为 零 . 这 时 令 7 = D,(0, 6561,… ,6n), 则 关于 户 …… , 抬 的 Weierstrass 
除法 定理 对 于 D5 邻 域 上 解析 的 函数 在 UV 上 都 成 立 . 一 方面 , 由 理想 了 
的 定义 , 可 设 所,… ,在 Z(J)NU 上 为 零 . 而 另 一 方面 , 由 于 7 中 函 
数 在 9, (20) 中 确定 的 芽 都 包含 在 理想 了 中 , 因而 可 在 2 充分 小 邻 域 
上 表示 为 及 ,… ,fi 与 解析 函数 乘积 的 和 . 而 由 Hilbert 基 定 理 的 证 明 
不 难看 出 , 这 个 表示 是 由 多 项 式 的 代 余 除法 , 即 Weierstrass 除法 定理 
得 到 的 . 由 于 J 中 的 函数 都 是 上 邻 域 上 的 解析 函数 , Weierstrass 除法 
定理 对 于 及 ,… ,有 i 在 UU 上 成 立 , 所 以 了 中 的 函数 在 上 都 可 以 表示 
为 及 ,… ,及 与 解析 函数 乘积 的 和 . 我 们 得 到 J 中 的 函数 在 所 ,… ,六 
的 公共 零点 上 为 零 . 因此 Z(J)nZ 就 是 及 ,… ,六 的 公共 零点 . 证 毕 . 

命题 1.3.2 表明 , 利用 9。 是 Noether 环 这 一 性 质 ， 从 局 部 来 看 ， 
任意 多 个 解析 函数 的 公共 零点 都 可 以 转换 为 有 限 个 解析 函数 的 公共 零 
点 . 而 Noether 环 是 抽象 代数 研究 中 的 重要 对 象 之 一 , 关于 Noether 环 
有 许多 讨论 , 如 素 理想 , 准 素 理想 等 概念 , 以 及 Noether 环 中 任意 理想 
都 可 分 解 为 有 限 个 准 素 理想 的 交 等 结论 . 相关 的 内 容 有 兴趣 的 读者 可 
以 参阅 有 关 抽 银 代 数 的 书 , 例如 文献 [11]. 这 里 我 们 希望 进一步 利用 解 
析 函 数 的 芽 环 9,, 是 Noether 环 这 一 结论 , 将 关于 Noether 环 的 一 些 代 
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数 性 质 转化 为 局 部 对 于 解析 函数 族 公共 零点 的 讨论 . 首先 作为 上 面 命 
题 1.3.2 的 进一步 推广 , 我 们 有 下 面 关于 解析 子 簇 的 定义 . 

定义 1.3.3 ” 设 9Q 是 C" 中 的 区 域 , $c 9Q 是 中 的 子 集 , 如 果 
对 于 任意 点 Zo < 9, 存在 Zo 的 一 个 邻 域 0, 以 及 U 上 有 限 个 解析 函 
数 所,… , fi, 使 得 SnU 可 表示 为 及,… ,fi 在 U 上 的 公共 零点 , 则 
称 3 为 9 中 的 解析 子 簇 . 

解析 子 艇 是 多 复 分 析 , 复 几何 和 代数 几何 研究 的 重要 对 象 . 这 里 我 
们 将 利用 上 面 得 到 的 关于 解析 函数 芽 环 bg。 的 一 些 代 数 性 质 来 讨论 解 
析 子 侯 的 局 部 性 质 . 首先 要 说 明 的 是 , 这 里 所 说 的 所 谓 局 部 性 质 , 就 是 
对 于 给 定 的 点 , 存在 这 点 充分 小 的 邻 域 , 使 得 性 质 成 立 . 由 于 在 讨论 中 ， 
对 于 不 同 的 对 象 和 不 同 的 方法 , 每 一 次 得 到 的 充分 小 邻 域 都 可 能 不 同 ， 
因此 我 们 需要 利用 芽 的 语言 来 消除 在 讨论 局 部 性 质 时 对 于 充分 小 邻 域 
的 依赖 ， 所 以 , 类 似 于 解析 函数 的 芽 , 我 们 先 给 出 关于 C" 中 的 子 集 
和 Cn" 中 的 解析 子 艇 对 于 给 定点 Zo e C" 的 芽 的 定义 . 下 面 设 Zo = 0. 

定义 1.3.4 设 51, 5 都 是 C" 中 的 子 集 , 如 果 存 在 原点 0 € C” 
的 一 个 邻 域 U, 使 得 51 nV = 5z nD, 则 称 51, 5 在 原点 等 价 , 记 
为 51 ~ 92. 

如 果 令 五 为 由 Cr 中 的 子 集 作为 元 素 构成 的 集合 , 则 显然 ~ 是 五 
上 的 一 个 等 价 关 系 , 有 H 关于 ~ 的 每 一 个 等 价 类 称 为 C” 中 子 集 在 原点 
的 一 个 芽 . | 

C" 中 子 集 之 间 的 交 和 并 运算 , 以 及 子 集 之 间 的 包含 关系 等 都 可 以 
推广 到 子 集 的 芽 上 . 设 S; 和 8 是 C" 中 子 集 在 原点 的 两 个 芽 , 5 
和 5 分 别 是 51, 82 的 任意 代表 元 素 , 则 由 芽 的 定义 不 难看 出 , 5 U 5 
和 5S1n Ss 所 在 的 等 价 类 仅 与 3 和 5 有 关 , 而 与 外 ,9 的 选取 无 关 . 
因此 我 们 定义 51U 5。 和 5 n Ss2 分 别 为 由 5 U 6 和 5 NN 5 确定 的 
芽 . 同 理 , 我 们 定义 C” 中 子 集 在 原点 的 芽 相 互 之 间 的 包含 关系 为 : 如 
果 存 在 5 和 5 的 代表 元 素 9 和 55, 满足 名 C 52, 则 称 芽 S51 C 52. 

定义 1.3.5 ” 设 9 是 C” 中 子 集 在 原点 的 芽 , 如 果 存 在 原点 的 邻 
域 V 和 5U 中 的 解析 子 簇 5, 使 得 5 是 8 的 一 个 代表 元 素 , 则 称 5 为 
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解析 子 簇 的 芽 . 

这 里 我 们 将 空 集 & 也 理解 为 解析 子 簇 的 芽 . 

在 下 面 讨论 中 我 们 主要 关心 解析 子 簇 的 芽 . 设 fe 9。, 任 取 的 
一 个 代表 元 六 则 六 是 原点 的 一 个 邻 域 VU 上 的 解析 函数 . 令 2Z( 用 为 
由 /的 零点 定义 的 解析 子 簇 , 则 2Z( 朋 在 原点 确定 的 解析 子 簇 的 芽 仅 
与 有关, 而 与 代表 元 f 的 选取 无 关 , 我 们 将 这 个 芽 表 示 为 2( 了 ). 同 理 ， 
设 IC 6。 是 一 理想 , 由 广 ,… , fi 生成 , 令 Z(1) = 2Z( 有 1) 几 … 册 2(f4)， 
则 2Z(7) 是 一 解析 子 簇 的 芽 , 其 与 了 的 生成 元 的 选取 无 关 . 反 过 来 , 设 5 
是 一 解析 子 艇 的 芽 , 令 


1(5) = {f € On|2(f) 2 5}, 


则 1(5) 是 和 中 一 个 理想 . 利用 此 , 我 们 得 到 了 9 中 的 理想 与 解析 
子 艇 的 芽 之 间 的 一 个 对 应 关系 卫 2Z( 门 ,S -1(5)， 这 为 解析 子 入 
局 部 性 质 的 研究 提供 了 代数 工具 , 我 们 可 以 利用 这 样 的 对 应 关系 将 关 
于 Noether 环 的 许多 代数 性 质 转换 为 解析 子 簇 的 局 部 性 质 , 例如 , 我 们 
有 下 面 的 引 理 . 

引 理 1.3.1 区域 9 c C" 中 任意 有 限 多 个 解析 子 簇 的 并 仍然 是 
解析 子 簇 ; 而 区 域 9 中 任意 多 个 解析 子 簇 的 交 仍然 是 解析 子 簇 . 

证 明 ”只 需 对 解析 子 簇 的 芽 证 明 引 理 的 结论 . 以 有 限 多 个 解析 
子 簇 的 并 仍然 是 解析 子 簇 为 例 ， 设 51,… , 5% 是 原点 邻 域 上 解析 子 
簇 的 芽 , 而 1(51),… ,T(S%) 分 别 是 51,… ,Sk 在 9 中 对 应 的 理想 ， 
则 I(S1) nn… nT(5k) 也 是 如 中 的 理想 , 但 2(1(S1) 几 … nT(5%)) = 
SU US 因而 9 U.…US 是 解析 子 艇 的 芽 . 证 毕 . 

对 于 任意 区 域 9 < C", 由 引 理 1.3.1, 如 果 将 Q 看 做 一 个 集合 ， 
将 9 中 的 解析 子 簇 定义 为 集合 9 中 的 闭 集 , 解析 子 艇 的 余 集 定义 为 
集合 9 中 的 开 集 , 则 我 们 就 在 Q 上 建立 了 一 个 新 的 拓扑 结构 , 使 得 0 
成 为 一 个 新 的 拓扑 空间 .这 一 拓扑 结构 称 为 集合 9 的 Zariski 拓扑 . 
Zariski 拓扑 是 一 个 在 代数 几何 中 常用 的 拓扑 关系 . 例如 , 如 果 某 个 命 
题 不 是 对 Q 中 的 每 一 点 都 成 立 , 而 是 存在 2 中 一 个 非 空 的 Zariski 开 
集 0, 使 得 命题 对 于 O 中 的 每 一 点 成 立 , 则 称 这 一 命题 对 于 9 的 一 般 
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元 素 (generic) 成 立 . 

现在 我 们 希望 通过 b。 更 多 的 代数 性 质 来 讨论 解析 子 簇 的 局 部 性 
质 . 首先 我 们 知道 对 于 环 R 中 的 一 个 理想 7 如果 ob e 7 则 或 者 a < 也 
或 者 5 e 了 那么 称 I 为 素 理 想 . 而 如 果 ae 厂 则 存在 ke€ N, 使 得 
或 者 oe e 1 或 者 te 那么 理想 Tc RR 称 为 准 素 理 想 . 例如 , 在 整 
数 环 也 中 , 当 g e N 是 素数 时 , 由 4 生成 的 理想 是 素 理想 ; 而 对 自然 
数 k> 1, 由 ge 生成 的 理想 就 不 是 素 理想 , 而 仅 是 一 个 准 素 理想 . 另 一 
方面 , 在 整数 环 中 我 们 知道 任意 自然 数 都 可 唯一 分 解 为 有 限 个 互 不 相 
同 的 素数 乘 方 的 乘积 , 如 果 用 理想 的 形式 , 这 一 结论 也 可 表示 为 : 整数 
环 中 任意 理想 都 可 唯一 地 表示 为 有 限 个 准 素 理想 的 交 . 同样 的 结论 对 
于 Noether 环 也 是 成 立 的 , 即 对 于 Noether 环 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 1.3.4 “如果 于是 一 Noether 环 , 则 妨 中 的 任意 理想 可 唯一 
地 表示 为 有 限 个 准 素 理想 的 交 . 

定理 的 证 明 这 里 就 不 讨论 了 (可 参阅 文献 [11]). 

我 们 知道 gm 是 Noether 环 , 因而 0 中 任意 理想 可 表示 为 有 限 个 
准 素 理想 的 交 , 下 面 我 们 希望 将 这 一 代数 结论 转换 为 关于 解析 子 艇 的 
芽 的 性 质 , 我 们 首先 给 出 下 面 定义 . 

定义 1.3.6 ”如 果 解 析 子 簇 的 芽 5 满足 : 当 5 = S1U5,, 且 51, 52 
都 是 解析 子 簇 的 芽 , 则 必须 或 者 5 = 51, 或 者 5 = 5,, 那么 5 称 为 不 
可 约 的 . 

引 理 1.3.2 ”解析 子 簇 的 芽 5 不 可 约 的 充分 必要 条 件 是 理想 1(5) 
是 素 理想 . 

证 明 ”充分 性 用 反 证 法 . 如 果 5 可 约 , 即 3= 5 USo, 但 3 地 
S13z 5S2. 则 存在 fe I(S1), 但 f 4 7(5), 即 站 在 S51 上 为 零 ,但 f 
在 5S 上 不 恒 为 零 ， 同 理 , 存在 g € 1(52), 而 g 4 1(5). 然而 由 于 fo 
在 S1U S 上 为 零 , 我 们 得 到 fg s I(5), 因而 1(5) 不 是 素 理想 . 矛盾 . 

必要 性 ”用 反 证 法 .如果 7(5) 不 是 素 理想 , 则 存在 f g 7T(059)， 
g¢ 71(8), 而 fge lI(S). 令 S51 = 2(f)N5,S2 = 2Z(9Ns, 则 S= S51US,, 
但 5S 关 51,5 关 52. 因而 5S 不 是 不 可 约 的 . 矛盾 . 证 毕 . 
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素 理 想 与 准 素 理 想 的 关系 通常 通过 根 理想 得 到 . 对 于 环 玉 中 的 一 
个 理想 了 令 


Rad(7) = {ae 卫 | 存在 ke N, 使 得 a* e 了 


不 难 验证 Rad(7) 2 了 也 是 理想 , 称 为 了 的 根 理想 . 容易 看 出 , 理想 了 
是 准 素 理想 的 充分 必要 条 件 是 Rad(1) 是 素 理想 . 

相对 于 环 % 中 的 任意 理想 可 以 唯一 地 分 解 为 有 限 个 准 素 理想 的 
交 , 而 准 素 理想 的 根 理 想 是 素 理想 这 一 代数 结论 , 利用 引 理 1.3.2, 我 们 
可 以 将 代数 结论 转换 为 关于 解析 子 簇 的 芽 的 性 质 , 对 于 0 e Cn” 邻 域 上 
的 解析 子 簇 的 芽 , 我 们 有 下 面 定理 . 

定理 1.3.5 0 se C" 邻 域 上 的 任意 解析 子 簇 的 芽 都 可 唯一 地 分 解 
为 有 限 个 不 可 约 解析 子 簇 的 芽 的 并 . 这 里 关于 分 解 的 唯一 性 的 定义 见 
下 面 证 明 . 

证 明 ” 设 5 是 解析 子 簇 的 芽 , 1(5) = 五 站 …nm 是 理想 TS) C0 
对 于 准 素 理 想 的 分 解 , 则 5 = 2Z()U…UZ(I). 我 们 假设 其 中 任何 一 
个 Z(L)(i = 1,.… ,k) 都 不 包含 在 其 余 的 QZ 万) 的 并 vy, .2( 让 之 中 


现在 我 们 希望 证 明 每 一 个 2Z(1;) 都 是 不 可 约 的 . 首先 ， 于 .kh, 
由 于 2Z(J;) 关 2Z( 卫 ), 因而 存在 f; & 如, 使 得 所 在 2Z(L) 上 为 零 , 但 所 不 
在 GZ( 五 ) 上 恒 为 零 . 这 时 对 于 任意 f€ 1(2(1)), ffo… fe1(5)cn. 
由 于 五 是 准 素 理 想 , f; 不 在 Z(I1) 上 恒 为 零 , 所 以 对 于 任意 € N, 大 
也 不 在 Z(H) 上 人 恒 为 零 , 即 儿科 五. 我 们 得 到 , 存在 5e N, 使 得 产 < 
厂 , 即 fe Rad(n), TD) C Rad(). 反之 , 如 果 fe Rad( 了 1), 则 存 
在 ERN, 使 得 产 在 3(m) .上 为 零 . 但 与 关 有 相同 的 零点 . 所 以 必 
须 2(f) 2 2 因而 六 ET2(00)) 即 1(2Z()) = Rad(D) 但 五 是 
准 素 理想 , 所 以 Rad( 石 ) 是 素 理 想 , 由 引 理 1.3.2 知 Z( 石 ) 是 不 可 约 的 . 
同 理 , 对 于 i = 2…… ,k, Z() 都 是 不 可 约 的 . 我 们 得 到 5 的 不 可 约 分 
解 的 存在 性 . 

现 设 5= SiU..-USm 是 5 的 另 一 个 对 于 不 可 约 子 能 的 分 解 ， 其 
中 每 一 个 5; 都 不 包含 在 其 余 的 5; 的 并 U 3; 之 中 , 则 


I=1,j#1 
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Si= (SiNZ(T)) UU (SN Z(I)). 


但 Sin 2(J) (7 = 1,… ,k) 都 是 解析 子 簇 . 而 5; 不 可 约 , 因而 必 存 
在 j, 使 得 S; = 5; nn 2(1;). 同 理 , Z(1;) 不 可 约 , 而 


ZU = (2(D) NH) UU (2() N Sm), 


所 以 必须 存在 1, 使 得 Z(I;) = 2Z(I;)n si, 但 5; 相互 之 间 没 有 包含 关 
系 , 因此 必须 i = 1 5; = 2(1;). 我 们 得 到 分 解 的 唯一 性 . 证 毕 . 

在 上 面 定理 的 证 明 中 ， 我 们 看 到 对 于 准 素 理想 ,1(Z(I;)) = 
Rad(1;). 因此 当 五 不 是 素 理想 时 ，7(2(7) 关 五 现在 我 们 关心 的 问 
题 是 对 于 b。 中 的 理想 了 与 解析 子 簇 的 芽 9 的 对 应 关系 


T 一 GO 一 1T(Z(D)，8 一 T(5) 一 2Z009))， 


理想 工 与 1(2(7 了 )) 之 间 , 解析 子 艇 的 芽 5 与 2(1(5)) 之 间 有 什么 联系 . 
首先 , 容易 看 出 对 于 解析 子 艇 的 芽 9, Z(I(5)) = 5, 而 对 于 理想 TcC bg。 
一 般 的 X(2( 门 ) 兴工 但 另 一 方面 , 我 们 在 上 面 定理 中 关于 准 素 理想 I 
证 明了 等 式 1(2Z(7)) = Rad(7), 因此 自然 的 问题 是 同样 的 关系 式 对 于 
一 般 的 理想 是 否 也 成 立 . 对 此 我 们 有 下 面 著 名 的 Hilbert 零点 定理 . 
定理 1.3.6 (Hilbert 零点 定理 ) ”对 于 9, 中 任意 理想 六 伍 有 


I(2(1)) = Rad(7). 


证 明 ”这 里 我 们 仅 证 明 后 面 要 用 到 的 主 理想 了 = (7) 的 情况 , 其 
中 f & 6. 对 于 一 般 的 证 明 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 [10]. 

设 ge 7T(2(])), 即 9g 在 了 的 零点 上 为 零 ,不 妨 设 f 和 g 都 在 z" 方 
向 正则 , 因而 都 是 z? 的 Weierstrass 多 项 式 . 设 了 = ws.… ws, 其 中 wi 
是 z” 的 不 可 分 解 的 Weierstrass 多 项 式 . 要 证 ge Rad(( 了 )), 只 需 证 
明 wi(i = 1,.… ,s) 都 是 9 的 因子 . 若 此 结论 不 成 立 , 则 9 与 ww 互 素 , 将 
其 看 做 6,_1[z"] 中 的 元 素 , 则 存在 w ve p_i[z]， 以 及 rebgn Dr 地 0， 
使 得 wg + vw; = 7. 但 对 于 充分 靠近 原点 的 任意 点 (z!1,… ,z"-!), 存 
在 z", 使 得 wi(z!1,… ,z"-1,z") = 0. 由 于 9 在 f 的 零点 上 为 零 , 因 
而 9(z ,2 1,z") = 0. 我 们 得 到 > = 0. 矛盾 . 证 毕 . 
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如 果 不 用 芽 的 语言 , 而 是 直接 用 解析 函数 , 则 Hilbert 零点 定理 也 
可 以 表述 为 : 区 域 0 上 的 解析 函数 f 如 果 在 9 上 解析 函数 族 7 的 公 
共 零 点 上 为 零 , 则 对 于 任意 点 Zo e 0, 存在 Zo 点 邻 域 Z 和 自然 数 ， 
使 得 f* 在 UU 上 可 以 表示 为 7 中 有 限 个 解析 函数 与 0 上 解析 函数 乘 
积 的 和 . 

注 ” 利 用 关系 式 0。2 C[z!,… ,z"], 我 们 在 这 一 节 中 给 出 的 关 
于 9 中 理想 与 解析 子 簇 的 芽 的 相关 讨论 , 也 可 以 推广 为 多 元 多 项 式 
环 Clz!,… ,z"] 中 的 理想 与 多 元 多 项 式 公共 零 点 ( 称 为 多 项 式 子 簇 ) 
的 相互 关系 . 例如 , 我 们 不 难得 到 , C[z',… , z"] 中 任何 一 族 多 项 式 的 
公共 零点 都 可 以 表示 为 有 限 个 多 项 式 的 公共 零点 ; Clz1,… ,z"] 中 任 
意 一 个 多 项 式 子 簇 都 可 唯一 分 解 为 有 限 个 不 可 约 多 项 式 子 簇 的 并 , 等 
等 . 具体 的 细节 留 给 读者 作为 练习 . 
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单 复 变 函数 研究 中 的 一 个 基本 工具 是 Cauchy 积分 公式 ， 一 元 解 
析 函 数 的 许多 重要 性 质 都 需要 利用 这 一 公式 来 得 到 ， 同 样 地 , 对 于 多 
元 解析 函数 , 推广 Cauchy 积分 公式 并 给 出 Cauchy 积分 公式 的 应 用 一 
真是 一 个 非常 重要 的 研究 课题, 至 今 仍然 受到 许多 人 的 关注 ， 前面 我 
们 在 C" 中 的 多 圆 盘 区 域 上 给 出 了 多 元 解析 函数 的 Cauchy 积分 公式 ， 
并 利用 这 一 公式 证 明了 多 元 解析 函数 的 许多 局 部 性 质 ， 现 在 我 们 的 问 
题 是 怎样 在 C" 中 一 般 的 区 域 上 推广 Cauchy 积分 公式 ， 

首先 我 们 对 Cauchy 积分 公式 作 一 点 说 明 . 设 Q 是 复 平面 C 中 具 
有 分 段 光滑 边界 的 有 界 区 域 ,f(z) 是 页 上 连续 、9 内 解析 的 函数 , 则 
对 于 任意 z € Q, 成 立 Cauchy 积分 公式 
工 /ya 
27i wo—z 

60 

在 这 一 公式 中 , 函数 汪 . 称 为 Cauchy 核 西 数 , 这 一 函数 使 得 我 
们 可 以 利用 解析 函数 的 边界 信 通 过 边界 积分 表示 出 解析 函数 在 区 域内 


f(z) = 
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每 一 点 的 值 . 类 比 于 此 , 在 多 复 分 析 中 我 们 需要 寻找 一 个 函数 H(Z,W)， 
使 得 (2,W) 满足 : (1) 对 于 C" 中 任意 具有 分 片 光滑 边界 的 有 界 区 
域 9 以 及 在 H 邻 域 上 可 微 、 在 0 内 解析 的 函数 f(2), 积分 表示 为 


f(2) = / f(W)H(Z, W)av, 
a0 


对 于 任意 Ze Q 成 立 , 这 里 dv 表示 曲面 89 的 面积 微 元 ; (2) 函数 
如 (2, 了 y) 有 一 个 简单 的 具体 表示 式 ; (3) 与 Cauchy 核 函 数 二 -一 
相同 , 希望 及 (2Z,W) 在 3 关 W 时 对 变 元 2 和 W 分 别 都 是 解析 的 . 然 
而 , 遗憾 的 是 对 于 多 复 分 析 , 同时 满足 上 面 这 些 要 求 的 函数 H(2,W) 
只 在 C" 中 的 某 些 特殊 区 域 上 才 存 在 ， 对 于 一 般 的 区 域 , 我 们 需要 
放弃 函数 五 (2Z,W) 关于 变 元 2 和 W 分别 都 是 解析 的 条 件 , 只 能 要 
求 五 (Z,W) 有 简单 的 具体 表示 式 , 并 且 能 够 通过 五 (2,W), 利用 解析 
函数 在 边界 的 积分 表示 出 解析 函数 在 内 部 的 值 . 而 满足 这 两 个 要 求 的 
函数 是 很 多 的 ， 这 节 我 们 将 介绍 常用 的 Bochner-Martinelli 核 函数 
与 Bochner-Martinelli 公式 ， 由 于 积分 表示 公式 的 推导 必须 应 用 高 
维 空间 中 关于 区 域 边 界 与 区 域内 部 积分 关系 的 Stokes 公式 , 下 面 我 们 
先 对 微分 形式 、 外 微分 和 Stokes 公式 作 一 些 简单 介绍 . 微分 形式 以 及 
外 微分 的 一 般 理论 我 们 将 在 本 书 第 4 章 中 做 详细 讨论 (如 果 读 者 对 于 
微分 形式 不 熟悉 , 可 在 阅读 完 第 4 章 相关 章节 后 , 再 回来 阅读 本 节 的 
内 容 ). 
设 9 是 Cn 中 的 区 域 , 形式 和 


Wo= fi(2Z)dz! + + fn(2)dz" + gi(2)dz! + + ga(2)d2" 


称 为 0 上 的 一 次 微分 形式 , 其 中 f:(2Z) 和 gi(2) 都 是 9 上 的 函数 . 一 
般 地 , 为 使 得 表达 式 中 的 指标 对 称 ， 我 们 令 g:(2) = 户 (Z).， 注意 , 这 
里 片 (2Z) 与 f:(2Z) 是 不 同 的 函数 . 

例 1 如 果 f(2) 是 9 上 的 可 微 函 数 , 则 
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是 0 上 的 一 次 微分 形式 . 
设 
WW 二 及 (2Z)dz! 十 … 十 凡 (2)dz? 十 凡 (2Z)d 如 十 … 十 及 (2)dz"， 
V=g(Z)dz! + .+ gL.(Z)dz" + gl(2)da + .+g (Z)dz" 

是 0 上 给 定 的 两 个 一 次 微分 , 我 们 对 其 定义 一 个 形式 乘积 外 积 


WAV = 5 (2)9}(2) 一 月 (2)9(2]]dzz A dz 


tj 


+》 [2)gj(2) — (2)9! (2)dz: A da 


?< 了 


+ Df (2)9}(2) 一 让 (2 有 4(2]]dz A dz 


?> 了 


十 》 [及 人 — (2)g (Za da. 


Y< 了 


利用 这 一 定义 , 直接 计算 不 难得 到 外 积 满足 
(1D 线性 性 外 积 对 乘积 中 的 每 一 个 因子 分 别 都 是 线性 的 , 即 


(W+V)IAUVU=WAUVU+VAU. 
(2) 反对 称 性 ”外 积 对 乘积 中 的 因子 是 反对 称 的 , 即 
WAV= -VAW. 


形式 和 W AV 称 为 Q 上 的 二 次 微分 形式 . 与 实 微分 形式 不 同 的 
是 , 对 于 复 变 量 , 我 们 通常 按照 微分 形式 中 变量 dz; ( 称 为 全 纯 变 量 ) 和 
变量 dzi ( 称 为 反 全 纯 变 量 ) 出 现 的 不 同情 况 分 别 表示 . 例如 , 在 一 次 
微分 

WW 二 丹 (2Z)dz! 十 … 十 凡 (2Z)dz" 十 丹 (2)d 如 十 … 十 及 (Z)dz" 
中 , 令 

We,0) = fi (2)dz ++ fi(2)dz", 

称 为 W 的 (1,0) 部 分 ; 而 令 


81.4”(p,9)- 形式 与 Bochner-Martinelli 公式 


Wo) = 内 (2Z)dz! + .+ 及 (2)dz", 
称 为 W 的 (0,1) 部 分 . 这 时 W = 了 dao + Wo,1). 而 在 二 次 微分 


WAV = [fi(2)9)(2) — fi(2)9! (2)dz’ A dz 


; Zr (2)9}(2) — F(Z)9i (2Z)dz’ 和 Ad 到 
十 Dn 2)9}(2) — fA(Z)9 (2)dz A da 
+ Zr (2)g9}(2) — A}(2)g9 (2)]dz: A dz’. 
中 , 令 
(W AV)2,0) = lf (2)91(2) — f}(2)g (2)]dz: A dz 


称 为 WAV 的 (2,0) 部 分 ; 


(W AW) = 2 (2)9}(2) — F(Z)g91(2)]dz’ A dB 
+ Ei 一 月 (2)9(2)]dz A dz’, 
称 为 WAV 的 (1,1) 部 分 ; 而 令 
(W A V)(o02) = 2 (2)91(2) — f (2)g! (2)dz A da, 
称 为 WAV 的 (0,2) 部 分 . 这 时 
W = (WAV)Go0 +t (WAVG, + (WAV)o,,), 


并 且 这 一 分 解 是 唯一 的 . 
类 比 于 上 面 的 一 次 和 二 次 微分 形式 , 一 般 地 , 我 们 称 形式 和 


> fai dz AAAdz 如 Ad5 A...Adale 
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为 区 域 0 上 的 (p,q)- 形 式 , 其 中 全 纯 变 量 dzi 出 现 p 次 , 反 全 纯 变 
量 dz 出 现 g 次 . 而 外 积 dza 入 …Adzi 和 dz7+ 入 .… 和 信 dzis 对 于 其 中 
的 因子 dz: 和 dz? 是 反对 称 的 , 即 交 换 其 中 任意 两 个 因子 的 顺序 , 外 积 
需 变 号 . 
如 果 VV 和 0U 分 别 是 (pi1,gq1)- 形式 和 (po, gq2)- 形式 , 利用 分 配 律 逐 
项 相 乘 , 我 们 可 以 定义 外 积 
VAU, 


则 外 积 VAU 是 一 (pi + p2,q1 + qo)- 形式 , 显然 这 一 外 积 对 因子 V 
和 7 分别 都 是 线性 的 . 另外 容易 看 出 外 积 有 反对 称 性 , 即 


VAU= (—1)P1ta) (pa tg) Ty AV. 


同 理 , 我 们 可 定义 关于 实 变 量 的 次 微分 形式 (也 称 为 7- 形式 ). 而 利 
用 关系 式 dz 一 dz +idyi, dz = dz 一 id 区 域 0 上 关于 实 变 量 的 任 
意 ” 次 微分 形式 V, 利用 复 变 量 可 唯一 分 解 为 (p,q)- 形式 的 和 


V= > Vp,a), 


2 十 9 一 7 


其 中 Yog 是 (p,q)- 形式 , 称 为 V 的 (p,9) 分 量 . 在 下 面 讨论 中 , 我 们 
总 假定 所 考虑 的 微分 形式 其 系数 函数 都 是 光滑 函数 . 

在 数学 分 析 中 , 我 们 知道 函数 的 一 阶 微分 具有 形式 不 变性 , 即 函 数 
f(z) 的 微分 df(z) = f(z)dz 不 论 z 是 自 变量 , 或 者 x = z(t) 为 中 间 
变量 , 都 有 同样 的 表示 形式 . 高 阶 微分 是 没有 形式 不 变性 的 . 而 微分 形 
式 的 引入 使 得 我 们 能 够 通过 微分 形式 的 外 微分 和 积分 推广 数学 分 析 中 
关于 函数 的 微分 和 积分 , 并 使 得 推广 后 的 微分 和 积分 都 具有 与 一 阶 微 
分 的 形式 不 变性 相同 的 性 质 , 即 微分 和 积分 所 得 的 结果 与 我 们 用 以 计 
算 微 分 和 积分 的 具体 坐标 无 关 . 为 说 明 这 一 点 , 下 面 我 们 对 微分 形式 在 
可 微 映射 下 的 拉 回 上 映射、 微分 形式 的 积分 和 外 微分 以 及 Stokes 公式 做 
一 点 简单 介绍 . 这 里 我 们 仅 用 实 变量 表述 相关 的 定义 和 结论 , 而 利用 
关系 式 dzi = dz 十 idyi, dzi = dxi -idyi, 下 面 所 得 的 各 种 公式 都 可 以 
用 复 变 量 来 表示 . 
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设 Qi 和 92 分别 是 R* 和 Rm 中 的 区 域 , F : (z1… ,zx") 忆 
(V2,… ,y") 是 Q1 到 Qs 的 可 微 映射 . 由 一 次 微分 的 关系 式 


1 2 
对 于 Q。 上 的 任意 微分 形式 
V= >》 fi (yy dy A A dy 
J ,7r 一 工 


利用 映射 可 以 定义 Q; 上 的 一 个 微分 形式 F*(V) 为 
2 上 


六 


” 计 ~ Oyir 订 
x Br dT | | Br dr 


Wa 也 Ovii Ouir i ， 
2 2 5 有 de A Ade". 
映射 V 一 F*(V) 称 为 FF 对 微分 形式 的 拉 回 映射 , 也 称 为 的 微分 . 

在 拉 回 映射 中 , 如 果 特 别 地 取 ”= m, 则 利用 外 积 对 各 个 因子 的 
线性 性 以 及 外 积 在 因子 之 间 的 反对 称 性 , 不 难得 到 对 于 0。 上 的 ”次 
微分 形式 VV = fy,… ,yr)dyt A… Ady", 


FV)=F* (f(y, ,dy A A dy") 
1 也 
其 中 2 是 映射 的 Jacobi 行列 式 
利用 这 一 关系 式 ， 如 果 我 们 在 区 域 Q。 上 定义 一 个 n 次 微分 形 
式 耻 = /Op 加 )dg 入 …Adgyn 的 积分 为 


fv= fs ,dg dy", 
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这 时 fs ,y" dy …dy" 是 函数 f(y',… ,y") 在 Q。 上 的 普通 


2 
多 重 积分 、 则 当 光 清 映 射 :0; 一 03 是 保定 向 的 微分 同 胚 时 ( 即 
的 Jacobi 行列 式 满足 3 二- > 0) 利用 多 重 积分 的 变 元 代 换 
公式 了 ) 


Bfyl .an 
[EC ay dy" = FP) de de, 
1 


9 :0 
及 = /ro 


我 们 得 到 
fz 9 


或 者 说 , 如 果 我 们 将 微分 同 胚 五 : (xz1,… ,zz) (人 1 ,加 ) 看 做 同 
一 个 空间 的 不 同 坐 标 表示 , 而 V 和 Fr*(V) 是 空间 上 同一 个 n 次 微分 
形式 在 不 同 坐 标 下 的 表达 式 , 则 按照 上 面 意义 对 微分 形式 定义 的 积分 
与 我 们 所 用 的 计算 积分 的 具体 坐标 无 关 , 即 微分 形式 的 积分 也 具有 与 
一 次 微分 的 形式 不 变性 相同 的 性 质 . 

利用 这 种 微分 形式 对 于 积分 的 形式 不 变性 , 我 们 可 以 在 欧 氏 空间 
Rn” 中 的 > 维 可 定向 曲面 上 定义 ” 次 微分 形式 的 积分 ， 特 别 地 ， 如 
果 Q c Rn" 是 一 以 分 片 光 滑 n 一 1 维 曲面 为 边界 的 有 界 区 域 , 则 边界 69 
是 可 定向 的 曲面 , 因而 对 于 89 上 的 mn 一 1 次 微分 形式 , 我 们 可 以 定义 其 
在 89 土 的 积分 . 关于 这 方面 的 详细 讨论 读者 可 参阅 相关 教材 (例如 文 
献 中 ). 下 面 我 们 主要 是 希望 利用 微分 形式 的 积分 来 表述 Stokes 公式 . 

微分 形式 讨论 中 的 一 个 最 基本 关系 是 外 微分 d. 外 微分 d 是 函数 
微分 一 df 的 推广 , d 将 一 个 > 次 微分 形式 了 映射 为 一 个 (r+ 1) 
次 微分 形式 dV, 下 面 我 们 给 出 外 微分 d 的 具体 定义 . 首先 我 们 假定 映 
射 d 对 于 微分 形式 的 和 是 线性 的 , 即 d(V 十 U0) = dV 上 + dr. 而 对 于 形 
式 为 

V= f(x, …- ,Ld 入 :Adzir 


的 微分 形式 , 外 微分 d 定义 为 


n 
dV = df Nd Ador= Dido A de A A do 
i=l 
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直接 计算 容易 得 到 , 对 于 微分 形式 的 外 积 , 外 微分 满足 Leibniz 法 
则 : 如 果 太 和 态 分别 是 m 次 和 mm 次 微分 形式 , 则 


dViAW) = dA 1" WAdy. 


而 利用 , 
a 二 3 dz A dx’ = 一 dzz A dz’, 
不 难得 到 对 于 任意 微分 形式 V, 恒 有 d2V =0, 即 d?=0. 
如 果 利 用 复 坐 标 , 相对 于 7 次 微分 形式 可 分 解 为 (p,g)- 形式 的 和 ， 


外 微分 d 可 分 解 为 


d= dt dan+ da dr 


Oz OZ” Oz1 Ozn 
=0+5, 
其 中 
_ 0 ,1 O nn aa O nm 
0= 有 dz 十 二 ) 0= Fi tt Br 


8 和 7 分 别称 为 全 纯 方向 ((1,0) 方向 ) 和 反 全 纯 方 向 ((0,1) 方 向 ) 的 
外 微分 . 

如 果 0 和 ns 分 别 是 R* 和 Rm 中 的 区 域 , 已 : (zzZP) 上 
(9 … ,9) 是 0Q1 到 02 的 可 微 映 射 . 利用 定义 直接 计算 不 难得 到 , 外 
微分 d 与 拉 回 上 映射 F* 可 交换 顺序 , 即 


Fr(d7) = dF*(V). 


这 一 关系 式 也 可 解释 为 : 当 FF 是 微分 同 胚 时 ,V 与 *(V), dy 与 天 (dy) 
都 是 微分 形式 对 于 不 同 坐 标的 不 同 表示 式 . 而 等 式 F*(dV) = dF*(V) 
则 表明 外 微分 Y 一 dV 与 用 以 表示 微分 形式 V 的 具体 坐标 无 关 , 或 
者 说 外 微分 也 有 与 函数 一 阶 微分 的 形式 不 变性 同样 的 性 质 . 

利用 微分 形式 和 外 微分 , 我 们 可 以 将 数学 分 析 中 重要 的 Stokes 公 
式 在 空间 C” 上 表示 为 : 设 0 是 C" 中 具有 分 片 光滑 边界 的 有 界 区 域 ， 
V 是 在 6 邻 域 上 有 定义 的 (2n 一 1) 次 微分 形式 , 则 
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V= /dvV. 
J 
Stokes 公式 的 证 明 可 参阅 有 关 的 参考 书 (例如 [2]), 这 里 就 不 讨论 了 . 
下 面 我 们 希望 利用 微分 形式 、 外 微分 和 Stokes 公式 将 单 复 变 函数 论 中 
的 Cauchy 积分 公式 推广 到 多 元 解析 函数 . 
首先 以 到 = (wl,… ,w*) eE Cn 作为 Cn 的 坐标 , 令 


w(W) = dw!l A... A dw”, 
nn 


n(W) = OD)"tiwidw! A A dw Adw tl A...Adw". 
设 
W(n) = wW) Aw(W), 
B(0,1) 

其 中 B(0,1) 是 C" 中 以 原点 为 球 心 , 1 为 半径 的 单位 球 . 

再 令 

1 nW—2)Aw(W) 

nm WF 
其 中 2 = (z1,.… ,z") 看 做 常量 , W 看 做 变量 , 因而 H(2Z,W) 是 W 
的 (n,n 一 1)- 形式 , 一 般 称 为 Bochner-Martinelli 核 函 数 , 或 者 称 
为 Bochner-Martinelli 形式 . 

引 理 1.4.1 ”对 于 任意 Z € Cn 以 及 s > 0, 在 球面 9B(2Z,e) 上 ， 
恒 有 


H(Z,W) = 


H(Z,W)=1. 
8B(Z,e) 
证 明 “利用 Stokes 公式 直接 计算 即 可 . 
引 理 1.4.2 ”将 2 看 做 常量 , 对 W 求 外 微分 , 则 


dH(2Z,W) = 8H(2Z, W) = 0. 


证 明 ”直接 计算 得 


Hm (i 
1 一 1 
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AdDLA. Ad lAdwitlA... 
__ 1 De dD 一 
TV(m) 气 IW — Z|2" 


A dW! A...A dv! AdywtiA... 


证 毕 . 
现在 我 们 来 给 出 本 节 的 基本 定理 . 


A dw A dw! A 人 dw" 
一 一 一 一 (ooi — Zi)dD’ 
(一 本 7) 


Ad Adw!l!A...Adw"=0. 


定理 1.4.1 (广义 Bochner-Martinelli 公式 ) 设 Q 是 C" 中 有 具 
有 分 片 光滑 边界 的 有 界 区 域 , F(2) 是 在 5 邻 域 上 连续 可 微 的 函数 , 则 


对 于 任意 2 e ,人 恒 有 


)= / f(W)H(Z, W) 一 / Of(W) AH(Z, W). 
on nN 


证 明 ”对 于 任意 给 定 的 Ze Q, 取 s > 0, 使 得 球 B(2Z,e) Cn. 在 
区 域 0 \ B(Z,e) 上 对 微分 形式 f(W)H(2Z,W) 应 用 Stokes 公式 得 


/ wazw—- | 


GB(Z,e) 


f(W)H(Z, W) 


= /afWAHZ,w) 


NA\B(Z,e) 


注意 到 瓦 (2, 丈 ) 是 (n,n 一 1)- 形式 , 并 且 dH(2Z,W) = 0, 因此 


/ fF(WIH(Z, W) — | 


OB(Z,e) 


f(W)H(Z, W) 


- / Bf(W) AH(Z,W). 


NN\B(Z,e) 


男 一 方面 , 由 引 理 1.4.1 得 


FW)H(Z, W) ~ f(2) = 


f Va)a(z mh) 


OB(Z,e) 8B(2,e) 


f(W) 在 2 点 处 连续 可 微 , 因而 当 。 一 0 时 , 上 式 趋 于 零 . 证 毕 . 
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推论 1.4.1 (Bochner-Martinelli 公式 ) ” 设 Q 是 C"* 中 具有 分 
片 光滑 边界 的 有 界 区 域 , 1(2Z) 是 在 9 邻 域 上 连续 可 微 在 ? 内 解析 的 
函数 , 则 对 于 任意 Ze 09, 恒 有 


f(2) = / FOW)H(Z,W). 
On 


证 明 ”f(2) 解析 , 应 用 Cauchy-Riemann 方程 得 6f(W) = 0, 上 
面 的 广义 Bochner-Martinelli 公式 给 出 了 定理 中 的 等 式 . 证 毕 . 

关于 Bochner-Martinelli 公式 的 一 些 简单 应 用 , 读者 可 参阅 本 章 的 
习题 25 一 30. 


习题 一 

1. 求 两 个 实 变 元 的 和 级 数 区 ziyj 和 也 + 让 + 六 zi 的 收 伊 区 域 . 

2. (Riemann 定理 ) 自然 数 集 N 到 有 的 个- 列 应 I:NoN,scon 
I(s) 称 为 自然 数 的 重 排 . 设 Eo, 是 数 项 级 数 , 满足 as。 € RR. T(s) 是 N 的 一 个 
重 排 , 则 Sar 称 为 级 数 5 的 一 个 重 排 ， 如 果 对 于 N 的 任意 重 排 T(s)， 
恒 有 

》， Qs 二 》， CT(s)， 
s 一 0 s 一 0 
则 称 级 数 > as 满足 交换 律 . 证 明 : 
s 一 0 
(1) 级 数 号。 满足 交换 律 的 充分 必要 条 件 是 区 jas| 收敛 


(2) 如 果 Eo, 收敛 ,而 l,l = +oo, 则 对 于 任意 实数 Ce RU{ 土 oo}， 
存在 N 的 一 个 重 排 T(s), 使 得 六 ur = C 
3 设 半 oz 是 一 给 定 的 在 原点 展开 的 委 级 数 ， 令 
已 = {2 | 存在 常数 C > 0， 使 得 对 于 任意 ce N,laZ"| < 01. 
证 明 : > aaZ? 在 B 上 内 闭 一 致 收敛 , 而 在 C"\ 5B 上 发 散 . 
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4 设 DZo,B) 是 以 已 = (ri,… ,rn) 为 半径 的 多 圆 盘 , 令 6D(20, R) = 
{2= (2 | =i 二 1,…,n}, 则 56D(Zo, 有 R) 是 多 圆 盘 D(Zo， 
RR) 的 边界 的 一 部 分 . 证 明 : 两 个 在 D(2o, R) 内 解析 , 在 D(2o0, R) 上 连续 的 函 
数 , 如 果 在 6D(2o, R) 上 相等 , 则 这 两 个 解析 函数 恒 等 , 并 证 明 在 D(Zo, R) 内 
解析 , 在 D(Z0, 局 上 连续 的 函数 , 其 最 大 模 一 定 在 6D(2Zo, R) 上 取 到 . 

5. 设 下 : Bm(0, Ri1) 一 Bn(0, R2) 是 解析 映射 , 满足 (0) = 0, 试 给 出 关 
于 映射 的 Schwarz 引 理 . 

6. (多 圆 盘 上 的 Schwarz 引 理 ) 任 取 7r>0, 令 R=(r,… ,7), 以 Dn(0, RR) 
表示 C” 中 以 RR 为 半径 的 多 圆 盘 ， 设 f(2) 是 D(0, R) 上 的 解析 函数 ,满足 
f(0) = 0,|f(2)| < M. 证 明 : 对 于 任意 Z = (z1,… ,z”") E D(0, R), 恒 有 
MODI < Cla 

7. 试用 多 圆 盘 上 的 Cauchy 积分 公式 证 明 多 元 解析 函数 的 最 大 模 原 理 . 

8. 证 明 : 多 圆 盘 的 全 纯 自 同 肽 群 是 可 递 的 , 即 对 于 多 圆 盘 中 的 任意 两 点 2 ， 
22, 存在 多 圆 盘 到 自身 的 解析 同 胚 玉 , 使 得 F(Z1) = F(22). 

9，(Hartogs 现象 ) 设 D(2Zo, RR) 是 以 R = (r1,… ,rn) 为 半径 的 多 图 
盘 ，F(2) 是 在 9D(Zo, R) 邻 域 UV 上 解析 的 函数 .证 明 : 天 (2) 可 解析 延 拓 
为 UU D(2o, 有 R) 上 的 解析 函数 . 

10. 设 Q 是 一 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 , u(2Z) 是 99 上 一 给 定 的 连续 函数 ， 
令 


12)= f uw HZ W), 
an 

问 f(2Z) 是 否 是 Q 上 的 解析 函数 ? 

11. (人 设 f(2) 是 2 = ( 寺 … 加) 邻 域 上 的 解析 浮 数 , 满 
是 1(20)=0, 地 Of (zo) 关 0. 证 明 : 存在 有 2% = ( 台 ,… ,好 -0) 充分 小 的 邻 域 了 
和 V 上 的 解析 函数 z” = h(z!,… ,z"-!), 使 得 在 Zo 充分 小 的 邻 域 UV 上 ， 
2Z = (2 ,z") 满足 1(2) =0 的 充分 必要 条 件 是 z" = h(z1,.… , 2”!). 

12. 试 以 11 题 为 基础 ， 表述 多 个 多 元 解析 函数 的 隐 务 数 定理 和 多 元 解析 也 
射 的 道 映 射 定理 . 

13，(Meontel 定理 ) 设 {fn} 是 区 域 Q C C” 上 一 列 一 致 有 界 的 解析 函 
数 . 证 明 : 存在 { 记 } 中 的 子 列 使 其 在 9 上 内 闭 一 致 收敛 . 

14. 设 P(2), 8(2) 都 是 2 = (2 ,z") 的 多 项 式 , 其 中 8(2) 对 z" 正 
则 . 证 明 : 存在 唯一 的 2 = (z!,… , z") 的 多 项 式 wu(2) 和 7(2), 使 得 P(2Z) = 
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uw(2)Q(2) 十 7(2), 其 中 7(Z) 关于 z 的 阶 小 于 Q(2Z) 关于 z” 的 阶 

15. 证 明 : 非常 值 的 多 元 解析 函数 的 零点 一 定 不 是 孤立 的 . 

16. 设 原 点 邻 域 解析 函数 的 芽 f 和 9g 满足 Z(f) 2 Z(9), 证 明 : 存在 n€N， 
使 得 9 是 f" 的 因子 . 

17. 试 举 一 例 说 明 两 个 解析 函数 f 和 9 的 高 f/g 可 以 在 某 些 点 无 极限 . 

18. 试 给 出 连续 函数 在 一 点 的 芽 的 定义 ,并 举例 说 明 连续 函数 的 芽 环 不 是 
整 环 , 特别 地 , 不 是 唯一 分 解 环 . 问 光 滑 函 数 在 一 点 的 芽 环 是 否 是 唯一 分 解 环 ? 

19. 如 果 f,g € 9n(20) 是 互 素 的 元 素 . 证 明 : 存在 f 和 g 的 代表 元 已 G， 
以 及 Zo 的 一 个 邻 域 D, 使 得 下 与 G 在 U 中 每 一 点 确定 的 芽 都 是 互 素 的 . 

20. 设 f,g e 9。 是 互 素 的 z” 的 Weierstrass 多 项 式 , 设 六 1 € 09。 满 
是 r=hft+tlgeEOnr_1 pC 一 CD(2 2) 二 (Zz 27 1!) 为 投影 
映射 . 证 明 : 2Z(7) = p(2(f,9)). 

21. 设 下 和 G 是 Cn 中 原点 邻 域 上 的 解析 函数 , 其 中 n > 1, 如 果 书 
和 G 在 原点 确定 的 解析 函数 的 芽 互 素 . 证 明 : 对 于 任意 a & C, 存在 C" 中 序 


列 pa 一 0, 使 得 Glpa) 关 0, 而 5 


22. 设 h(2Z) 是 在 Z = 0 领域 上 给 定 的 z” 的 大 阶 Weierstrass 多 项 式 ， 
令 5= (1,… ,6n), 取 村 > 0(i 二 1,… ,n) 充分 小 , 使 得 (0,… ,0,z") 在 
圆周 jz"| = 6 上 处 处 不 为 零 , 而 对 于 任意 给 定 的 (zl,.… ,z?-!) 满足 |zi| < 
6 二 1, ,nn), hz 1,z") 二 0 在 圆 盘 |z”"| < 6 内 有 大 个 零点 . 证 
明 : 对 于 闭 多 圆 盘 D(0, 5) 邻 域 上 的 任意 解析 函数 f(2), 在 D(0,56) 上 f(z) 可 
唯一 的 表示 为 f = wh 十 7, 其 中 7 是 关于 2 次 数 小 于 的 多 项 式 . 

23. 设 太 (2]，…… ,h(2Z) 是 在 3 = 0 邻 域 上 给 定 的 一 族 z 的 Weierstrass 
多 项 式 . 证 明 : 存在 Z = 0 的 邻 域 V, 使 得 对 于 VV 邻 域 上 的 解析 函数 f(2), 如 
果 f(2Z) 在 原点 确定 的 芽 在 由 hi(2Z),… , hi(2Z) 在 原点 确定 的 芽 生 成 的 理想 内 ， 
则 在 V 上 = gihi 十 … 十 gihz, 其 中 gi(i 二 1,… ,t) 是 V 上 的 解析 函数 . 

24. 设 V 是 区 域 9 中 一 解析 子 簇 , V 了 关 9. 证 明 : Q \ D 是 连通 的 , 并 证 
明 Q 中 任意 多 个 解析 子 簇 的 交 仍然 是 解析 子 簇 . 

25. 试 证 明 多 元 解析 函数 的 平均 值 定理 : 设 /(2) 是 区 域 D 上 的 解析 函数 ， 
Zo € D, 则 对 于 任意 = > 0, 满足 B( 思 ,5 C D, 成 立 


1 
9) = vost Mo 
B(201¢) 


一 ao, 当 7 一 十 00. 


这 里 Vol(B(Z0,e)) 是 球 B(20,e) 的 体积 , dv 是 C" 的 体积 微 元 . 
26. 设 G 是 区 域 D 中 的 紧 集 , 证 明 : 存在 仅 依赖 于 G 的 实 常数 C, 使 得 对 
于 D 上 的 任意 解析 函数 了 (2), 恒 成 立 


max {|f(2)| | Z € G} <c | si 


27. 设 万 是 Cn" 中 区 域 , 令 
到 (= 人 KG | 1(2) 在 D 上 人 村 /7jao< +oo)， 
D 


以 (Ff,9) = / f5dv 作为 H2(D) 的 内 积 . 证 明 : H?(D) 是 一 Hilbert 空间 . 
D 


29. 假设 如 上 题 . 对 于 任意 Zo e 也 , 在 有 H?(D) 上 定义 一 线性 函数 Lz 
为 Lzo(f) = f(20). 证 明 : Lz。 是 H2(D) 上 的 一 有 界线 性 函数 . 利用 此 ， 
由 Riesz 表示 定理 , 证 明 : 存在 hz,(2Z) e H2(D), 使 得 对 于 任意 f € H?(D)， 
f(20) = Lz (f) = | shee. 令 KK(Z,W) = hw(2), 其 中 KK(2Z,W) 称 为 区 


域 卫 的 Bergman 核 务 数 

29. 证 明 : H?(C") = {0}. 

30. 设 {Un(2)},_, 。. 是 H2(D) 的 一 组 完备 单位 正 交 基 , 证 明 : 区 域 D 
的 Bergman 核 函 数 开 (2, 矿 ) 可 以 表示 为 


K(Z,W)= 3 Un (ZUn WY. 


n=1 
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上 一 章 我 们 将 单 复 变 函数 的 一 些 基本 定理 推广 到 多 复 变 函数 , 并 
讨论 了 由 于 变 元 增加 需要 对 多 复 变 函数 考虑 的 一 些 问题 , 如 Hartogs 
定理 等 、 这 些 理论 就 如 同 多 元 微 积分 是 一 元 微 积分 的 推广 和 发 展 , 在 
定理 的 给 出 以 及 相关 的 研究 方法 上 , 多 元 与 一 元 没有 特别 大 的 和 本 质 
性 的 差异 . 但 是 , 相 比 于 实 变量 一 元 微 积分 与 多 元 微 积分 之 间 的 关系 ， 
多 复 变 函数 作为 一 门 更 为 独立 的 学 科 , 其 有 别 于 单 复 变 函数 的 主要 之 
处 在 于 多 复 变 函数 自身 有 许多 独特 的 问题 和 特殊 的 研究 方法 . 这 一 章 
中 我 们 将 介绍 多 元 解析 函数 特有 的 Hartogs 现象 , 以 及 与 之 相关 的 全 
纯 域 和 拟 凸 域 的 概念 , 并 讨论 Levi 猜想 以 及 Hairmander 关于 这 一 猜 
想 的 相关 工作 , 本 章 的 内 容 可 参阅 文献 [8]. 
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在 单 复 变 函数 中 我 们 学 习 过 解析 延 拓 的 概念 . 我 们 称 区 域 9c C 
上 的 解析 函数 f(z) 可 解析 延 拓 到 区 域 f 2 0 上 , 如 果 存在 区 域 站 上 
的 解析 函数 玉 (z), 使 得 F(z)|o = f(z). 由 解析 函数 的 唯一 性 定理 , 如 
果 f(z) 可 以 解析 延 拓 到 人 上, 则 其 解析 延 拓 是 唯一 的 . 对 于 复 平面 C 
中 区 域 9 上 给 定 的 解析 函数 f(z), 利用 军 级 数 方法 或 者 对 称 原理 等 其 
他 方法 , 我 们 往往 可 以 将 f(z) 解析 开拓 到 比 9 更 大 的 区 域 上 . 然而 ， 
对 于 一 个 给 定 的 区 域 0 c C, 我 们 不 可 能 将 9 上 所 有 的 解析 函数 都 同 
时 解析 延 拓 到 一 个 比 Q 更 大 的 区 域 负 上 . 事实 上 , 对 于 任意 zc 50， 
Q 上 的 解析 函数 二 二 以 za 为 奇 点 , 因而 不 能 解析 延 拓 到 zo 的 邻 域 


上 . 但 是 , 当 ”> 1 时 , 对 于 多 元 解析 函数 的 解析 延 拓 问题 , 我 们 有 下 
面 著名 的 Hartogs 现象 . 
定理 2.1.1 设 n>1,RR= (ri1,… ,rn) 是 给 定 的 n 维 实 问 量 , 满 
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是 7;> 0(i=1,2,…,n), 设 
Dn(0,R)={2= (2 ,2") EC | lz <rii=1. ,nl 


是 以 0 为 心 , RR 为 半径 的 多 圆 盘 , U 是 D,,(0, R) 的 边界 9Dn(0, R) 的 
邻 域 , 则 UU 上 所 有 的 解析 函数 都 可 解析 延 拓 为 Da,(0, R)UU 上 的 解析 
函数 . 

证 明 ”以 n= 2 为 例 . 首先 , D2(0, R) 的 边界 8D2(0, R) 可 以 表 
示 为 


0D2(0, R) = {21, 芭 | z= 2 和 rm 或 四 =m TS n}. 


设 UV 是 8D2(0, R) 的 邻 域 , f(2) = f(z1,z?) 是 UV 上 的 解析 函数 , 则 
当 z1 在 圆周 {2 | |z!|=71} 上 取 值 时 , f(z!,z2?) 是 有 2 在 圆 盘 {2? | Elks 
ra2} 邻 域 上 的 解析 函数 , 因而 如 果 令 
~ ww z2 
Fe 2) = 二 / A ) ) 
| 


— zl 
z1|=r1 


则 F(z1, z2) 是 (z1, z2) 的 连续 函数 , 并 且 满 足 当 z! 固定 时 , f(z1, 29) 
是 z? 在 圆 盘 {z2 | |22| < r} 邻 域 上 的 解析 函数 ， 而 当 z? 固定 时 ， 
f(z1,z?) 是 zl! 在 圆 盘 {z! | |za| < 六 } 邻 域 上 的 解析 函数 . 因而 由 上 一 
章 的 定理 1.1.8, f(zi, z2) 是 (z1, 22) 在 多 圆 盘 D2(0, R) 邻 域 上 的 多 元 
解析 函数 . 

另 一 方面 , 如 果 令 


L= {(21,2) | lz < role = ra) c 8D2(0, R), 
则 由 于 集合 工 是 U 中 的 紧 集 , 因而 
dist(L, OU) = inf{|2 -W|I|ZeL,We 50} > 0. 


这 时 对 于 任意 给 定 的 22, 满足 7 > |z?| > ra 一 dist(L,60), 只 要 zl 满 
是 |zT<n, 就 有 (zi,z2)eU, 所 以 f(z!,z2) 是 zl 在 圆 提 {zl1 | |z!|< 
r1} 上 的 解析 函数 . 由 Cauchy 公式 得 


这 时 我 们 得 到 f(z1,z?) = f(z1,z?), 即 f(z1,z?) 和 f(z1,z?) 在 一 个 开 
集 上 相等 . 利用 解析 函数 的 唯一 性 定理 , f(z1, z2) 和 f(z1,z?) 互 为 解 
析 延 拓 . 

对 于 ”> 3 的 情形 , 我 们 只 需 在 上 面 的 讨论 中 将 变 元 2 = (z1,…， 
z") 分 解 为 21 = (z1,… ,z"-!), 2Z? = 各, 则 按 同样 的 方法 平行 的 推广 ， 
就 能 得 到 证 明 . 证 毕 . 

直接 利用 定理 2.1.1, 我 们 有 下 面 的 推论 . 

推论 2.1.1 当 m”> 1 时 , C" 中 的 解析 函数 没有 孤立 零点 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 2 是 多 元 解析 函数 f(2Z) 的 孤立 零点 , 则 由 
定理 2.1.1, 1/f(2) 可 解析 延 拓 到 20, 但 这 与 2 1/f(2) = oo 矛盾. 
证 毕 . 

从 解析 延 拓 的 观点 来 看 , 定理 2.1.1 说 明了 多 元 解析 函数 与 一 元 解 
析 函 数 是 不 同 的 . 当 n > 1 时 , 在 C" 中 存在 许 许多 多 的 区 域 , 这 些 区 
域 上 所 有 的 解析 函数 都 可 以 同时 解析 延 拓 到 更 大 区 域 上 , 这 一 事实 称 
为 多 元 解析 函数 的 Hartogs 现象 . 基于 这 一 现象 , 对 于 C" 中 的 区 域 ， 
我 们 有 下 面 定义 . . 

定义 2.1.1 设 Q2 是 C"* 中 的 区 域 , 如 果 不 存在 比 Q 更 大 的 区 
域 9 2 9, 使 得 9 上 的 所 有 解析 函数 都 可 解析 延 拓 到 9 上 , 则 称 9 为 
全 纯 域 . 

由 前 面 的 讨论 我 们 知道 复 平面 中 所 有 的 区 域 都 是 全 纯 域 , 而 定理 
2.1.1 告诉 我 们 , 当 ”> 1 时 , C* 中 有 许多 区 域 不 是 全 纯 域 . 因此 区 别 
于 单 复 变量 解析 函数 的 理论 , 对 于 多 复 变 量 解析 函数 , 其 中 的 重要 问题 
之 一 是 对 于 Cn 中 给 定 的 一 个 区 域 9, 怎样 判断 0 是 否 是 全 纯 域 . 或 
者 说 , 用 什么 条 件 能 够 给 出 C" 中 全 纯 域 的 特征 . 在 多 复 分 析 发 展 的 历 
史 中 , 这 一 问题 的 讨论 和 解决 起 了 关键 性 的 推动 作用 .本 章 我 们 将 围 
绕 关 于 这 一 问题 的 Levi 猜想 做 详细 讨论 . 

对 全 纯 域 最 早 的 研究 是 通过 类 比 于 欧 氏 空间 中 的 欧 氏 西域 展开 的 . 
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我 们 知道 在 欧 氏 空间 RR" 中 , 区 域 9 Cc R" 称 为 欧 氏 凸 域 , 如 果 连 接 Q 
中 任意 两 点 的 直线 段 都 包含 在 Q 内 . 从 几何 观点 来 看 , 欧 氏 凸 域 也 可 
以 用 以 下 特征 来 描述 . 

定理 ”区域 9 C R" 为 欧 氏 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 
点 三 = (z,… ,28) € 80, 存在 关于 变量 XX = (z1,… ,7") € R” 
的 实 线 性 函数 5(X) = ai(zx! 一 芭 ) 十 … 十 an(z" 一 28), 使 得 在 超 平 
面 L(X) = 0 的 一 侧 . 

利用 欧 氏 凸 域 的 这 一 几何 特征 , 我 们 有 下 面 定理 . 

定理 2.1.2 ”如 果 区 域 0 C C" = 了 2" 是 欧 氏 凸 域 , 则 Q 是 全 
纯 域 

证 明 以 2GF= (2 2) 一 (ZL 十 i ,2 +iy") € Cr 三 及 如 
分 别 表示 Cn 中 的 复 坐 标 和 R?" 的 实 坐标 . 任 取 

而 =2 = (0 23) = (+ i, ,9 + ig) € 600, 
设 9 位 于 超 平面 L(X) = ai(zl 一 x) 十 … 十 an(z" 一 29)++bi(y! 一 
伟 ) 十 … 十 bx(y? 一 角 ) = 0 的 一 侧 , 其 中 X = (21,yl ,77,97) E 
有 R27, as, bi € 有 0G 二 1,2,.… ,n). 用 复 变 量 zi 和 无 代替 实 变量 xi,yi, 并 
令 a =- 全 二 2 则 线性 函数 5(X) 可 表 为 
L{(XX) =cl( 红 一 2) 十 :十 cn( 筷 一 地 ) 


十 cl(zL 一 友 ) 十 … 十 cn(zn 一 疝 )， 


现 令 
H(Z) = cl( 红 一 友 ) 十 :十 cn( 纪 一 克 )， 


则 L(X) = 五 (2) 上 + 五 (3) = 2ReH(2), 因此 Q 与 复 超 平面 H(Z) = 0 
只 相交 于 9 的 边界 点 Zo. 利用 这 一 点 , 定义 函数 


f(2)= Enea 
显然 FL2) 在 0 上 解析 , 但 由 于 在 上 J 1(2)=%, 因此 f(2Z) 不 
能 解析 延 拓 到 Zo 的 邻 域 . 由 于 Zo e 8Q 是 任意 的 , 因此 得 Q 上 所 有 
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解析 函数 不 可 能 都 同时 解析 延 拓 到 一 个 比 9 更 大 的 区 域 上 , 0 是 全 纯 
域 . 证 毕 . 

定理 2.1.2 的 逆 命 题 显然 是 不 成 立 的 , 原因 是 全 纯 域 在 解析 同 雄 
下 的 像 仍然 是 全 纯 域 , 而 网 氏 凸 域 不 是 解析 同 胚 不 变 的 . 例如 , 在 复 平 
面 C 中 利用 Riemann 映射 定理 我 们 知道 , 任意 与 C 不 相同 的 单 连通 
区 域 都 与 单位 圆 盘 解析 同 胚 , 但 单位 圆 盘 是 欧 氏 凸 域 , 而 与 C 不 相同 
的 单 连通 区 域 显然 可 以 不 是 欧 氏 凸 域 . 另外 , C 中 任意 区 域 都 是 全 纯 
域 , 但 不 一 定 是 欧 氏 凸 域 . 

尽管 全 纯 域 不 一 定 是 欧 氏 凸 域 , 但 是 利用 定理 2.1.2, 欧 氏 凸 域 仍 
然 为 全 纯 域 的 研究 提供 了 基本 模型 和 重要 启示 . 我 们 现在 的 问题 是 能 
否 将 关于 欧 氏 凸 域 的 各 种 各 样 不 同 的 判别 条 件 用 解析 函数 或 者 用 在 解 
析 同 胚 下 不 变 的 一 些 条 件 来 取代 , 从 而 得 到 关于 一 个 区 域 是 否 是 全 纯 
域 的 各 种 判别 方法 . 下 面 , 我 们 先 讨论 关于 欧 氏 四 域 的 其 他 特征 描述 . 

首先 , 我 们 考查 利用 线性 凸 包 来 刻画 欧 氏 凸 域 的 判别 方法 . 

定义 2.1.2 设 天 C 束 "是 一 给 定 的 集合 , 令 

R= {PeR" ||L(P)| < sup{lZ(X))} 
XEK 
对 于 R" 上 的 所 有 线性 函数 L(X) 成 立 }， 

并 称 为 集合 K 的 线性 凸 包 . 

例 1 设 ,万 ,是 平面 R? 中 给 定 的 三 个 不 共 线 的 点 , 令 K = 
{R, 户 , 矶 }, 则 这 为 以 直线 段 互 瓦 , 瓦 丽 , 丽 矶 为 边界 的 闭 三 角形 

利用 线性 凸 包 , 欧 氏 凸 域 可 以 用 下 面 方法 来 描述 . 

命题 2.1.1 区域 Qc Rn 为 欧 氏 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 Q 
中 的 任意 紧 集 K, K 的 线性 凸 包 记 也 是 0 中 的 紧 集 

现在 如 果 我 们 希望 将 命题 2.1.1 中 关于 欧 氏 凸 域 的 描述 转换 为 对 
全 纯 域 的 描述 , 则 应 该 用 解析 函数 来 代替 定义 2.1.2 中 的 线性 函数 , 对 
此 我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 2.1.3” 设 0 是 Cn 中 的 区 域 ,K CQ 是 给 定 的 集合 , 令 

R= {2 en|I2) < sup {|f(W)} 
WeEK 
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对 于 Q 上 的 所 有 解析 函数 A(W) 成 立 )， 


则 议 称 为 集合 K 在 区 域 9 中 的 全 纯 凸 包 . 

利用 全 纯 凸 包 , 类 比 于 命题 2.1.1 中 关于 欧 氏 四 域 的 特征 描述 ,我 
们 有 下 面 定义 . 

定义 2.1.4 设 O 是 Cr 中 的 区 域 ,如 果 对 于 Q 中 的 任意 紧 集 天 ， 
K 的 全 纯 凸 包 六 也 是 Q 中 的 紧 集 , 则 称 9 为 全 纯 凸 域 

在 单 复 变 函数 论 中 , 我 们 知道 , 如 果 一 个 区 域 0 上 的 解析 函数 f(z) 
不 能 解析 延 拓 到 比 9 更 大 的 区 域 上 时 ，9 就 称 为 F(z) 的 自然 定义 
域 , 而 60 称 为 f(z) 的 自然 边界 . 例如 , 单位 圆 盘 是 解析 函数 f(z) = 
bE 的 自然 定义 域 . 对 于 多 复 变 函数 , 利用 全 纯 凸 域 的 定义 我 们 有 
下 面 定理 

定理 2.1.3 ” 设 Q 是 Cn 中 的 全 纯 凸 域 , 则 存在 9 上 的 解析 函 
数 了 (2), f(2Z) 不 能 解析 延 拓 到 任何 比 Q 更 大 的 区 域 上 . 即 全 纯 凸 域 
一 定 是 某 一 解析 函数 的 自然 定义 域 , 因而 全 纯 凸 域 都 是 全 纯 域 . 

证 明 ” 设 9 是 全 纯 凸 域 . 在 Q 中 选取 一 个 点 列 {Z}, 满足 对 于 
任意 Zo € 99, 存在 {24} 的 子 列 {24;} 收敛 于 20. 而 点 列 {2Z4} 在 9 
中 除 边界 点 外 没有 其 他 极限 点 . 取 9 中 的 一 列 紧 集 {K。}, 使 得 


十 co 
Kn, 一 K,, Kn C KO UU Kn, 一 0, 
n=1 
并 且 Ze Kw, 但 Zi 4 K。. 这 里 我 们 以 KO 表示 集合 K 的 内 点 集 . 
现 取 一 收 全 的 数 项 级 数 芒 has, 满足 对 于 二 1,2,… , ay > 0. 
k=1 


对 于 任意 n, 由 于 Kn = KK 而 Zi 4 Kn. 因此 由 全 纯 凸 包 定义 


知 , 存在 Q 上 的 解析 函数 f,(2), 使 得 
|fn(Zntn)| > sup {|fn(2))}. 
ZEKn, 


不 失 一 般 性 , 可 设 记 (2%+41) = 1. 而 如 果 取 m 充分 大 , 用 (所 (2))" 代 
蔡 所 (2), 我 们 可 以 进一步 假设 
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sup {|fn(2))} < an. 
ZEKn, 
现 考虑 无 穷 乘积 
十 co 
f(2)= I -7(2)). 
k=1 
利用 |(1 一 (2))*| < (1 十 1 和 fx(2)1)*, 我 们 先 来 考查 无 穷 乘积 


十 oo 


1[G + I 记 (2 


k=1 
由 “数学 分 析 ” 中 无 穷 乘积 的 理论 (参阅 文献 [2]), 我 们 知道 上 面 乘积 
收敛 的 充分 必要 条 件 是 无 穷 级 数 


十 oo 
>》 In(G+| 关 (2 


收敛. 而 大 一 +oo 时 , 序列 fn(1+| 产 (21 与 序列 {jf(2) 是 等 价 无 
穷 小 . 因此 上 面 无 穷 乘积 收敛 的 充分 必要 条 件 是 无 穷 级 数 SHIf(2) 
收敛 . 另 一 方面 , 由 f(2) 的 选取 ,对 于 任意 ,由 于 在 Ks 上 , 当 m > 
时 , |fm(2)| < am 而 BD man 收敛, 由 控制 收敛 定理 得 无 穷 乘 积 


十 oo 
I =- 入 (2 


m=k 


在 Ks 上 一 致 收敛 . 即 无 穷 乘积 
十 oo 


7(2)= [0 -六 (2) 


k=1 
在 Q 上 内 闭 一 致 收敛 , 因而 f(2) 是 Q 上 的 解析 函数 . 
对 于 任意 Zo & 69, 设 序列 {Zi} 的 子 序列 {24,} 收 敏 于 Zo. 如 
果 f(2Z) 可 以 解析 延 拓 到 2o 的 邻 域 , 则 对 于 任意 给 定 的 多 重 自然 数 指 
标 a= (aa ,0m),; 当局 >|al= Qi 十 … 十 om 时 ， 
self0 — fh)9] 


DZa (Zr;) =0. 


82.1 Hartogs 现象 与 全 纯 域 61 


因此 必须 纺 过 (2o) = 0. 而 a 是 任意 的 , 利用 7(2) 在 20 的 震级 数 民 
开 得 , 1(Z) 在 4 的 邻 域 上 恒 为 零 , 这 与 我 们 的 构造 矛盾 . 我 们 得 到 0 
是 f(Z) 的 自然 定义 域 . 证 毕 . 

下 面 定理 可 以 看 做 关于 欧 氏 凸 域 的 命题 2.1.1 对 全 纯 域 的 推广 

定理 2.1.4 ， 设 0 是 cn 中 的 区 域 , 则 9 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 
件 是 Q 是 全 纯 凸 域 

证 明 “只 需 证 明 如 果 Q 是 全 纯 域 , 则 9Q 也 是 全 纯 凸 域 

设 #F= (7,… ,7) 是 给 定 的 m” 维 实 向 量 , 满足 r > 0, 我 们 以 (2 及 
表示 以 2 为 心 , F 为 半径 的 多 圆 组 ， 设 KC 0 是 一 给 定 的 紧 集 对 
于 Kk, 令 


ro(K,00) = sup{r | D(Z,?) C 0 对 于 任意 ZEK 成 立 }， 


ro 二 ro(K,0n) 称 为 集合 K 到 边界 69 的 多 圆 盘 距离 , 由 天 CQ 是 
紧 集 , 而 ro(2) = supfr | D(Z,7) Cc 0} 是 Z 的 连续 函数 , 因而 ro > 0. 
现任 意 取 定 ” 维 实 向 量 F= (r …… ,7), 满足 0<r < ro, 令 
Kr: 一 (J D(Z, 7), 
ZEeK 

则 Ks 也 是 09 中 的 紧 集 . 

设 f(2) 是 9 上 任意 给 定 的 解析 函数 .由 于 |FL23i 在 Kz: 上 有 
界 , 可 设 |f(2)| < M 对 于 所 有 Ze Ki 成 立 . 这 时 对 于 任意 20 < K， 
由 于 闭 多 圆 盘 D(Zo, 罗 Cc Kz < 9, 利用 f(2) 在 多 圆 盘 D20,) 上 
的 Cauchy 积分 表示 , 对 于 任意 多 重 自然 数 指标 a = (a1,… , am), 我 
们 有 Cauchy 不 等 式 


Blolf(2) Ololf(2) 
DZa 7 (O21)% (8szn)jom |2_z, 
1 1 
So sp |f()I< 二 一 一 一 M 
?QI ， ”了 厂 E5( 而 司 Tol .Ton 


由 于 Zo < K 是 任意 的 ,因而 利用 全 纯 凸 包 的 定义 , 我 们 得 到 对 于 任 
意 We K, 成 立 同样 的 不 等 式 


62 第 2 章 全 纯 域 


olal 
5 中 < 
由 这 一 不 等 式 , f(2) 在 W 处 展开 的 窜 级 数 
i 1 olelf 
4 af O72 
在 多 网 盘 D(W,7) 上 收敛 , 所 以 1(2) 在 D(W,?) 上 解析 , 或 者 说 9 
上 任意 解析 函数 f(2Z) 都 可 解析 延 拓 到 D(W, 让 上. 但 由 假设 Q 是 全 
纯 域 , 所 以 必须 D(W C Q. 我 们 得 到 , 对 于 任意 了 = (7,… ,7), 满 
是 0<r<ro, 集合 


TOl .Ton 


(W)(Z —W) 


Ki:= () DWF) CQ. 
wekK 
但 容易 看 出 天 是 U D(Z, 站 Cc Q 中 的 紧 集 ,得 天 是 Q 中 的 紧 集 . Q 
ZEK 
是 全 纯 凸 域 . 证 毕 . 
仔细 考查 上 面 的 证 明 , 我 们 实际 得 到 了 下 面 一 个 利用 多 圆 盘 距离 
来 描述 全 纯 域 特征 的 定理 . 
定理 2.1.5 ” 设 Q 是 C" 中 的 区 域 , 则 9 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 
件 是 对 于 Q 中 , 任意 紧 集 K c 0, 恒 有 
ro(K,00) = ro(K,00), 


其 中 ro(K,8Q) 是 上 面 定 理 2.1.4 证 明 中 定义 的 KK 到 Q 边界 60 的 多 
圆 盘 距离 . 

定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 另外 , 我 们 知道 复 平面 中 任意 区 域 
都 是 全 纯 域 , 因而 作为 定理 2.1.3 的 应 用 , 我 们 有 下 面 的 推论 . 

推论 2.1.2 ” 复 平面 C 中 , 任意 区 域 都 是 某 一 个 解析 函数 的 自然 
定义 域 . 
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在 上 一 节 的 定理 2.1.4 中 , 我 们 虽然 用 全 纯 凸 域 给 出 了 全 纯 域 的 特 
征 , 但 这 一 特征 实质 上 仍然 是 以 一 个 关于 区 域 上 所 有 解析 函数 的 性 质 
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为 条 件 , 来 代替 另 一 个 关于 区 域 上 所 有 解析 函数 的 性 质 ， 因 而 对 于 怎 
样 判断 一 个 给 定 的 区 域 是 否 是 全 纯 域 的 问题 , 定理 2.1.4 并 没有 给 出 实 
质 的 , 并 且 实际 可 用 的 方法 . 我们 需要 的 是 怎样 从 区 域 及 其 边界 的 几 
何 性 质 , 或 者 其 他 一 些 更 为 实用 的 条 件 出 发 , 来 判断 所 考虑 的 区 域 是 否 
是 全 纯 域 . 尽管 如 此 , 定理 2.1.4 成 功 地 将 关于 欧 氏 凸 域 的 判别 条 件 转 
换 为 关于 全 纯 域 的 判别 条 件 , 这 仍然 给 了 我 们 一 些 很 好 的 启示 . 现在 
我 们 的 问题 是 能 否 将 描述 欧 氏 凸 域 的 其 他 一 些 几 何 条 件 也 转换 为 适当 
的 条 件 来 刻画 全 纯 域 

首先 , 设 Q Cc R? 是 一 有 光滑 边界 的 欧 氏 凸 域 , 这 时 Q 的 边界 曲 
线 局 部 是 凸 函数 或 者 止 函数 的 图 像 , 利用 数学 分 析 中 的 讨论 , 我 们 知道 
曲线 位 于 其 切线 的 一 侧 . 而 这 一 几何 条 件 可 以 表示 为 : 设 区 域 Q 由 下 
面 方式 给 出 : 


Q= {(z,9) € R?|p(z,y) < 0}, 
其 中 p(z,y) 是 光滑 函数 , 称 为 0 的 定义 函数 ,p(x,y) 满足 对 于 任意 
点 = (zx0,W) e 80, 即 p(zo,yo) = 0, p 的 梯度 向 量 grad(p) 在 忆 
满足 
grad(p(zo, yo)) = (Pea) Fe (row) ) 
:一 (pz(zo;yo)， py(Zo0， 2o)) 0. 


现 设 (zo,g) & 80, 假定 Be (eo) # 0. 这 时 在 (zo, 加 ) 的 邻 域 上 ， 
区 域 的 边界 可 以 表示 为 函数 y = f(z) 的 图 像 , 这 里 y = f(z) 是 由 方 
程 p(z,y) = 0 确定 的 隐 函 数 . 进一步 , 不 妨 设 Pe (oo,m) > 0 则 利用 = 
固定 时 , p(z, 共 是 y 的 单调 上 升 的 函数 , 因此 区 域 9 在 (zo,w) 的 令 
域 附近 位 于 边界 曲线 的 下 方 . 9 是 欧 氏 凸 域 则 必须 = f(z) 是 四 函数 
而 由 四 函数 的 判别 方法 , 我 们 知道 , 这 时 


02 f(z) 


DZ2 


<0. 


利用 直接 计算 得 
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02 f(z) 加 pazpy 一 20zypzpy + Pyyps 
Ox2 p3 : 


其 中 pz, pzy, 等 等 分 别 表示 函数 p 关于 x 以 及 xz,y 等 变量 的 偏 导数 . 
如 果 利 用 矩阵 的 形式 , 上 式 可 表示 为 


02 f(z) _ -1 pzz Pzy 一 0y 
B72 -如 Ceo | | ( ps 有 


pry Pyy 


这 时 由 Be (ort) > 0 时 y= f(z) 是 四 函数 , 我 们 总 有 


Pas poy ( -py ) >0 
Pry Pyy pz 
但 我 们 知道 函数 p(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 梯度 向 量 
grad(p(zo,yo)) = (pce(zo,yo), py(zo,yo)) 
是 区 域 的 边界 曲线 p(z,y) = 0 在 点 (zo,yo) 的 法 向 量 , 而 
(~py(zo, yo), pz (Zo, yo)) 


是 这 一 曲线 的 切线 方向 , 利用 此 我 们 得 到 下 面 引 理 . 
引 理 2.2.1 符号 如 上 . 如 果 区 域 9 是 欧 氏 凸 域 , 则 矩阵 


| prr Pry | 
pry Pyy 
在 区 域 ? 边界 曲线 每 一 点 的 切线 上 都 是 半 正 定 的 . 这 里 , 切线 看 做 一 


维 的 线性 空间 . 
在 上 面 的 引 理 中 , 矩阵 


| Przz Pry 

pry Pyy 

称 为 函数 p(x,y) 的 Hessian 矩阵 . 利用 这 一 矩阵 , 我 们 希望 指出 上 面 
这 一 关于 哆 氏 凸 域 边界 性 质 的 逆 命 是, 以 及 这 些 命题 在 高 维 的 推广 都 
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是 成 立 的 ， 即 对 于 BR" 中 有 光滑 边界 的 欧 氏 凸 域 , 我 们 有 下 面 的 特征 
描述 . 

定理 2.2.1 设 0 是 R" 中 有 光滑 边界 的 区 域 , 则 9 是 欧 氏 凸 
域 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 点 P < 69, 9 的 定义 函数 在 P 点 
的 Hessian 矩阵 限制 在 69 在 已 点 的 切面 上 后 都 是 半 正 定 的 . 

证 明 ”我 们 仅 证 明定 理 的 必要 部 分 . 

设 9 是 欧 氏 凸 域 , 任 取 P es 69, 设 在 已 点 的 充分 小 邻 域 VU 上 ， 
Q 由 光滑 函数 p 定义 , 即 Rn = {@ EUV |p(Q) <0}. 则 9 是 欧 氏 
凸 域 时 ， 其 位 于 边界 在 P 点 的 切面 的 一 侧 ， 因 而 如 果 将 函数 p 限制 
在 69 在 P 点 的 切面 上 , 则 p > 0. 我 们 得 到 点 已 是 函数 p 限制 在 切 
面 上 之 后 的 条 件 极 小 值 点 . 由 极 值 的 判别 条 件 , 利用 Taylor 展开 , 得 p 
的 Hessian 矩阵 [pzizs],;_1 在 切面 上 是 半 正 定 的 . 证 毕 . 

以 这 一 定理 为 例 , 我 们 关心 的 是 怎样 将 上 面 这 种 利用 区 域 边界 的 
几何 性 质 来 描述 欧 氏 凸 域 的 方法 推广 到 C" 中 的 区 域 上 , 用 以 刻画 全 
纯 域 . 

首先 , 设 9 c C" 是 一 有 光滑 边界 的 区 域 , 则 对 于 任意 点 Ze 50， 
存在 2o 的 邻 域 UV 和 Z 上 光滑 的 实 函数 ,使 得 


UNNQ= {ZeU|F(2) <0}, 


且 FF 关于 实 变量 的 梯度 向 量 在 Z0 处 不 为 零 . 利用 复 坐 标 表示 微分 ， 
我 们 知道 , 99 在 2o 的 切面 方程 可 以 表示 为 


Fa (Z0)(21 — 20) + + Fan (Zo0)(z" — 2) 
二 Fa(Zo)(z1 一 大 ) 十 … .十 En(Z0)(2m 一 妇 ) 
= F(Z0)(z" 一 区) 十 … 十 Fn(Z0)(z" 一 台 ) 


+ Pi (20)(z1 一 如 ) 十 … 十 Fn (Zo)(z™ 一 z0) =0, 


其 中 F: 是 FF 关于 zi 的 偏 导 数 , 而 Fz: 是 下 关于 匹 的 偏 导数 . 上 式 
也 可 表示 为 超 平面 


Re[Fa (Zo)(z! — 0) + + Fan(Zo)(2" — 28)] =0 
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是 99 在 Zz0 处 的 切面 . 这 是 一 个 2n -1 维 的 实 向 量 空间 . 上 面 关于 
欧 氏 凸 域 的 讨论 则 表明 , 9 是 欧 氏 凸 域 当 且 仅 当 其 定义 函数 (2Z) 关 
于 实 变 量 的 Hessian 矩阵 在 这 一 线性 空间 上 是 半 正 定 的 . 

如 果 我 们 仅 考 虑 复 华 标 , 并 且 希 望 给 出 的 条 件 在 解析 同 且 下 不 变 ， 
则 我 们 可 以 用 解析 的 复线 性 函数 


Fa (2Z0)(z! — 2) + + Fan(Z0)(2" — 2) 
代替 实 的 线性 函数 
Re[Fz (20)(z ~ 4) ++ Fan (2Z0)(z" ~ 8)], 
用 F(Z) 关于 复 变 量 二 阶 偏 导数 所 构成 的 矩阵 


el 


1,I=1 
来 代 蔡 F(Z2) 关于 实 变量 的 Hossian 逢 阵 ,一 般 将 短 阵 [Fzs]，， 称 
为 函数 F 的 复 Hessian 矩阵 . 容易 看 出 秆 阵 [Fu] ， 是 一 Hermite 


和 矩阵. 类 比 于 欧 氏 凸 域 , 对 于 Cn 中 的 区 域 , 我 们 有 下 面 形式 的 推广 . 
定义 2.2.1 ”假设 和 符号 如 上 , n - 1 维 复线 性 空间 


Tg, = {w = (wh, 0) | Fo (Zo)w! + + Fan (Z0)w" = 0} 


称 为 区 域 9 在 边界 点 Ze 6Q 处 的 全 纯 切 空间 . 

定义 2.2.2” 设 QcC" 是 一 光 有 滑 边界 的 区 域 , 如 果 对 于 任意 
点 Zo € 06, 存在 2 的 邻 域 UV 和 UU 上 的 二 阶 光滑 函数 F(Z), 使 
得 QnU= {ZeUV|F(Z) <0}, grad( 了 )(Z0) 关 0, 而 FF(2) 在 20 点 
的 复 Hessian 矩阵 

[Fa (20)] 

限制 在 Zo < 89 的 全 纯 切 空间 Tz。 上 后 是 半 正 定 的 . 即 对 于 任意 W = 
(w!,… ,w") 关 0, 如 果 W 满足 


Fl (Zo0)w! 十 … 十 Fyn (Zo)w™ = 0, 
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则 恒 有 


包 


B2 书 ， 
2 oda Lo) >0 
多 


则 称 9 为 拟 凸 域 ; 如 果 对 于 区 域 Q c C", 以 及 任意 点 Zo € 69, 上面 
的 复 Hessian 矩阵 限制 在 Zz 的 全 纯 切 空间 7Tz。 上 后 都 是 正定 的 , 则 
称 0 为 强 拟 凸 域 . 

由 于 一 个 区 域 的 定义 函数 并 不 是 唯一 的 , 因此 要 使 得 上 面 定义 有 
意义 , 我 们 还 需要 验证 区 域 边界 的 全 纯 切 空间 以 及 区 域 的 拟 凸 性 与 定 
义 函 数 的 选取 无 关 . 符号 与 上 面相 同 , 设 G 是 9 在 UV 上 的 另 一 定义 
函数 , 则 在 20 点 , F(20) = G(20) = 0, 而 (Fyi(20),… ,Fn (20)) #0， 
(Ga (20),… ,Gzn(20)) 关 0. 利用 隐 函 数 定理 ， 经 适当 坐标 变换 后 我 
们 可 假设 为 0 而 P= = Re(z1), 其 中 (zl = x! 十 iy!):…,z" 二 
77? 十 iy") 是 Cn 的 坐标 . 令 


1 1 2 1 n 
DG 人 i 7 i 
h(z2,..- ,TY = Qs 二 开交 Y }a, 
0 


Ox! 
则 函数 h 可 微 , 并 且 


z! . nal n 
zlh 性 经 / OG( 人 7 2 ) 
0 Ou 
一 G(x1,2? ;Zn3 2 2) CGO 22， ? ;2 ， y") 
一 (z1， " 3 YY ) 


(Gz (2Zo) + ,Gan (20)) 
= (Fz1 (20),* , Fz, (Zo)h(20) + F(Zo) (hai (20),::: ,han (20)) 
= (Fa (20),.** , Far (2Z0))h(20), 
得 h(2o) 六 0. 同样 由 上 面 等 式 得 , n 维 向 量 W = (wi,… ,w") 满 
是 F(Z0)w! 十 … 十 En (Zo)jwr = 0, 当 且 仅 当 其 满足 Gi (Zo0)wl 十 …, 十 
Gzn(Zo)w” = 0. 因而 89 在 2Z0 的 全 纯 切 空间 Tz, 与 定义 函数 的 选取 
无 关 . 
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另 一 方面 , 由 
Gg = Pagh+ Fahy + ha Fy + Ph, 
因此 在 Zo 处 ， 
Gzizgi(20) = Paigs (Zo)h(20) + Foi(Zo)has(20) + hzi(Z0) Fs (20). 


如 果 到 = (wl,… ,un) 满足 F(Zo)wi 十 … 十 了 nr (Zo)w" = 0, 则 


>》 Gaiz(Zowim’ = h(20) 》 Faizi (Zo)wio 

6j=1 %j=1 

+ 》 Fai(Zo)hss(Zo)wim? + > hoai(20)Fss (Zo 
j=1 2 和 一 1 


=h(20) 》 Piz; (Zo)wi, 


i7=1 
其 中 h(20) > 0, 所 以 在 点 Zo s 89, FF 和 G 的 复 Hessian 邱 阵 |Gwiz| 
与 [Ps| 在 如 的 全 纯 切 空间 上 的 正定 和 半 正 定性 相同 . 我 们 得 到 一 
个 区 域 是 否 是 拟 凸 域 与 区 域 定义 函数 的 选取 无 关 

上 面 类 比 于 欧 氏 凸 域 边 界 的 几何 性 质 , 我 们 以 区 域 定义 函数 的 复 
Hessian 矩阵 在 边界 的 全 纯 切 空间 上 的 半 正 定性 作为 条 件 , 定义 了 拟 上 
域 . 这 一 想法 是 由 法 国 数学 家 ELevi 在 上 世纪 初 首先 提出 来 的 , 目的 
是 希望 利用 区 域 边界 的 这 种 可 以 计算 , 可 以 实际 检验 的 几何 条 件 来 刻 
画 全 纯 域 , 即 希望 证 明 全 纯 域 等 价 于 拟 凸 域 . 分 析 这 一 问题 , 首先 我 们 
看 到 在 上 面 拟 凸 域 的 定义 中 ,区 域 必须 具有 光滑 边界 ,而 全 纯 域 的 边 
界 可 以 是 不 光滑 的 , 例如 , 复 平面 中 的 区 域 . 因此 如 果 仅 限于 用 上 面 给 
出 的 方法 , 利用 区 域 边 界 的 光滑 性 来 讨论 拟 凸 域 , 显然 得 不 到 全 纯 域 等 
价 于 拟 凸 域 . 所 以 下 面 在 具体 讨论 拟 凸 域 与 全 纯 域 的 关系 之 前 ,我们 需 
要 先 对 定义 中 复 Hessian 矩阵 为 半 正 定 的 函数 ( 称 之 为 多 次 调和 函数 ) 
进行 讨论 , 用 多 次 调和 函数 来 代替 拟 凸 域 边 界 的 定义 函数 ， 我 们 希望 
给 出 一 个 不 涉及 区 域 边 界 光滑 性 的 条 件 重新 定义 拟 凸 域 , 然后 再 证 明 
拟 凸 域 与 全 纯 域 是 相互 等 价 的 . 
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我 们 知道 , 在 欧 氏 空间 R? 上 ， 
02 02 
一 + By 
称 为 Laplace 算 子 . 若 区 域 Qc R? 上 的 光滑 函数 满足 Au = 0, 则 
称 * 为 调和 函数 . 利用 复 变量 z 和 z, Laplace 算 子 可 以 表示 为 
62 
2 
对 于 平面 区 域 上 一 阶 可 导 的 函数 /1A7 = | 节 丰 | 就 是 7 的 复 Hos 


sian 矩阵 . 要 了 解 满足 Ap > 0 的 函数 , 我 们 先 从 满足 Af = 0 的 函数 ， 
即 调 和 函数 开始 讨论 . 

首先 平面 上 的 调和 函数 有 许多 很 好 的 性 质 , 例如 , 满足 平均 值 定理 ， 
最 大 值 原 理 以 及 局 部 总 是 某 一 解析 函数 的 实 部 , 等 等 . 特别 地 , 我 们 知 
道 在 平面 中 任意 圆周 上 给 定 一 个 连续 函数 太后 , 存在 唯一 的 一 个 在 闭 
圆 盘 上 连续 , 在 圆 盘 内 调和 的 函数 w 使 得 v 在 圆周 上 的 限制 与 了 相 
同 (参阅 文献 [2]). 对 于 调和 函数 v 而 言 , Laplace 方程 表示 其 复 Hessian 


矩阵 | | 恒 为 零 而 作为 平面 上 的 调和 函数 的 推广, 我 们 有 下 面 
定义 . 

定义 2.2.3 ” 设 0 是 复 平面 中 的 集合 , v 是 0 上 的 实 值 函数 , 如 
果 满足 : 对 于 任意 点 20 < Q 以 及 任意 s > 0, 存在 5 > 0, 使 得 只 
要 Ze9, 且 |Z 一 Z| <56 就 有 vw(2) < wu(20)+e, 则 称 久 为 人 上 的 
上 半 连 续 项 数 . 

为 讨论 方便 , 这 里 我 们 约定 上 半 连 续 函 数 可 以 取 值 -oo. 这 时 集 
合 Q 上 的 函数 v 为 上 半 连 续 函 数 等 价 于 对 于 任意 ce RR, 存在 C 中 开 
集 U, 使 得 集合 {P |P e Q,u(P) < c} = UN9. 读者 不 难 证 明 , 任意 紧 
集 上 的 上 半 连 续 函 数 一 定 有 上 界 , 并 且 在 紧 集 上 取 到 最 大 值 . 

定义 2.2.4” 设 Q 是 复 平面 中 的 区 域 , / 是 9 上 的 上 半 连 续 函 数 ， 
如 果 fF 满足 : 对 于 9 中 任意 闭 圆 盘 D(z0,e), 以 及 任意 在 闭 圆 盘 上 连 
续 、 在 圆 盘 内 调和 的 函数 w, 当 限 制 在 圆周 9D(zo,s) 上 时 , 如 果 f < 
则 在 圆 盘 D(z0,e) 内 也 恒 有 f < wv, 就 称 f 为 Q 上 的 次 调和 函数 . 
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由 非常 值 的 调和 函数 只 能 在 边界 上 取 到 最 大 值 的 最 大 值 原 理 容易 
看 出 , 调和 函数 都 是 次 调和 函数 , 但 次 调和 函数 不 一 定 是 调和 函数 . 下 
面 定 理 从 函数 的 复 Hessian 矩阵 半 正 定性 的 角度 给 出 了 次 调和 函数 的 
特征 . 

定理 2.2.2 ” 复 平面 中 区 域 0 上 二 阶 连续 可 微 的 实 值 函数 /为 
次 调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 z € 9, 恒 有 

02 f(z) >0. 
OzOz 

证 明 ”首先 , 设 f 是 次 调和 函数 . 对 于 9 中 的 任意 闭 圆 盘 D(z0,e)， 
存在 在 闭 圆 盘 D(z0,e) 上 连续 、 在 圆 盘 内 调和 的 函数 u, 使 得 在 圆周 
6D(zo,s) 上 , ww 与 了 相等 . 而 利用 次 调和 函数 的 定义 , 我 们 知道 在 圆心 
处 f(zo) < wu(zo). 但 调和 函数 满足 平均 值 定理 ， 因而 我 们 得 到 , 对 于 Q 
中 的 任意 闭 圆 盘 D(z0,e) C 9, 次 调和 函数 f 恒 满 足下 面 的 均值 不 等 
式 


1 /2 ， 
f(z0) & u(z0) = zc / f(zo + ce?)d0. (2.2.1) 


现任 取 在 Q 内 有 紧 支 集 的 非 久 光滑 函数 yg(z), 令 supp(P) = 
{z| p(z) 关 0} 为 函数 yp 的 支 集 , so = dist(69,supp(y)) 为 supp(p) 到 
边界 9Q 的 距离 , 则 so > 0. 考虑 积分 


/ f(z)p(z)dv(z), 
0 
其 中 dv(z) 表示 复 平面 的 面积 微 元 . 对 于 任意 的 。, 满足 0 < e < eu 


以 及 任意 ze 9, 在 闭 圆 盘 D(z,e) 上 应 用 上 面 我 们 给 出 的 次 调和 函数 
所 满足 的 均值 不 等 式 , 由 yp(z) > 0, 得 


[00000) < f oa | ft eo)aoadule) 
中 全 


上 式 右边 经 变 元 代 换 得 
27 
ja 去/ jz 二 ee)dgdv(z) 
了 
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[ul=e 


仍然 用 z 代 伏 上 式 中 的 w. 对 函数 p(z - sei) 作 Taylor 展开 
Op(2) i0 Op(2) -i 


pl(z — cee) = plz) 


Oz Oz 
02p(z) 2 ,2i0 D2p(z) 2 一 2i0 02p(z) 2 2 
十 2 ta <e + Bada +o(e”). 


将 p(z -sei?) 的 Taylor 展开 代入 上 面 的 积分 中 , 比较 不 等 式 两 端 可 消 
去 常数 项 . 而 利用 广 eiodb = 0 可 消去 展开 中 含 ee 和 ezi 的 项 . 我 


们 得 到 , 
0< / zh f(z) (Fe: 2 +o(e jaoav 
在 不 等 式 王 除 以 s2 后 令 < 一 0, 我 们 就 得 到 


"< /到 2 2(2) 1 
pt ) B02 4 


og /rapljds 
0 


或 者 表示 为 


对 上 式 利 用 关于 Laplace 算 子 的 恒等式 (参阅 文献 [2]) 
fan — hAg)dv = / ( 一 n5 )as, 
on 


人 


其 中 部 表示 沿边 界 曲 线 外 法 线 方向 的 方向 导数 ， 而 elz) 在 边界 的 
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令 域 上 恒 为 零 , 我 们 得 到 
0< / Af(z)p(z)do. 
NN 


由 于 函数 p(z) 的 任意 性 , 因此 必须 Af(z) > 0 在 Q 上 处 处 成 立 . 

反 过 来 , 设 Af(z) > 0 在 9 上 处 处 成 立 , 首先 设 Af(z) > 0. 如 
果 f(z) 不 是 次 调和 函数 , 则 存在 闭 圆 盘 D(z0, 辐 CQ 以 及 D(z0, 司 上 
的 连续 函数 必 使 得 在 D(zo, RR) 内 调和 , 在 8D(zo,R) 上 满足 < %， 
但 存在 D(zo, R) 中 的 点 z', 使 得 f(z') > u(z'). 令 g(z) = f(z) -wlz)， 
则 Ag(z) = Af(z) > 0, 而 g(z) 在 圆 盘 D(zo, R) 内 取 到 最 大 值 . 设 2 
是 g(z) 在 D(zo,R) 内 的 最 大 值 点 , 则 g(z) 在 点 为 = 24 十 这 关于 实 
变量 x,y 的 Jacobi 矩阵 是 半 负 定 的 . 而 由 二 阶 对 称 矩 阵 半 负 定 的 判别 
条 件 , 我 们 得 到 在 (x1,y!) 处 ， 

Og 1 O02g 2g [ 侣 |] >。 


pz、 Bri0y? |9r0y 


所 以 必须 < 0 但 这 与 条 件 


矛盾 . f(z) 是 次 调和 函数 . 

现 仅 假设 Af(z) > 0, 设 闭 圆 盘 D(z0, 届 Cn, w 是 在 D(z0,R) 上 
连续 、 在 D(zo, R) 内 调和 的 函数 , 旦 在 9D(zo, R) 上 满足 f < w. 对 于 自 
然 数 mw 设 w 是 在 D(zo,R) 上 连续 , 在 D(zo, RR) 内 调和 , 在 6D(z0, R) 


上 满足 w = :le 的 函数 由 于 A ( 7(Ca)+ 三 PP ) > 0, 由 上 面 的 讨论 
得 7(z) + 二 zj 是 次 调和 函数 , 因而 在 D(zo, 杞 内 满足 
(2) + laP < us) + 0m). 


而 当 n 一 +oo 时 , |z 0. 利用 调和 函数 的 最 大 值 定理 得 w -0 
因此 f(2) < wf) 是 次 调和 函数 . 证 毕 
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推论 2.2.1 ”函数 f(z) = |z| 是 次 调和 函数 . 
证 明 ”f(z) = Vzz, 因此 


Of (ol 2 

85 2 Vzz 
of lV-2(3/2VzD) _ 1 ,0 
Oz0z 2 jz 4lz| 


在 上 面 定理 2.2.2 的 证 明 中 , 我 们 得 到 了 均值 不 等 式 (2.2.1), 即 连 
续 的 次 调和 函数 满足 均值 不 等 式 . 这 一 结论 反 过 来 也 是 成 立 的 . 
定理 2.2.3 ” 复 平面 中 区 域 Q 上 的 上 半 连 续 函 数 f 为 次 调和 函 
数 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 闭 圆 盘 D(zo,e) C 0, 成 立 均值 不 等 式 
27 
f(z0) < 元/ f(z0 十 sei)dg. 
证 明 ”首先 , 我 们 假定 区 域 Q 是 有 界 域 , f 是 上 有 上 界 的 函数 . 
如 果 f 仅 是 上 半 连 续 的 函数 , 对 于 自然 数 n, 令 
fn(2) = sup{f(w) — nlz — wl}, 
wEDN 
则 函数 序列 户 (z) 单调 下 降 , 且 满足 
sup{f (2)} > fnlz) > f(2) — nlz—z|= f(2). 
而 n 固定 时 , 利用 三 角 不 等 式 , 对 于 任意 s > 0, 只 要 lwi 一 wa| < efn， 
则 对 于 任意 we 0， 
f(w) — nw — wl & Few) —n(hws — wl ~ lw — wal) 
< fw) — nhwvz — wt+e. 
对 we 9, 取 上 确 界 得 f(wi) < fn,(wz)+e. 同 理 有 f(w2) < fn(wi)+e. 
即 jwi 一 wa| < ef/r 时 ,| 万 (ui) 一 (wo) < e. 我 们 得 到 f(z) 都 是 连 
续 函 数 . 下 面 我 们 希望 证 明 im 所 (z) = f(z) 在 0 上 成 立 . 不 失 一 
般 性 , 设 sup{f (2)} 二 1, 对 于 zoEQ, 设 f(z0) =0. 任 取 e>0, 由 f 
ZE 
的 上 半 连 续 性 , 存在 5 > 0, 使 得 只 要 |w 一 zo <5, 就 有 f(w) < &. 
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而 如 果 取 N > 1/6, 则 当 n> N,|w 一 zol >5 时 , njw 一 zof > 1, 因 
而 f(w) 一 nw 一 zo| < fl(w) 一 1 < 0. 因 此 ,对 weR 取 f(w)-nlw 一 zol 
的 上 确 界 , 则 n > N 时 ， 


0= f(20) < fn(%0) = sup{f(w) —nlw— zol} <e. 


我 们 得 到 lim f(z) = f(z). 至 此 我 们 证 明了 , 任意 上 半 连 续 的 函数 
都 可 以 表示 为 一 个 单调 下 降 的 连续 函数 列 的 极限 . 因而 , 上 半 连 续 函数 
都 是 可 积 的 , 其 路 径 积分 总 是 有 意义 的 , 并 且 可 表示 为 连续 函数 列 路 径 
积分 的 极限 

上 面 定理 2.2.2 的 证 明 表明 : 如 果 / 是 连续 的 次 调和 函数 , 则 / 
满足 均值 不 等 式 . 现 假定 / 仅 是 上 半 连 续 的 次 调和 函数 , 则 


fn(2) = sup{f(w) — nlz — wl} 
weEQN 


是 连续 函数 , 而 函数 列 {f,} 在 上 单调 下 降 收 敛 于 f, 同时 {所} 在 Q 
内 的 路 径 积 分 收敛 于 f 的 路 径 积分 . 现任 取 闭 圆 盘 D(z0,e) < 9, 设 hh 
是 由 所 在 边界 9D(20,e) 上 的 值 确 定 的 , 在 圆 盘 内 调和 的 函数 . 由 于 
在 8D(zo,e) 上 , hn = 所 之 了 再 由 了 的 次 调和 性 , 可 得 在 圆心 处 


27 
f(z0) < hn(z0) = ze/ fn(zo + Ee?)d0. 


令 n 一 +oo, 我 们 得 到 f 满足 均值 不 等 式 . 

反之 , 假设 f 满足 均值 不 等 式 , 如 果 f 不 是 次 调和 函数 , 则 存在 闭 
圆 盘 DD(z0,e) Cc 0, 以 及 D(z0,e) 上 的 连续 函数 ww 使 得 w 在 D(zo, 6) 
内 调和 , 在 圆周 8D(20,e) 上 满足 f < w, 但 存在 z1 <e D(zo0,e), 使 
得 f(z1) > wo) 设 M >0 是 函数 g=f 一 4 在 D(z0,e) 上 的 最 大 值 ， 
令 


5S= {ze Dlzo,e) 元 可 | g(z) = M}, 
则 5 为 D(zo,e) 中 的 紧 集 , 因而 dist(5,8D(z0,e)) =7>0. 取 z2€5, 
使 得 dist(zz, 6D(z0,e)) = 7. 由 于 在 9D(za,r) 的 一 段 浙 上 9 < M， 
因此 
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一 — Ul(z LL ” Te 这 
M= He) -ua) > | sl tr 
27 27 
= 元/ j(za 二 rel)db 一 元/ u(z2 十 rei)db. 
但 是 调和 函数 满足 平均 值 等 式 , 得 
27 
二 [ f(z2 + rei9)d0 < f(22). 
这 与 均值 不 等 式 矛 盾 . 因此 f 是 次 调和 函数 . 

对 于 一 般 的 区 域 , 由 上 面 的 证 明 我 们 看 到 , 函数 的 次 调和 性 是 一 个 
局 部 性 质 , 即 对 于 区 域 Q 上 的 函数 f, 如 果 f 满足 : 对 于 任意 Pe 9， 
存在 已 点 的 邻 域 U0, 使 得 f 在 U 上 是 次 调和 函数 , 则 f 是 9 上 的 次 
调和 函数 .因此 , 我们 上 面 关于 有 界 区 域 上 给 出 的 次 调和 函数 的 充分 
必要 条 件 对 于 一 般 的 区 域 也 成 立 . 证 毕 . 

下 面 是 定理 2.2.3 的 几 个 推论 . 

推论 2.2.2 ” 设 {f(z)} 是 区 域 0 上 的 一 族 次 调和 函数 , 令 

f (2) = sup{ fn(z)}. 


如 果 f(z) 在 9 上 是 上 半 连 续 的 , 则 f(z) 也 是 2 上 的 次 调和 函数 . 
证 明 f(z) 满足 均值 不 等 式 


27 
i 
fn(z20) < fn(zo + ee )db. 


在 这 一 不 等 式 两 边 取 上 确 界 ,利用 实 变 函数 中 给 出 的 Fadou 引 理 ， 
sup / fh< / sup 及. 则 满足 均值 不 等 式 , 因而 是 次 调和 函数 . 证 毕 
D D 


推论 2.2.3 ”如 果 v 是 调和 函数 , p > 1, 则 |ul? 是 次 调和 函数 . 
证 明 利用 % je] 


fu 


以 及 满足 平均 值 定理 , 得 |wl? 满足 均值 不 等 式 , 因而 是 次 调和 函数 . 
证 毕 . . 
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推论 2.2.4 “如果 f(z) 是 区 域 0 上 的 解析 函数 , p > 0, 则 |f(z)|l? 
也 是 次 调和 函数 . 
证 明 ”直接 计算 得 


AN(A)P = 45051f (TO 


= pT SE) > 
由 定理 2.2.2 得 |f(z)l? 是 次 调和 函数 . 证 毕 . 
推论 2.2.5 ”如 果 f(z) 是 区 域 0 上 的 解析 函数 , 则 In|f(z)| 是 次 
证 明 ”事实 上 ,在 f(z) 关 0 的 点 z 的 邻 域 上 ,In |f(z)| 是 调和 函数 . 
而 在 f(z) =0 的 点 z 处 , In|f(z)| = 一 00, 因而 In |f(z)| 是 次 调和 函数 . 
证 毕 . 
上 面 讨论 中 我 们 得 到 了 定理 : 复 平面 中 区 域 上 二 阶 连续 可 微 的 实 
值 函数 f(z) 为 次 调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 的 复 Hessian 和 矩 


阵 | 二 二 | 处 处 六 正定 ， 我 们 希望 利用 这 一 结论 来 得 到 我 们 在 拉 


述 Cn" 中 拟 凸 域 时 所 需要 的 关于 复 Hessian 矩阵 是 半 正 定 的 多 元 函数 . 
为 此 , 我 们 首先 给 出 下 面 定 义 . 

定义 2.2.5 ” 设 f(2) 是 C" 中 区 域 0 上 的 上 半 连 续 函 数 ， 如 
果 对 于 任意 点 Zo se 9， 以 及 任意 复 向 量 a € C", 单 复 变量 上 的 函 
数 g(t) = (Zo 十 ta) 总 是 t 在 有 定义 区 域 上 的 次 调和 函数 , 则 称 f(2) 
为 9 上 的 多 次 调和 函数 (plurisubharmonic Function). 
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利用 定理 2.2.2, 我 们 可 以 用 复 Hessian 矩阵 来 给 出 二 阶 连续 可 微 
冰 数 为 多 次 调和 函数 的 条 件 . 

定理 2.2.4 “Cr 中 区 域 0 上 二 阶 连续 可 微 的 实 值 函数 f(2) 为 
多 次 调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 f 的 复 Hessian 气 阵 


02f ]" 
[| bj=1 
在 9 上 处 处 都 是 半 正 定 的 . 
证 明 ”利用 复合 函数 求 导 的 链 法 则 , 得 
Oglt) _ Ff(Zottoa) [6271(20)] 
Bl65 一 5 一 | Ba | 5 ， 
而 a s C" 是 任意 的 , 证 毕 . 
定义 2.2.6” 设 1(2) 是 区 域 9 c C" 上 二 阶 连续 可 微 的 实 值 函 
数 , 如 果 f(2Z) 的 复 Hessian 矩阵 在 9 上 处 处 都 是 正定 的 , 则 称 f(2) 
为 Q 上 的 强 多 次 调和 函数 . 
例 1 如 果 f(2Z) 是 区 域 0 c Cr* 上 的 解析 函数 , 利用 上 面 推 
论 2.2.5 容易 看 出 mn |/(2)| 是 多 次 调和 函数 . 
下 面 定理 给 出 了 多 次 调和 函数 与 全 纯 域 特征 描述 问题 的 关系 . 
定理 2.2.5 ”如 果 0 c C" 是 全 纯 域 , 对 于 任意 Z e Cn, 令 


d(2) = dist(Z, 00) = inf{ IW -Z||We sn， 
则 将 d(2) 限制 在 0 上 后 , -In a(2) 是 多 次 调和 函数 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 如 果 _ Ind(2) 在 Q 上 不 是 多 次 调和 函数 , 则 
存在 Z0 s Q,a e C", 使 得 复 变量 t 的 函数 g(t) = -lnd(2o +ta) 不 是 
次 调和 函数 . 利用 定理 2.2.3, 我 们 知道 , 这 时 函数 g(t) 不 满足 均值 不 
等 式 . 即 存在 e > 0, 使 得 C 中 闵 圆 盘 D(0,e) = {te C | | < e} 满足 


D(z0,e) = {Zt+talte Do,e)} cn， 


而 函数 g(t) = -lnd(2o +ta) 在 万 (0,s) 上 成 立 下 面 不 等 式 : 


1 27 ig 
9(0) = 一 ind(20) > /| g(ee™ )d0 
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-1 

27e Jo 
一 Ind(2) 是 连续 函数 , 利用 一 lnd(Zo + eei?a) 在 圆周 6D(0,e) 上 的 限 
制 , 我 们 知道 存在 闭 圆 盘 D(0,e) 上 的 连续 函数 w 使 得 在 圆 手 D(0, e) 
内 调和 , 在 圆周 9D(0,e) 上 与 -Ind(20 + seiga) 相等 . 但 调和 函数 是 
满足 平均 值 定理 的 , 我 们 得 到 一 Ind(20) > u(0). 现 取 一 在 D(0,e) 上 
连续 、 在 D(0,e) 内 解析 的 函数 f, 使 得 v = Ref, 而 Imf(0) = 0. 
令 &a = 一 Ind(20) 一 wu(0), 则 a > 0. 如 果 令 = f+a, 则 Ref(0) = 
一 Ind(20),Imf(0) = 0. 另外 , 选取 Wo e 09, 使 得 d(20) = 120 一 Wol. 


令 抽 二 -次 = | 则 TW = 0 +d(20) 功 . 再 取 一 单调 上 升 的 实数 


列 {iw}, 满足 0<t<1, 而 lim tn=1. 我 们 考虑 下 面 的 一 族 映射 


27 
—lnd(2o + cea)db. 


Dit Rt) = Zttattre dW, teDo,e), 
由 于 ef 二 e-Ref(0)-a-iimf() 因此 当 t ec 9D(0,e) 时 , le-7| = 
eRef(-oa = elhd(20tta)-o. 我 们 得 到 , 当 te 68D(0,e), 即 |t| =e 时 ， 
[Fn(t) — (Zo + to)| = tne /Oe = tn [d(Zo +to) :el|. 
而 利用 三 角 不 等 式 , 我 们 知道 
dist (F(t), 00) > dist(Zo + ta, 00) — [F(t) — (Zo + ta)| 
一 dist(20 十 ta， DO) 一 tnd(Zo 十 ta) 6 4 
= (1—tn:e ")d(Zo 十 如 ) 
> (1 一 e ) Btat2o + ta)}, 
=é 


其 中 (1 -e-°) Wn{d(Z 十 ta)} > 0 是 常数 . 我 们 得 到 集合 


十 oo 
K =|) F,(8D(0,e)) 


n=1 


是 9 中 的 紧 集 . 而 另 一 方面 , 当 n 一 +oo 时 , 由 定义 得 
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(0) = D+ tne HV)W 
= Zt+tner ZW D+ d(Z0) Wm = Wo € O00. 


但 是 由 定理 的 假设 , Q 是 全 纯 域 , 因而 也 是 全 纯 凸 域 . 所 以 紧 集 KK 的 
全 纯 凸 包 天 也 是 8 中 的 紧 集 . 现 设 h(2Z) 是 9 上 任意 给 定 的 解析 函 
数 , 对 于 任意 n, 在 闭 圆 盘 (0,e) 上 考虑 函数 (五 ,(t)), 则 由 解析 函数 
的 最 大 模 原 理 , 对 于 任意 te D(0,e), 成 立 


[PalO) < ,Be {Fn C2) < pe {CW 


因而 由 全 纯 凸 包 的 定义 得 肪 (D(0,s)) CK. 我 们 得 到 
十 cc 
UU F(D(0,e)) 


n=1 
包含 在 9 的 紧 集 天 内 . 而 这 显然 与 当 n 一 +o0 时 , 本 (0) 一 Zo 十 
d(Zo)Wo en 矛盾 . 证 毕 . 

上 面 的 定理 启示 我 们 怎样 利用 函数 -md(2) 的 多 次 调和 性 来 讨 
论 全 纯 域 . 非常 有 意思 的 是 , 如 果 将 上 面 定 理 中 的 全 纯 域 换 成 我 们 在 前 
面 利用 区 域 的 边界 条 件 定义 的 拟 凸 域 , 则 同样 的 结论 在 区 域 边界 充分 
小 的 邻 域 上 也 是 成 立 的 . 在 证 明 这 一 结论 之 前 , 我 们 先 给 出 一 个 在 Rn 
中 用 阶 光滑 边界 的 区 域 上 , 关于 函数 -Ind(2) 的 性 质 的 辅助 引 理 . 
这 里 我 们 称 R" 中 区 域 0 有 上 阶 光滑 边界 , 如 果 对 于 任意 点 Wo e 80， 
存在 Wo 的 邻 域 UV 和 上 阶 连续 可 导 的 函数 h(2Z), 使 得 QnU = 
{ZeU|h(2Z) <0}, 而 h(2) 的 梯度 向 量 grad(h) 在 80m7 上 处 处 不 
为 零 . 

引 理 2.2.2 ” 设 Q 是 了 "中 有 大 阶 光滑 边界 的 区 域 , 其 中 有 上 > 2. 
如 果 定 义 Rn" 中 的 点 P 到 边界 99 的 距离 函数 d( 已 ) 为 


d(P) = mm {IP -Ql}, 
而 定义 函数 r(P) 为 


-1 -d(P)， 如 果 Pen, 
d(P)， 如 果 P¢9, 
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则 对 于 任意 点 PB & 69, 存在 PP 的 邻 域 0, 使 得 限制 在 上 , 7(P) 
是 忆 的 大 阶 光滑 函数 , 而 grad(r(P)) 在 9mn7 上 处 处 不 为 零 . 

由 于 这 一 引 理 的 证 明 比 较 长 , 并 且 证 明 方法 与 本 章 其 余部 分 没有 
直接 关系 , 因而 我 们 将 引 理 的 证 明 放 在 本 章 的 附录 中 . 

利用 上 面 引 理 , 类 比 于 定理 2.2.5 中 全 纯 域 的 描述 , 对 于 用 区 域 边 
界 的 光滑 性 定义 的 拟 凸 域 , 我 们 有 下 面 定 理 . 

定理 2.2.6 ”如 果 Q c Cn" 是 具有 2 阶 光滑 边界 的 区 域 , 则 9 为 
拟 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 点 Wo e 69, 存在 Wo 的 邻 域 0， 
使 得 -ind(2) 是 Un 上 的 多 次 调和 函数 . 

证 明 ”首先 , 设 9 是 拟 凸 域 . 则 由 拟 凸 域 的 定义 (定义 2.2.2), 我 
们 知道 对 于 任意 点 Wo < 68, 存在 Wo 的 邻 域 U 和 上 2 阶 连续 可 
导 的 函数 h, 使 得 Un9= {2 eV |h(2) < 0), 而 4 的 复 Hessian 扼 
阵 在 Un en 的 每 一 点 的 全 纯 切 空间 上 都 是 半 正 定 的 . 

取 UV 充分 小 , 由 引 理 2.2.2 我 们 知道 , 在 Wo 的 邻 域 Z 上 , 利用 
距离 函数 d(2) 定义 的 函数 r(2) 是 2 阶 连续 可 导 的 , 并 且 grad(r(2)) 
在 Zna8n 上 处 处 不 为 零 . 因而 r(2) 也 可 作为 UnQ 的 定义 函数 . 但 
另 一 方面 , 在 拟 凸 域 的 定义 中 , 我 们 已 经 证 明了 区 域 的 拟 凸 性 与 定义 函 
数 的 选取 无 关 . 因此 r(2) 的 复 Hessian 和 矩阵 在 Un 969 的 每 一 点 的 全 
纯 切 空间 上 也 是 半 正 定 的 . 我 们 希望 利用 此 来 证 明 -Id 2 在 Ze 
且 2 充分 靠近 Wo 时 是 多 次 调和 函数 . 

用 反 证 法 . 如 果 -Ind(2) 不 是 多 次 调和 函数 , 则 存在 充分 靠近 边 
界 的 点 Zo € 9, 以 及 n 维 复 向 量 a = (v1,… ,wv") € C”", 使 得 单 复 变 
量 t 的 函数 md(2o +ta) 满足 

02 Ind(Zo + ta 
Sm te) ,, :一 C> 0. 
对 nd(2o+ia) 在 上 1=0 作 Taylor 展开 
Ind(Zo +ta) = Ind(Z0) + Re(At + Bt?) + cltl? + olt3), 


其 中 


nN n 
Olnd ; O21Ind ， 
一 2 一 一 一 一 一 一 人 了 
4 ?2 Bz (2Z0)v',B ?22 Bg (Zo)Y 了 
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当 付 充分 小 时 , 可 设 5 本 + olta) > 0, 因此 
d(Z0 +ta) > d(Zo)esltl eRe(Att Be) 
现 对 于 Z0, 取 Po & 99, 使 得 d(20) = |20 一 局 |, 考虑 映射 
tm ZH) = G+ta+t (h, 一 Goje4t+Bt 
利用 三 角 不 等 式 得 , 当 | 充分 小 时 ， 
d(2(t)) > d(Zo +ta) -|2Z(0) — Zo -tal 
= d(Zo +ta) — |(Py — Zo)leR®e(At+Be). 


由 此 得 
ad(Z(t)) 之 d(Z0 十 ta) d(Zo)ene(AttBE) 
> d(Zo)ene( Att Be) (eslth 一 了 
= d(20) |1 + Re(At + BE2) +... 十 52 二 
> d(20) lt > 0. 
由 上 面 这 一 严格 不 等 式 , 我 们 得 到 , 当 t 关 0 时 , Ze Q; 而 上 = 0 时 ， 
2(0) = BD € 69, 得 d(2(0)) =0, 因此 df 2 的 ) 在 t=0 时 取 最 小 值 , 所 


8d(Z0)| 6924(2(t)) 
而 我 们 知道 , 当 Z ef 时 , d(2) = -r(2), 上 面 两 式 表明 
_Or(2Z(#)) Or(2(t)) Ozi(t) 加 
Of 0 =- Ozi Ot | 
O2r(2(t)) O2r (Z(t)) Ozilt) O27(t) 0 
0 | B05 Ht | 


但 i 二 0 时 2(0) = em 全 时) 在 2(0)= 
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玉 点 的 全 纯 切 空间 内 , 而 r(2) 的 Hessian 矩阵 在 这 一 向 量 上 取 负 值 ， 
这 与 Q 是 拟 凸 域 矛 盾 . 我 们 得 到 当 2Z em, 且 2 与 边界 90 充分 接近 
时 , 函数 -ina(2) 是 多 次 调和 函数 . 

现 假设 当 Z em, 且 2 与 边界 90 充分 接近 时 , -jnd(2) 是 多 次 
调和 函数 , 我 们 希望 证 明 Q 是 拟 凸 域 . 

直接 计算 得 

D2(-Dm 四 1 06d 10d0d 
O2021 dOzid0zi qd? Ozi O21 

将 -d =r 代 人 ,利用 -ljnd(2) 的 多 次 调和 性 , 得 矩阵 


j Br Or] 


Ozi02i rr Oz O02 


?7 一 工 


在 Q 上 是 半 正 定 的 . 现任 取 To es 80, 取 了 = (v1,… ,v")E Cn 满足 
~、Dr ， 
>》 Di(Wo)v = 0. 
i=1 


如 果 我 们 取 Q 中 点 列 Zi 一 Wo, 由 则 革 F(Z) 一 守 (Wo), 再 取 C" 中 
序列 VW = (vi,… ,VP) 一 VV， 使 其 清和 让 


n 
Or i 
>- (2 由 一 0 


利用 
1 Or Or 2 
治世 了 Zk) 7 gz Zk) a7 (Zk) VEDUE 之 0， 
令 太一 十 co , 得 
D2r 


O2021 pA >0, 

我 们 得 到 Q 是 所 虞 证 毕 
定理 2.2.6 仅 证 明了 函数 -Ind(2) 在 2 e 9 且 2 充分 靠近 边 
界 90 时 是 多 次 调和 函数 , 这 与 定理 2.2.5 中 给 出 的 , 当 Q 是 全 纯 域 时 ， 
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一 lInd(2) 在 整个 上 都 是 多 次 调和 函数 显然 不 一 致 . 分 析 其 原因 , 主 
要 是 因为 我 们 在 定理 2.2.6 的 证 明 中 用 到 了 函数 r(2) 的 2 阶 可 导 性 ， 
而 这 种 可 导 性 仅 在 8Q 充分 小 的 邻 域 上 才 成 立 . 尽管 如 此 , 对 于 任意 给 
定 的 拟 凸 域 9, 如 果 我 们 选取 适当 的 、 定 义 在 [0, +oo) 上 的 函数 f(z)， 
使 得 f(z) 满足 f(x) > 0, j"(z) > 0, 则 可 使 函数 


h(2) = max {f(|21°),—Ind(2)} 
是 Q 上 的 多 次 调和 函数 , 并 且 满 足 ; 对 于 任意 常数 C e RR, 集合 
Kec={2en|n(2) <c) 


都 是 0 中 的 紧 集 . 显然 , 对 于 任意 全 纯 域 , 函数 -lnd(2) 十 12|? 也 满 
足 这 一 性 质 . 利用 拟 凸 域 和 全 纯 域 的 这 一 共性 , 作为 定义 2.2.2 的 推广 ， 
我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 2.2.7 设 h(2) 是 区 域 Q c Cm 上 的 实 值 函数 , 如 果 对 于 任 
意 常数 C e R, 集合 


Kc={2enlM2)<cl 


都 是 Q 中 的 紧 集 , 则 称 h(2) 为 0 上 的 穷竭 函数 (exhaustion Func- 
tion). 

定义 2.2.8 ”如 果 在 区 域 0 < C" 上 存在 一 个 多 次 调和 的 穷竭 函 
数 , 则 称 Q 为 拟 凸 域 . 

定理 2.2.6 表明 , 前 面 我 们 在 定义 2.2.2 中 , 对 于 有 光滑 边界 的 区 域 
给 出 的 拟 凸 域 的 定义 是 定义 2.2.8 的 一 种 特殊 情况 . 而 由 于 在 定义 2.2.8 
中 没有 用 到 区 域 的 边界 条 件 , 所 以 这 一 定义 更 合理 , 更 有 意义 , 也 更 容 
易 推广 . 例如 , 在 下 一 章 中 我 们 将 利用 这 一 定义 , 将 拟 凸 域 的 概念 推广 
到 复 流 形 上 . 另 一 方面 , 定理 2.2.5 则 表明 , 这 样 定义 的 拟 凸 域 包含 了 
全 纯 域 , 即 我 们 有 下 面 定 理 . 

定理 2.2.7 “全 纯 域 都 是 拟 凸 域 . 

回 到 我 们 在 这 一 章 开始 时 提出 的 问题 ， 怎 样 给 出 全 纯 域 的 特征 ? 
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我 们 的 问题 现在 变 为 定理 2.2.7 的 逆 命 题 是 否 成 立 ? 这 一 问题 称 为 Levi 
猜想 . 

Levi 猜想 ” 拟 凸 域 必 是 全 纯 域 . 

Levi 猜想 是 多 复 变 函数 论 发 展 过 程 中 的 一 个 非常 重要 的 问题 . 这 
一 猜想 最 早 是 由 Oka 在 上 世纪 50 年 代 初 证 明 的 , 围绕 这 一 猜想 许多 
数学 家 都 做 出 了 卓越 的 贡献 . 对 这 一 问题 的 研究 和 解决 也 从 理论 及 方 
法 上 推动 了 现代 多 复 分 析 的 发 展 , 使 得 多 复 分 析 理论 无 论 是 其 讨论 的 
问题 , 还 是 研究 的 方法 都 脱离 了 传统 的 单 复 变 函数 论 , 发 展 成 为 现代 分 
析 学 的 一 个 重要 分 支 . 关于 这 一 猜想 的 许多 相关 问题 至 今 仍然 是 多 复 
分 析 研 究 的 重要 课题 . 
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本 节 我 们 将 介绍 Hirmander 在 上 世纪 60 年 代 利用 5 算 子 的 到 
估计 方法 对 Levi 猜想 给 出 的 证 明 (参阅 文献 [8]), 对 于 证 明 中 用 到 的 
一 些 有 关 偏 微分 方程 的 解 的 正则 性 问题 及 相关 结论 , 我 们 将 尽 可 能 地 
表述 清楚 , 而 对 这 些 结论 的 证 明细 节 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 其 他 文 
献 (例如 文献 [13]). 

上 一 章 我 们 曾 给 出 了 C" 中 (p,q)- 形式 的 定义 , C" 中 区 域 2 上 
的 一 个 (p,q)- 形式 w 是 一 形式 和 


w= YY fo i jds i A Adzi 和 dz A...ANdzi, 


其 中 记 .sj.…j 都 是 9 上 的 光滑 函数 ，(p,q)- 形式 是 用 复 坐标 表 
示 的 微分 形式 , 而 对 于 微分 形式 , 我 们 有 外 微分 d， 利用 复 坐 标 , 我 们 


可 以 将 外 微分 d 分 解 为 
一 - 1 0 Tn 0 -1 0 二 中 
=0+0, 


其 中 
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0 0 n,m A 0 ,1 0 ,nn 
90= FI 十 … 十 有 dz ， 0 = F310 tt rd 
9 和 6 分 别称 为 全 纯 方向 ((1,0) 方向 ) 和 反 全 纯 方 向 ((0,1) 方向 ) 的 


微分 . 而 8 和 5 可 分 别 作 用 在 (z,9)- 形式 w 上 , 即 
Bw)= YO(fiioh hs) Nd A Adzm Ad2r A...Ada 


= > 2 Adzaa 人... Adz 
Oz’ 


tr sip=l; i=1 
1 jg =l 


和 dz A...Ad2ia. 


nn 


Ow) = ,Bfiioh hy) Nd A Adzr Ad A... Nd 
,A 


= 3 (> i | Adzia 人 .人 dz 


和 dz 入 -.…Adzja. 
我 们 分 别 得 到 (p + 1 9)- 形式 和 (p,q 十 1)- 形式 . 利用 d? = 0, 而 
d=(0+08) = 0 41+005+50+5 =0, 
我 们 得 到 
=0，66+506=0,， 了 及 =0. 

在 上 面 两 个 微分 算 子 中 ,， (0,1) 方向 的 微分 5 是 多 复 分 析 需要 研 
究 的 一 个 非常 重要 的 算 子 . 例如, 在 多 元 解析 函数 的 定义 中 , 我 们 曾 
说 明了 一 个 可 微 函 数 f(2Z) 为 解析 函数 的 充分 必要 条 件 是 (2) 满 
足 Cauchy-Riemann 方程 6f(2Z) = 0. 而 在 关于 6 算 子 的 更 一 般 的 
讨论 中 , 主要 需要 考虑 的 问题 是 : 如 果 w 是 区 域 0 上 一 给 定 的 (p,q)- 
形式 , 问 在 什么 条 件 下 存在 0 上 的 (p,g 一 1)- 形式 由 使 得 


Bu = w. 
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方程 Gu = w 称 为 5 方程 , 也 称 广义 Cauchy-Riemann 方程 . 这 节 相 
对 于 全 纯 域 的 特征 描述 问题 , 我 们 希望 做 的 是 将 问题 转换 为 在 C" 中 
什么 样 的 区 域 上 6 方程 有 解 . 我 们 将 用 5 方程 的 解 的 存在 性 给 出 全 纯 
域 的 特征 , 并 由 此 得 到 拟 凸 域 与 全 纯 域 的 等 价 关系 . 

首先 , 对 于 给 定 的 (p, 9)- 形式 w, 如 果 方 程 加 = w 有 解 wu, 则 
由 = 0, 得 Bw = 她 w = 0. 因此 如 果 对 于 给 定 的 ww, 方程 吏 = w 有 
解 , 则 必须 Bw = 0. 

反 过 来 , 我 们 的 问题 是 : 对 于 区 域 0 上 任意 给 定 的 (p,q)- 形式 ww， 
假定 w 满足 6w = 0, 问 是 否 一 定 存 在 Q 上 的 (p,q -1)- 形式 w, 使 
得 3u = w, 即 方程 Gu = w 在 什么 条 件 下 可 解 , 在 本 书 中 我 们 将 从 各 
种 角度 反复 讨论 这 一 问题 , 而 在 这 一 节 里 , 我 们 将 利用 对 这 一 方程 求解 
问题 的 讨论 , 来 继续 我 们 关于 全 纯 域 特征 描述 这 样 一 个 基本 问题 的 研 
究 . 本 节 我 们 希望 证 明 的 基本 定理 是 : 

定理 2.3.1 区域 Rn c Cn 是 拟 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 Q 
上 任意 满足 Bw = 0 的 (p,q)- 形式 w, 存在 9 上 的 (p,qg 一 1)- 形式 %， 
使 得 Bw = w. 

简单 地 说 区 域 Q Cc C” 是 拟 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 在 上 5 方 
程 可 解 . 

在 给 出 这 一 定理 的 证 明 以 前 , 我 们 先 利用 这 一 定理 来 说 明 求 解 5 
方程 与 我 们 的 基本 问题 : 全 纯 域 的 特征 描述 , 或 者 更 进一步 , Levi 猜想 
之 闻 的 关系 . 首先 , 我 们 利用 定理 2.3.1 来 证 明 下 面 定理 (需要 说 明 的 
是 , 这 里 我 们 的 证 明 仅仅 是 一 个 描述 性 的 证 明 ). 

定理 2.3.2 ”区 域 9 c Cn" 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 件 是 对 于 9 上 
任意 满足 Bw = 0 的 (p,q)- 形式 w, 存在 Q 上 的 (p,q 一 1- 形式 久 , 使 
得 六 = w. 即 区 域 0 c C" 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 件 是 在 0 上 65 方 
程 可 解 . 

证 明 ”上 一 节 已 证 全 纯 域 一 定 是 拟 西 域 ， 所 以 由 定理 2.3.1, 如 
果 Qc Cn 是 全 纯 域 , 则 在 0 上 5 方程 可 解 . 

现在 我 们 来 证 明 : 如 果 在 区 域 9 c C" 上 5 方程 可 解 , 则 9 是 全 
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纯 域 . 我 们 对 维 数 n 用 归纳 法 . 

当 n == 1 时 , C 中 任意 区 域 都 是 全 纯 域 , 因而 也 是 拟 凸 域 , 问题 是 
显然 的 . 当 n > 2 时 , 假设 定理 对 C"! 中 的 区 域 成 立 . 设 0 C Cn， 
任 取 Ps 69, 选取 Cn 的 坐标 , 使 得 有 = 0, 并 且 媚 同时 也 是 9 
与 n 一 1 维 复 向 量 空间 


Cr1x{0 = {(25a EC | z" = 0} 


的 交 所 得 开 集 0 = Qn (C"-! x {0}) c Cn-I x {0} 的 边界 点 . 如 果 我 
们 能 够 证 明 在 9 上 , 5 方程 可 解 , 同时 G 上 的 解析 函数 可 在 C" 中 延 
拓 为 0 上 的 解析 函数 , 则 由 归纳 假设 , 得 9 是 全 纯 域 , 而 PB 是 6 的 
边界 点 , 因而 存在 上 的 解析 函数 f, 了 不 能 解析 延 拓 到 六 的 邻 域 上 . 
但 由 结论 , 存在 0 上 的 解析 函数 F, 使 得 在 上 下 = f, 所 以 在 Cr" 
中 也 不 能 解析 延 拓 到 记 的 邻 域 上 , 9 是 全 纯 域 . 
首先 , 令 
J: (z1,.. ,2") (zl ,20 1,0) 

为 C" 到 C"-1 x {0} 的 投影 , 令 

G= {PeQ| J(P) ¢ 0). 


现 设 {Pi = ( 台 ,… , 绢 )} 是 G 中 的 收敛 序列 , 且 ,lim Pe = P' = 
(对 ,… ;2 加) EQ. 如 果 J(P') = (及 ,… ;22-1,0) e 人 0, 由 于 映射 7 是 连 
续 的 , 可 取 P' 的 一 个 多 圆 盘 邻 域 UC 9, 使 得 J(0) Cc QQ. 则 当 PP EU 
时 , J(P) = ( 恰 ,… ,2z2-1,0) eE Un, 因而 PB 4 G, 这 与 PB 的 选取 矛 
盾 . 所 以 必须 J(P') &0, 即 P' < G. 我 们 得 到 G 是 Q 中 的 相对 闭 集 . 
同 理 , 不 难 证 明 全 也 是 Q 中 的 相对 闭 集 . 由 于 9 与 G 不 相交 , 因而 
存在 9 上 的 光滑 函数 (了), 使 得 h(P) 在 9G 的 邻 域 上 恒 为 1, 而 在 G 
的 邻 域 上 恒 为 零 . 

现 设 几 是 9 上 给 定 的 (p,q)- 形式 ,满足 B=0. 则 hw 是 QA\G 
上 的 (p,q)- 形式 , 将 其 零 延 拓 到 G 上 , 则 我 们 可 将 h.w 看 做 9 上 
的 (p,q)- 形式 . 这 时 (z")-16h 入 w 也 是 Q 上 光滑 的 (p,g 十 1)- 形式 ， 
满足 
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Bl(2") 15h Aw| =0. 
由 假设 5 方程 在 09 上 可 解 , 可 选取 上 的 (p,q)- 形式 v, 使 得 
Ov = (2z") 16hAw. 


现 令 下 一 hw-z?.w, 则 BF =0, 因 而 存在 Q 上 的 (p,q 一 1)- 形式 有 H， 
使 得 56H = 已 限制 在 全 上 则 6 = w, 5 方程 在 Q 上 可 解 . 

用 同样 的 方法 , 如 果 f 是 Q 上 的 解析 函数 , 考虑 Q 上 的 函数 已 = 
hf 一 z"g, 其 中 9 满足 


Og = (2") 0h. f. 


由 于 6F = Bh.f 一 z"6g = 0, 因而 王 是 9 上 的 解析 函数 , 满足 正在 9 
上 的 限制 与 了 相等 . 证 毕 . 

利用 上 面 的 定理 , 要 证 明 Levi 猜想 , 我 们 仅 需 证 明定 理 2.3.1, 即 5 
方程 在 拟 凸 域 上 可 解 . 由 于 证 明 中 需要 用 到 一 些微 分 算 子 的 估计 , 因此 
我 们 首先 对 拟 凸 域 定义 中 用 到 的 多 次 调和 穷 竟 函数 作 一 些 改造 , 以 强 
化 多 次 调和 穷 况 函数 的 性 质 中 Hessian 矩阵 的 正定 性 . 

引 理 2.3.1 ”在 每 一 个 拟 凸 域 上 都 存在 光滑 且 强 多 次 调和 的 穷竭 
函数 . 

证 明 设 h(2Z) 是 拟 凸 域 0 上 一 给 定 的 连续 且 多 次 调和 的 穷竭 
函数 , 如 果 h(2Z) 不 是 非 负 函数 , 用 max{h(2),0} 代替 h(2Z), 则 不 失 
一 般 性 , 我 们 可 设 h(2) > 0. 我 们 首先 利用 光滑 化 算 子 (参阅 文献 [2]) 
将 (2) 改造 为 光滑 函数 . 

首先 , 令 


e 一 二 ， 如 果 z > 0， 

0， 如 果 zx 世 0， 
则 易 证 f(x) 是 实 轴 及 上 的 光滑 函数 , 利用 这 一 函数 , 我 们 定义 C" 上 
的 光滑 函数 9(2) 为 
cne TzP7， 如 果 |22 < 1 


g(2) = cnf(1 -12 风 = {: 如 果 22 2 1 
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其 中 2 = (2 ,z") ECn, 而 cn 是 实 常数 , 满足 


一 | g(Z)dv=1. 
Cn 
Cn 


其 次 , 由 于 h(2) 是 9 上 连续 的 穷竭 函数 , 因而 对 于 上 = 1,2,…， 
令 0 ={fZE Oh(2) < 有 如, 则 0x 是 8 中 的 开 集 , 0x 是 紧 集 , 人 YC 


0k+l 且 = U Qk. 现 设 e > 0 是 给 定 的 常数 , 满足 s < dist(Qx, 00). 
考 谨 含 参 变 量 积 分 
hre(2) = 霹 /uws (2 ju 
Ox 


则 hxre(2Z) 是 Cn 上 有 紧 支 集 的 光滑 函数 , 且 当 = 一 0 时 , hre(2) 在 
中 的 任意 紧 集 上 一 致 收敛 于 h(2). 利用 h(2Z) 的 非 负 性 , 直接 求 导 不 难 
看 出 hxe(2Z) 是 多 次 调和 函数 , 因而 对 于 任意 常数 ok > 0, 函数 


hxre(2) 十 arZZ 
是 强 多 次 调和 函数 . 选取 。 > 0 和 ok > 0 充分 小 , 我 们 可 假设 
he(Z) = hre(Z) 十 QkZZ 


在 Q 上 满足 h(2)+1 > hx(2) > h(2). 选取 一 光滑 的 凸 函 数 p(t), 满 
是 p(t) =0, 如 果 t<0, 则 yp'(#) > 0; 如 果 t>0, 则 利用 y(t) 的 廿 性 
易 知 p(hn(2Z) 十 1 一 在 9x_1 上 是 强 多 次 调和 函数 . 

现 考虑 函数 级 数 


十 co 
p(2) = 》 brp(hx(2)+1— &k), 
k=1 
其 中 bi 是 任意 给 定 的 正常 数 ， 对 于 任意 Z € Qm, 当 7 >m+2 
时 , hj(2) < h(Z) < m+1, 因此 hy(2)+1-jgm+2-j;<0, 
yp(hj(Z) 十 1 一 站 =0. 我 们 得 到 , 在 2 的 邻 域 上 ， 


90 第 2 章 全 纯 域 


m+1 


p(2) = ,brp(hx(2)+1—&k), 
k=1 


因而 p(2) 是 9 上 光滑 的 强 多 次 调和 穷竭 函数 . 证 毕 . 

注 ”前 面 类 比 于 欧 氏 凸 域 , 我 们 在 定义 2.2.2 中 , 曾 对 有 光滑 边界 
的 区 域 定义 了 强 拟 凸 域 : 如 果 区 域 9 的 定义 函数 的 复 Hessian 盾 阵 在 
边界 89 的 全 纯 切 空间 上 处 处 都 是 正定 的 , 则 称 9 为 强 拟 凸 域 . 强 拟 
凸 域 是 多 复 分 析 研究 中 一 类 非常 重要 的 区 域 , 多 复 分 析 中 的 许多 结论 
都 仅 在 强 拟 凸 域 上 才 成 立 , 许多 方法 也 仅 在 强 拟 凸 域 上 才 适 用 . 这 里 
作为 上 面 引 理 的 一 个 推论 , 我 们 有 下 面 一 个 关于 强 拟 凸 域 与 一 般 拟 吓 
域 之 间 的 有 趣 关系 ; 任意 拟 凸 域 都 可 表示 为 一 列 具有 光滑 边界 的 强 拟 
凸 域 的 并 . 为 给 出 这 一 关系 , 我 们 首先 来 说 明 著 名 的 Sard 定理 . 

Sard 定理 ” 设 f : R" 一 民 ™ 是 光滑 映射 , J(f(P)) 是 映射 了 在 
点 Pe R" 的 Jacobi 矩阵 . 令 


Cr = {P E Rn | rankJ(f(P)) < m}, 


则 集合 Cy 在 映射 了 下 的 像 集 f(Cy) 是 Rm 中 的 零 测 集 .( 参 阅 Morris 
W. Hirsch. Differential Topology. New York: Springer-Verlag, 1976.) 

现 设 h(Z) 是 拟 上 西域 0 上 光滑 的 强 多 次 调和 穷竭 函数 , 利用 Sard 
定理 我 们 知道 : 对 于 函数 h(2), 所 有 满足 grad( 有 )=0 的 点 , 即 rank(J(h)) 
=0 的 点 , 在 h 下 的 像 集 是 实 轴 及 中 的 零 测 集 . 因而 可 取 严 格 单调 上 
升 的 序列 dk 一 +oo, 使 得 grad(h) 在 超 曲 面 h-1(dx) 上 处 处 不 为 零 ， 
则 由 定义 不 难看 出 区 域 


Qe = {2 en|a2) < di) 
是 强 拟 吓 域 , 这 时 di - h(2) 是 Qs 光滑 的 定义 函数 , 而 (di - h(2))-! 
是 9 上 的 强 多 次 调和 穷 竟 函数 fos} 满足 到 c Qi 是 0 中 的 紧 
集 , 而 9 = 【] 9 我 们 得 到 下 面 定理 
k=1 


定理 2.3.3 ”任意 拟 凸 域 9 都 可 表示 为 一 列 具 有 光滑 边界 的 强 拟 
凸 域 {Q:} 的 并 , 其 中 0x 满足 了 是 0 中 的 紧 集 , Gs C Qi. 
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上 面 定理 的 逆 也 是 成 立 的 , 这 里 就 不 讨论 了 . 

有 了 引 理 2.3.1, 在 下 面 讨论 中 我 们 总 假定 对 于 所 有 考虑 的 拟 凸 域 ， 
其 上 用 到 的 多 次 调和 穷竭 函数 都 是 光滑 的 强 多 次 调和 穷竭 函数 .我们 
现在 需要 讨论 怎样 利用 这 样 的 函数 来 证 明 : 在 拟 凸 域 上 5 方程 总 是 可 
解 的 . 为 了 符号 简单 , 下 面 我 们 只 限于 讨论 (0,k)- 形式 的 5 方程 , 

设 9 是 一 拟 凸 域 , h(2) 是 9 上 一 给 定 的 光滑 函数 , 令 


D0)= {7 7 是 的, (2) JPe "Ov < to 


我 们 知道 , L2(9, 有) 是 一 Hilbert 空间 . 一 般 地 , 设 


?= 2, fiiiiir dz A Ad2ir, 


1&il < Ci Sn 
G= 9 gind2r A Adaw 
1&il<. <ip nNn 
是 9 上 给 定 的 两 个 以 可 测 函 数 fi.…。 和 gi,.…i。 为 系数 的 (0,)- 形式 ， 
定义 下 与 G 的 内 积 为 


(已 G) 一 》， fi Baise 2) dv, 


1<i1<<i<n 
而 令 
Lo (0,h) = {F | 五 是 以 Q 上 可 测 函 数 为 系数 的 
(0 月 - 形式 , (FF) < +o0}, 


则 Lto i)(9, 有) 也 是 Hilbert 空间 ， 另 一 方面 , 对 于 9 上 任意 给 定 的 
一 个 (0,)- 形式 w, 如 果 在 引 理 2.3.1 的 证 明 中 选取 函数 级 数 里 的 系 
数 & 充分 大 , 则 不 难看 出 总 是 存在 9 上 的 强 多 次 调和 穷竭 函数 h, 使 
得 we L%% (9,h). 因此 , 要 得 到 5 方程 在 拟 凸 域 上 可 解 , 我 们 只 需 证 
明 : 如 果 € L2 (Qh) 是 光滑 的 (0, 让)- 形式 , 满足 5w = 0, 则 存在 
光滑 的 (0,k 一 1)- 形式 we [3 。_1,(Q, 及 ,使 得 5 = ww. 为 此 我 们 需要 
利用 “ 泛 函 分 析 ” 中 的 一 些 工具 , 例如 , Riesz 表示 定理 等 . 
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首先 , 将 微分 5 看 成 定义 在 Hilbert 空间 2 (9, 有 a) 中 的 一 个 子 

集 上 , 到 Hilbert 空间 了 % 1)(Q, hz) 的 映射 ， 
5:F= 9 foidz A Ada 
1&il< Kip En 
OF)= YY Bf Nd A Ada, 
1&i1 < <ii Sn 

其 中 hi 和 hs 都 是 待定 的 函数 . 由 于 5 是 微分 算 子 , 因此 其 是 一 个 无 界 
的 线性 算 子 , 并 且 不 是 定义 在 整个 空间 Z2 (9Q, hu) 上 的 . 但 是 , 如 果 
我 们 用 C?(Q) 表示 所 有 在 9 上 有 紧 支 集 的 光滑 函数 , 而 用 C8& (0Q) 表 
示 以 C?(Q) 中 函数 为 系数 的 (0, 友 )- 形式 全 体 , 则 CQ) 是 L886)(0, ha) 
中 的 稠 子 集 , 并 且 包 含 在 6 的 定义 域内 . 因此 5 是 定义 在 [2 (0, 1) 
中 一 个 笛子 线性 空间 上 的 无 界线 性 算 子 . 下 面 我 们 将 这 样 的 算 子 简称 
为 稠 定 算 子 . 为 了 讨论 5 方程 的 解 的 存在 问题 , 我 们 需要 考虑 怎样 将 算 
子 6 的 定义 域 扩大 . 为 此 , 下 面 我 们 首先 介绍 一 些 关 于 怎样 将 Hilbert 
空间 中 的 笛 定 算 子 延 拓 为 闭 算 子 , 以 及 怎样 得 到 稠 定 算 子 的 对 偶 算 子 
等 相关 知识 . 希望 更 多 了 解 这 方面 内 容 的 读者 可 参阅 文献 [13]. 

设 豆 , Hz 都 是 Hilbert 空间 , (，): 和 (, )z 分 别 是 豆 和 的 
内 积 , 在 有 x 2 上 定义 内 积 为 


(， ) = (， )i + (， )2. 
即 对 于 任意 Hi x Ho 中 的 元 素 (hi, ho), (所, f2), 令 其 内 积 为 
(Chi, h2), (fi, f2)) = (hi1, fi1)1 + (ho, f2)2, 


则 容易 看 出 x 于 也 是 一 Hilbert 空间 ， 现 假设 是 定义 在 Hi 
中 某 一 个 稠 线性 子 空 间 Dom(F) 上 , 到 。 的 线性 映射 (这 里 我 们 
用 Dom(P) 表示 映射 FF 的 定义 域 , In(F) 表示 的 像 集 ), 令 


G(F) = { Fo]) | os Dom(F)} CHix HH, 
G(P) 称 为 映射 下 的 图 像 . 再 令 


G(F)+ ={(% b) € i x Ha | (a,b) 满足 对 任意 ze Dom(F)， 
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(6,50), (2 PCD))) = (0 0)1 + (b, F(z) =0} 


即 G(P)+ 上 是 五 的 图 像 G(F) 在 本 xH 中 的 正 交 子 空间 . 由 于 Dom(F) 
是 豆 中 的 稠 子 集 , 因而 对 于 G(F)- 中 的 元 素 (a1,5) < G(F)+, 如 果 
同时 存在 (a2,8) € G()+, 则 对 于 任意 > € Dom( 太 )， 


(Qa1, T)1 十 (6, F(z)) 一 0， (aa2， ZT)1 十 (ob, F(x))2 = 0. 
利用 内 积 的 线性 性 , 得 
(al — a2, 7)1 + (0, F(z))2 = (a1 — 2, 2)1 = 0, 


即 (ai 一 02,0) € G(F)+. 由 于 Dom(F') 是 Hi 中 的 称 子 集 , 因而 必 
须 ol; = az. 即 对 于 任意 (0,b) & G(F)+, a 是 由 ?唯一 确定 的 ， 由 此 ， 
利用 集合 G(F)+, 我 们 可 以 定义 一 个 映射 F* 为 , 令 


Dom(F") = {be Ha | 如 果 存在 (be GPL 
而 令  : Dom(E) 一 而 为 
有 (= -ao 如果 be Dom(F*), 而 (a,b) € G(F)+. 


我 们 得 到 , 存在 定义 在 H 的 某 一 线性 子 空间 Dom(F*) 上 , 到 到 的 
线性 映射 F*， 对 于 这 一 映射 , 当 a € Dom( 下 ,5 € Dom(f*) 时 , 由 
于 (-2*(b),b) €E G(F)+, 因而 


(Ca, F(a)), (—F™ (Bb),b)) = (@, —F"(0))1 + (F(a),b)2 = 0, 


即 
(F(a), b)2 = (0, PF” (Bb)). 


映射 F* 称 为 映射 FF 的 对 偶 算 子 有 了 F*, 反 过 来 , 如 果 我 们 令 
GF*) = {(-F"(0),b) |be Dom(F*)}, 


G(F*) 是 映射 F* 的 图 像 , 这 时 G(F*) = G(F)+. 
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对 于 我 们 这 里 要 讨论 的 算 子 5 下 面 我 们 将 具体 给 出 其 对 偶 算 子 可 
的 表示 式 , 并 利用 此 说 明 所 有 具有 紧 支 集 的 光滑 (0, + 1T)- 形式 , 即 
Cn(9), 都 在 5 的 定义 域内 , 因而 5 也 是 定义 在 53 ; ,1)(9, hs) 
中 一 个 稠 线性 子 空间 上 的 算 子 ， 与 上 面 定 义 F* 同样 的 讨论 , 如 果 
令 G(F*)+ 为 映射 5 的 图 像 G(F*) 的 正 交 子 空间 , 则 G(F*)+ 也 
是 一 个 映射 的 图 像 . 显然 G(F*)+ 2 G( 玉 ), 因而 存在 映射 5 的 一 个 延 
拓 , 使 得 延 拓 后 的 映射 的 图 像 是 

GE = (G(F)) = G(F) 2 G(F). 

我 们 仍然 用 5 表示 延 拓 后 的 映射 , 由 于 其 图 像 是 闭 集 , 因而 这 时 称 延 拓 
后 的 算 子 5 为 闭 算 子 . 即 5 满足 : 对 于 任意 序列 {fi} c Dom(5), 如 果 
当 一 +oo 时 , 一 也 同时 (fn) 一 9, 则 feDom(6), 且 5(f)= 9g. 

我 们 希望 讨论 的 是 5 方程 的 解 的 存在 性 问题 , 而 如 果 将 5 看 做 
定义 在 Hilbert 空间 (9, 加 ) 中 一 个 稠 线性 子 空 间 上 , 到 Hilbert 
空间 L201)(9, hz) 的 线性 映射 , 则 对 于 延 拓 为 闭 算 子 后 的 这 一 映射 
在 9 算 子 扩大 了 定义 域 的 意义 下 (或 者 说 在 方程 加 = w 的 广义 解 的 
意义 下 ), 我 们 希望 得 到 的 是 


6 
Im{ Ly (0,h1) 一 Loprn (0, ho)} 
5 
= Ker{ Ln)(0, 2) © Ls42 (0, hs)}, 


这 里 ha, hz, hs 是 不 同 的 待定 函数 , 将 在 下 面 的 讨论 中 确定 . 而 按照 上 
面 关 于 Hilbert 空间 上 的 稠 定 算 子 及 其 对 偶 算 子 的 说 明 , 我 们 假定 F = 
5 和 fF* =6 都 是 在 稠 线性 子 空间 上 定义 的 闭 算 子 . 为 了 得 到 上 面 的 
等 式 , 我 们 首先 利用 “ 汽 函 分 析 ” 中 的 Riesz 表示 定理 来 证 明 下 面 一 个 
更 一 般 的 结论 . 

定理 2.3.4” 设 下 : Hi 一 H2 是 定义 在 Hilbert 空间 甩 中 的 一 
个 稠 线性 子 空间 Dom(f) 上 , 到 Hilbert 空间 Ho 的 闭 线性 算 子 , 设 工 
是 于 中 的 闭 线性 子 空间 , 满足 Im(F) c T. 如 果 存 在 常数 C > 0, 使 
得 对 于 任意 ve TN Dom(F*), 恒 有 


lulzsg CH FW hh, 
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则 Im(F) = 了, 并 且 对 于 任意 ve 7T, 存在 ce Dom( 玉 ), 满足 F(a) = 
而 lali < Cllulla， 这 里 | jh 和 ls 分 别 表示 Hilbert 空间 到 
和 Ha 中 的 模 . 

证 了 明 ”下 面 以 (, )i 和 (，, )z 分 别 表示 囊 和 Ho 的 内 积 . 

首先 , 由 于 F 是 闭 算 子 , 因而 (F*)* = FF* 也 是 稠 定 算 子 . 对 
于 任意 ue T， 如果 存 在 we Dom(F), 使 得 F(a) = ww, 则 对 于 任 
意 geTNDom(F*), 成 立 


(u,g9)2 = (F(a), 9)2 = (a, F"* (9))1. 
反之 , 设 u ET,a € Dom( 下 ), 如 果 对 于 任意 ge€ TN Dom(F*)， 
(u,g)2 = (a, F*(g))1 = (F(a), 9)2 


成 立 , 则 必须 (w -F(a),g)。= 0 成 立 , 由 于 F* 是 在 稠 子 集 上 定义 
的 ， 因 而 必须 = F(a). 所 以 , 对 于 给 定 的 we T, 要 证 明 存 在 w， 
使 得 F(a) = w, 只 需 证 明 存在 a, 使 得 对 于 任意 9 < TN Dom(F*)， 
(wu, 9)z = (a, F*(g))1 成 立 . 对 此 我 们 需要 应 用 Riesz 表示 定理 . 

现在 假定 定理 中 的 不 等 式 成 立 ， 由 于 Im(P) c 了 因而 严 在 
Dom(F*) T+ 上 为 零 . 这 时 考虑 F* 的 像 时 , 可 以 仅 在 Dom(R*) mn 
上 讨论 . 而 由 不 等 式 lulls < CE (oa 如 果 (vw) =0, 则 w=0,F* 
在 TN Dom(F*) 上 是 单 射 . 利用 这 一 点 , 对 于 任意 给 定 的 ve 了 , 定 
义 Im(F*) 上 的 一 个 线性 函数 L, 为 : 对 于 任意 ze Im(f*), 取 ge 
Dom(1"*), 使 得 F*(g) = z. 令 


Lu(¥) = Lu(F*(9)) := (w, 9)2. 
由 于 F* 是 线性 的 , 上 式 与 9 的 选取 无 关 . 而 由 定理 条 件 得 
Lu(z)| = Za (9))| < llulle 198l 
< Cllullz :|F*(9) = Cllullz: lz 和 


因此 L, 是 In(F*) 上 的 有 界线 性 函数 , 而 Cllull。 是 线性 函数 六 的 
一 个 上 界 . 另 一 方面 , 利用 L, 的 有 界 性 , 我 们 不 难 将 其 延 拓 为 In(F*) 
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上 的 有 界线 性 函数 ， 并 进而 令 其 在 (Fe] 的 正 交 补 In(F*)” 上 为 
零 , 我 们 得 到 H 上 的 一 个 有 界线 性 函数 . 对 于 这 一 函数 , 利用 Riesz 
表示 定理 : 对 于 Hilbert 空间 五 上 的 任意 有 界线 性 函数 二， 存在 唯 
一 的 元 素 a se 丘 , 使 得 对 于 任意 9 e 也, L(g) = (a,g)i 成 并 , 并 
且 jlall = iZlh. 我 们 得 到 , 存在 ee 本 使 得 L(F*(g)) = (o F*(g))i， 
即 (w,9)z = (a,*(g))1 = (F(a),g)s 对 于 任意 "< Dom(F")nT 成 
立 , 而 Dom(1*) 是 稠 子 集 , 必须 w = F(a) € Im(F), 有 jlalli < Cllullz. 
证 毕 . 

对 于 我 们 希望 讨论 的 5 方程 , 将 其 看 做 映射 


6 
了 (0,h1) 一 Joaru(0， h2) 一 Lio.p+2) (0, hs), 


则 我 们 可 以 将 在 拟 凸 域 上 5 方程 可 解 这 一 结论 的 证 明 分 为 两 步 : 第 一 
步 , 先 证 明 在 上 面 的 映射 中 


Im{ Lf (9, hi) L{or+1) (0, ha)} 
一 Ker{ 苞 ent h2) 3 Lio,p+2) (0, hs)}, 
即 5 方程 在 我 们 将 映射 5 延 拓 为 闭 算 子 后 有 广义 解 ; 由 于 延 拓 为 闭 算 


子 后 , 映射 5 的 定义 域 和 值 域 中 的 元 素 都 不 一 定 可 微 , 因此 作为 第 二 
步 我 们 还 需要 证 明 , 如 果 


5 
weKer{ en 和) 人 caopa)} 


是 光滑 的 , 则 存在 光滑 的 微分 形式 ve ZL% (9, ha), 使 得 Bu = w. 上 
面 的 第 一 步 称 为 5 方程 的 广义 解 的 存在 性 , 第 二 步 称 为 广义 解 的 正则 
化 (或 者 说 光滑 化 ). 这 里 我 们 将 主要 讨论 第 一 步 , 目的 是 希望 说 明 在 拟 
凸 域 的 条 件 中 , 对 于 拟 凸 域 上 存在 的 强 多 次 调和 穷竭 函数 , 其 Hessian 
矩阵 的 正定 性 是 怎样 应 用 到 5 方程 的 解 的 存在 问题 中 的 . 

首先 , 由 于 可 = 0, 因此 


6 
Im{ Lo (0 hs) ® Lr (0 h2)} 


82.3” Levi 猜想 97 


吾 
C Ker{ Lo (0, ha) 3 Lr2 (0, ha)}. 


而 将 Ker{ Ly)(9,hz) 也 L?oktz)(9,1s)》 看 做 定理 2.3.4 中 的 闭 线 
性 子 空间 T, 则 我 们 需要 证 明 : 存在 常数 C, 使 得 对 于 任意 


i 吾 
meEDomn(5)n Ker{ (Cost ha) SL pr (0 hs))}, 


成 立 不 等 式 
lwll < CI5 Cll. 
代替 这 一 不 等 式 , 我 们 将 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 2.3.5 “如果 Q c C" 是 拟 凸 域 , 则 在 9 上 可 选取 适当 的 函 
数 hi,h2 和 hs, 使 得 对 于 任意 w € L2 ;0;1)(0,hz), 且 we Dom(6) nn 
Dom(5 ), 成 立 下 面 的 不 等 式 : 


lel2 < wl? + | wl. (2.3.1) 


在 定理 2.3.5 中 , 如 果 特 别 地 , 当 Bw = 0 时 , 不 等 式 |jwl| < | wl 
成 立 . 因而 由 定理 2.3.4, 方程 6w = w 可 解 , 并 且 存 在 解 w 满足 ||ul| < 
wll. 由 此 , 如 果 不 考虑 5 方程 的 解 的 光滑 性 , 利用 定理 2.3.4 和 2.3.5， 
我 们 就 完成 了 定理 2.3.1 的 证 明 . 

不 等 式 (2.3.1) 称 为 5 方程 的 [2 估计 . 这 一 不 等 式 的 证 明 将 通过 
下 面 一 系列 的 讨论 来 得 到 . 

首先 , 由 于 这 一 不 等 式 的 证 明 需 要 利用 5 和 5 的 直接 计算 , 但 
是 这 些 计算 只 是 对 光滑 的 微分 形式 才 有 意义 , 同时 在 计算 中 还 需要 利 
用 Stokes 公式 . 为 了 避免 在 使 用 Stokes 公式 时 出 现 的 边界 项 , 我 们 需 
要 首先 讨论 在 Q 内 有 紧 支 集 的 光滑 微分 形式 . 现在 假设 我 们 对 有 紧 支 
集 的 光滑 微分 形式 已 经 证 明了 不 等 式 (2.3.1). 而 要 将 所 得 的 结论 应 用 
到 一 般 的 微分 形式 w 上 , 我 们 仅 需 证 明 : 对 于 任意 we L801) (0, fo) 中 
Dom(5) nm Dom(5 ), 存在 一 列 有 紧 支 集 的 光滑 微分 形式 {9}, 使 得 在 
空间 Lo0 p02)(Q,h2) 以 及 Ly(9,hi) 和 oa(Q,7ja) 中 , 同时 有 


lgm -w=0, Ign -Ow = 0 logn— Owl = 0. 
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这 时 对 gm 应 用 不 等 式 (2.3.1), 然后 令 m 一 +co, 就 得 到 不 等 式 (2.3.1) 
对 于 一 般 的 w 也 成 立 . 为 此 , 我 们 先 作 一 些 准 备 . 
选取 0 中 一 列 开 集 {Ki} 满足 Ki 是 紧 集 , 且 Km CC Kint， 
六 Km = Q. 选取 9 上 一 列 光滑 函数 {ms}, 使得 0 < mm < 1, 并 
71 一 二 
且 wm 在 天。 上 恒 为 1 Supp{mm} C 天 ml 同时 我 们 假定 选取 的 函 
数 ,ho 和 hs 满足 
+1 . Om 
se 2 Oz 
其 中 j= 1,2; m= 1,2,…. 
有 了 上 面 这 些 假设 后 , 我 们 首先 来 证 明 下 面 定理 . 
定理 2.3.6 ” 设 ,hs 和 hs 满足 上 面 假设 , 则 对 于 任意 


2 
h; 
ed, 


-天 水 


WE Leo,rr) (0, h2)N Dom(6) N Dom(6 ), 


存在 一 列 在 区 域 9 内 有 紧 支 集 的 光滑 (0,k + 1)- 形式 {gm}, 使 得 
在 Lo .p41) (0 h2), Ltog) (0, hi) 和 Total (Q, hs) 中 ， 同时 有 


lgm 一 如 一 0， lgn-Owl— 0 5 一 5 一 0 


证 明 设 几 给 定 , 对 于 任意 m, 由 于 mw 在 Q 中 有 紧 支 集 , 利用 
引 理 2.3.1 中 的 光滑 化 算 子 不 难看 出 : 存在 Q 中 有 紧 支 集 的 光滑 微分 
形式 , 使 得 其 自身 以 及 其 经 5 和 可 运算 后 同时 分 别 趋 于 mu, (wu 
和 可 (mmw). 因此 我 们 可 以 假定 w 本 身 是 光滑 的 ， 

现 令 om = maw, 我 们 希望 证 明 mnw 满足 定理 的 结论 . 

首先 , |mmw ~ wll 一 0 显然 . 而 由 


O(nmw) 一 NmOw 一 O(nm) 和 A 人 20， 
根据 上 面 关 于 hi(i = 1,2,3) 的 假设 , 我 们 得 到 


[O(nmw) 一 nmOwl?e "3 < lwl2e™%2. 
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由 Lebesgue 积分 的 控制 收敛 定理 : 如 果 所 在 区 域 RD 上 依 测度 收 伍 于 
可 测 函 数 f, 且 存 在 可 积 函 数 g, 使 得 |f| < 9, 则 


lim fraw = far. 
eg 9 


我 们 得 到 
/ [O(nmw) — nmOwl2e "dv — 0, 
a 
而 显然 
/ nmOw — Owl?e "sdv — 0, 
a 
即 


[6B(mmw) — Owe "dy — 0. 


SS 一 


另 一 方面 , 如 果 we Dom(5 ), mn 是 Q 中 有 紧 支 集 的 光滑 函数 ， 
则 不 难 证 明 nmw e Dom(5 ). 事实 上 , 对 于 任意 / e Dom( 四 , 成 立 


(nmw, Of) 二 (w, Tn0f) 一 (w, O(nmf)) 十 (w, TmOf 一 O(nmf)) 


= (In5 w, f) + (w, TmOf — O(nmf)). 

由 于 上 面 和 式 中 第 二 项 为 (w,,6f 一 O(n 有)) = (w, 一 0(mm) 用 其 
中 并 没有 f 的 导数 , 因而 其 关于 f 是 连续 的 ， 而 上 面 和 式 的 第 一 项 
显然 关于 /连续 ,因而 映射 /一 (nmw,6f) 是 /的 连续 线性 泛 函 . 
由 Riesz 表示 定理 , 存在 v 使 得 (v,f) = (mmww,60f) 对 于 任意 了 成 立 ， 
即 5 (nmw) =v 我 们 得 到 nw e Dom(5”). 由 于 所 讨论 的 微分 形式 都 
有 紧 支 集 , 同样 利用 上 面 的 结论 , 我 们 可 以 假定 所 考虑 的 微分 形式 都 是 
光滑 的 . 这 时 上 面 的 等 式 可 以 表示 为 


(8 (mo 月 = (mg 六 +(o7n5f — Bnmf)). 
因此 我 们 得 到 


15 (mw) — md ww, f)| = |(w, Tn — Dr f))| 
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< /hallinBf ~ Bem Ped 
QQ 


而 同样 类 似 于 上 面 关 于 5 的 证 明 , 我 们 有 
ma 6f — Blnmf)| < |fle2- 和 时， 
代入 则 得 
[tnm) — nF wf)| < / ullle- 近 -次 du 
QA 
由 于 其 中 了 可 取 任 意 有 紧 支 集 的 光滑 微分 形式 , 不 等 式 必须 在 每 一 点 
成 立 , 即 对 于 任意 Z s 0， 
[6 (nm (2)) — nmO w(2))2e m2) < pw(2)2e-h2(2). 

这 时 同样 利用 Lebesgue 积分 的 控制 收敛 定理 , 我 们 得 到 

BG) — mo whe-Madv 一 0. 

号 
而 5vw 一 了 ul 一 0 显然 . 定理 2.3.6 得 证 . 

利用 上 面 定 理 2.3.6, 要 证 明定 理 2.3.5 中 的 不 等 式 
wl? < awl? + 1 wl?, 

我 们 只 需 讨论 Q 中 有 紧 支 集 的 光滑 微分 形式 . 现 设 0 是 所 加 域 {Km} 


是 8 中 的 一 列 开 集 , 满足 Kn, 是 紧 集 , Fh, C Km+i， U Km = 有. 选 


取 Q 上 一 列 光滑 函数 {ns}, 使 得 0 < wm < 1 并 且 Dm 在 Km 上 恒 
为 1, Supp{nm} c 天 ml 在 9 上 选取 一 光滑 函数 h, 满足 


> 


i=1 


Om| 
Oz 


h 
<e 


在 Q 上 处 处 成 立 , 其 中 m = 1,2,…. 由 于 在 每 个 Km 上 仅 有 有 限 个 
mm 使 得 中 | 名 | 在 Kms 上 不 为 零 , 因而 上 面 的 函数 h 是 存在 的 
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另 一 方面 , 由 8 是 拟 凸 域 , 因而 存在 9 上 光滑 的 强 多 次 调和 穷竭 
函数 ,对 于 4 的 具体 选取 , 我 们 将 在 后 面 给 出 . 这 里 暂时 假定 $ 已 选 


定 , 令 
= 9 — 2h, h2 = 9$—h, hs = 9, 


则 ,ho 和 hs 满足 上 面 定理 2.3.5 Wii 即 


Wb 
其 中 了 = 1,2; m= 1,2,… 
现在 来 讨论 百 和 也 的 表示 以 及 不 等 (2.3.1) 的 证 明 . 为 了 符号 
简单 、 明 确 ， 下面 我 们 仅 以 (0,1)- 形式 的 计算 为 例 ， 其 他 形式 的 计算 
基本 相同 . 另外 , 在 积分 的 表示 中 , 我 们 将 体积 微 元 隐 去 , 即 / 了 理解 
0 . 


为 / fqv, 其 中 dw 是 体积 微 元 . 设 
QQ 


也 一 3 widz’ 
是 任意 给 定 的 , 在 Q 上 有 紧 支 集 的 光滑 (0,1)- 形式 , 我 们 首先 直接 计 
算 Bo 和 Bw. 
到 Ow; Ow:; i 加 
->( 续 一 让) A dz. 


< 了 


因此 


一 Ow Buil2 
2 全 
lbwl = 2 1 2 BE 6 
?7 一 


5 各 器] (2.3.2) 


A 027 Oi 
I=1 


对 于 5 的 计算 , 由 于 假定 了 w = = Didz 是 给 定 的 有 紧 支 集 
的 (0,1)- 形式 , 对 于 任意 光滑 函数 ， 利用 Leibniz 法 则 , 则 有 


x] —h2 一 ,—hz 
J Bf-ue - [3 Mae 
a n 二 1 


Ei 


但 是 , 由 于 w 有 紧 支 集 , 利用 Stokes 公式 
| 3 二 -| 2 ad(/ ie 7”) 一 / > foe ™ =0. 
a 


0 i=1 i=1 én 1 一 1 
所 以 
hz 

/51 te 一 hj =- /1 > ) 

Q 0 i 二 1 
2 O(Wie m2) _ n BBDie-m 

De "(sD De )) 

i=1 


Q i=1 


但 (5f,w) = (f, 术 w), 我 们 得 到 


A* ~ O(wDie—n?) 2 A(wie "2) 
oh ? eh i 
OUW=—e 》 a e > 一 5 


i=1 i=1 


由 hi = 一 2h,hz = 9 一 h, 直接 计算 得 


8(uie 2) _op [Ow; _, pO(—$+h) 
hiC ep-2h i $+h +h 
° Ozi 8 | 合 。 + wie Ozi | 


hn OW | nOp | nOh 
Te Bzi wie gz tie ga 
如 果 我 们 令 3 
Hi) = De ~ 
则 可 可 表示 为 
Ow = 一 e 加 ™ + Wi 
因此 
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而 
ED 
让 7 一 1 
A . 一 Oh\ _ 
=-( er w+ | epD w+ 站 ) 中 
这 1 j=1 
x “Oh _g+h 
=0w0 we $2 Ow (| e 
En A | -ern Oh” Oh sy 
0 (2 区) 二 Vig did 
b 于 
对 上 式 中 间 两 项 应 用 均 信 不 等 式 ab| < 上 + 并 积分 得 


[pa wi)d (wi)e $s 和 25 9" eT 


2%,7=1 


结合 |6w| 的 表示 式 (2.3.2), 我 们 得 到 
. Ow; OW; a 
/ 光 eo55D- 吵 强 |+ /站 | 路 
j=1 六 5 
2 
<2l5 wl -al5oP+2 / (“ 基 ) er4. (2.3.3) 
Q i=1 


由 于 我 们 总 假定 所 考虑 的 函数 和 微分 形式 都 是 有 紧 支 集 的 , 因而 应 用 Stokes 
公式 容易 得 到 


O27 


所 以 
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而 
[ Dia = { Hoje 
0 7,7=1 0 %,I=] 
2 O(6; (wi) 四 = O(6i(wi 
=- /> Ge J ‘=- | > Oh De 
A ,7=1 n £,7=1 
(2.3.3) 式 的 左边 为 
OwiN O66(wi)) | - Ow| 
/Ek ( 强 ) 马 - 8 "e+ /> Zi 
多 ?一 
另 一 方面 , 直接 计算 得 


024 
C32 O27 027 5 1 一 /50 
利用 此 , 上 面 不 等 式 (2.3.3) 可 表示 为 


/>( wn) > 


i,7=1 

a ~ Op) 

< 2 wll? + 2|6wll? +2 A ee 9. 
Q i=1] 


现在 回 到 我 们 的 基本 假设 : 区 域 9 是 拟 凸 域 , $ 是 上 强 多 次 调和 
的 穷竭 函数 , 因而 $ 的 Hessian 矩阵 是 处 处 正定 的 . 所 以 对 于 任意 P < 
0, 存在 c(P) > 0, 使 得 对 于 任意 n 维 复 向 量 w = (wl,… ,wr) E Cn， 
成 立 


Bw; | 
Ozi 


n 92 本 ?72 . 
pp St ww > c(P) 》 wl2. (2.3.4) 
j=1 i=1 


ap ， 
32| = foPlan， 


(2 2) < ep 
?一 工 4 一 1 
由 此 由 (3.3.3), 我 们 得 到 
/em- 2|6h|?]|wl2e sdv 和 25 wll? 二 25wl2. 
0 
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现在 要 证 明 我 们 在 定理 2.2.5 中 给 出 的 基本 不 等 式 |wll2 < ||5*wll? 十 
|5w|2, 我 们 就 只 需 证 明 下 面 引 理 . 
引 理 2.3.2 设 9 是 C" 中 的 拟 凸 域 , h 是 Q 上 给 定 的 函数 ， 
则 存在 Q 上 光滑 的 强 多 次 调和 穷竭 函数 办 满足 对 于 任意 P € 9， 
二 (wi,… ,Ww?) ECn, 成 立 
"gp 


Bap PD’ > 2(0hP 十 en) > oo， 
j=1 


《一 | 


2 


证 了 明 “9 是 拟 凸 域 , 因而 可 取 定 人 上 一 强 多 次 调和 的 穷竭 函数 gp1， 
设 c1(P) 是 81 在 不 等 式 (2.3.4) 中 对 应 的 函数 , 令 


Ki= {Pen| gi(P) <t), 
则 由 假设 知 Ki 是 9 中 的 紧 集 . 
对 于 1, 选取 实 轴 及 上 光滑 且 单 调 上 升 的 凸 函 数 x(t), 使 得 其 
满足 
X(t) > sup 2(|Ohl + er)/a. 
由 于 sup 2(|8h|? 十 e*)/e1 是 单调 上 升 的 连续 函数 , 所 以 上 面 的 函数 x(t) 


是 存在 的 . 
令 $=Xon, 由 


000 _ ,991 


Bz X Oz 
9 _ 0 ( 给 yw vv 2 和 
Dzxi02 02 Oz’ Oz: Oi Ozi0zi 
在 上 面 的 和 式 中 , 前 一 部 分 是 半 正 定 的 , 而 后 一 部 分 满足 所 需 不 等 式 . 
证 毕 ， 
利用 不 等 式 |uw||2 < ||B*wl|?+||Bwl[? 以 及 我 们 前 面 证 明 的 定理 2.3.5， 
我 们 得 到 , 当 h 和 # 的 选取 满足 上 面条 件 时 ， 


5 
Im{ Le (90, hi) DS LY pa) (0 2)} 


5 
= Ker{ Lo (0, ha) B LE kr (0, hs)}. 
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即 在 拟 凸 域 上 , 当 5 方程 扩充 为 相应 的 闭 算 子 后 , 解 总 是 存在 的 . 显然 
这 样 的 解 不 是 唯一 的 , 我 们 还 需要 证 明 : 如 果 w 是 光滑 的 (0, 十 1)- 形 
式 , 6w = 0, 则 存在 光滑 的 (0, 如- 形式 w 满足 6u = w. 为 此 我 们 需要 
考虑 偏 微分 方程 的 正则 解 的 存在 问题 . 由 于 这 一 问题 需要 用 到 Sobolev 
空间 等 工具 , 这 里 就 不 讨论 了 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [13]. 


* 附 录 引 理 2.2.2 的 证 明 


对 于 任意 乃 = (由 ;着 ) s 89, 0 是 了 ”中 有 大 阶 光滑 边界 的 
区 域 这 一 假设 表明 : 存在 己 点 的 令 域 UU 和 上 Cr* 的 定义 函数 p(PP)， 
使 得 QnU = {P| yp(P) < 0}, 并 且 作 为 边界 8Q 切面 的 法 向 量 , grad(y) 
在 09NnU 上 处 处 不 为 零 . 

经 过 适当 坐标 变换 后 不 妨 设 记 = (0,… ,0), 而 坐标 zn 的 正 向 与 
边界 曲面 在 玉 点 切面 的 法 向 量 grad(y( 了 )) 相同 , 这 时 

SB) #0 (PR) =0, i=1,2,...,n—1. 

设 z = f(z!,… ,z"”-1) 是 由 方程 py(P) = 0 在 妃 邻 域 上 确定 的 隐隐 
数 , 则 在 马 充分 小 的 邻 域 上 , 边界 80 可 表示 为 映射 


(ec | ,Zn ) PD (z1 ,PP(zL , 2" )) 


> 


的 像 集 , 其 中 (z1,… ,x"-!) 在 (0,… ,0) e Rn 一: 的 一 个 开 邻 域 V 中 取 
值 ,而 f(z1,… ,xz"-!) 是 C* 的 函数 , 且 f (0) = 0(i=1,2,...,n—1). 


由 于 zr -f(z1,.… ,zm-1) 在 gQn 六 上 恒 为 零 , 在 其 他 部 分 处 处 
不 为 零 , 因而 可 设 QnT 表示 为 


Qnrr= {0 Zn) | 一 jz) > 0 


为 区 别 边 界 69 用 到 的 坐标 (zz 了 (z!,… ,2"-1)), 我 们 这 
里 暂时 用 (y1,… ,gm) 表示 R" 的 坐标 . 由 几何 假设 , 对 于 任意 给 定 
的 P= (后 ,y") 所 U, 需要 找到 (Zl, ,Tn ) E V, 使 得 点 Q@ 二 
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(zl zol zz) € 60 满足 
dist(P,00) = |P - Q|. 
因此 , 如 果 定义 U x Y 上 的 函数 
G[(y, ee ,7); (7 2" )] 
=(y 0) tt 2 ) ty fr, ,2 1))?, 


则 Q 一 (ZL ;ZTZL ,Zn 一)) 是 P= (yl ,Yy") 固定 时 浮 
数 G 的 极 小 值 点 . 我 们 得 到 , 对 于 s = 1,2,… ,n 一 1 


DG 
Oxs 


= -2 0) 2 fr) = 0 


即 
的 = 人 je 
反之 , 如 果 点 Q = (zl,… ,zm f(z1,… ,27-1)) E 9 和 点 P= 
(yr,… ,Vy") e U 满足 上 面 关 系 式 , 则 G 在 已 = (y!,… ,名 ) 固定 时 
于 Q 点 取 到 极 小 值 . 
现在 我 们 来 考虑 函数 方程 组 


OG ) 
Hiri (PQ) = -2 — £1) — 2(y" Na =0, 


将 这 一 组 方程 看 做 对 变量 ( 洲 ,… , 灵 ) 和 (z1,.… ,zm-1) 的 限制 关系 , 
则 利用 (0) 二 0(s = 1,2,.… ,n -1), 通过 直接 计算 不 难得 到 , 映射 


(站 oaeg)) 


在 已 = (0,… ,0) 点 关于 (zx1,… ,zx"-1) 的 Jacobi 行列 式 为 


02G -|2 (6 02 _Of_ 
OriOril 一 zi8z7 
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当 yr 充分 小 时 这 一 行列 式 不 为 零 . 因而 由 隐 函 数 定理 , 上 面 方程 组 可 
在 (0,… ,0) 的 邻 域 上 解 出 以 (z1,…. ,xz"-!) 为 因 变 量 , (y!,… ,y") 为 
自 变 量 的 函数 zs =z (yl… ,yy")(s=1,… ,n 一 1). 即 对 于 记 充分 小 
邻 域内 任意 给 定 的 (y!,… ,y"), 存在 唯一 的 (x1,… , x"!), 使 得 函数 


Gl{y’, 四 ,YS; 2), ,Zz" 1)] 
= tt + fe se) 


关于 变量 (z1,… ,z”-!) 取 最 小 值 的 判别 式 成 立 ( 即 一 阶 偏 导 都 为 零 ). 
而 由 函数 的 几何 定义 , 我 们 知道 最 小 值 是 存在 的 , 而 且 上 面 关于 极 值 的 
判别 点 是 唯一 的 , 因而 必须 是 函数 的 最 小 值 点 . 所 以 , 我 们 得 到 , 对 于 
给 定点 (y',… ,y"), 按照 上 面 隐 和 函数 的 关系 确定 的 点 


(z), 0 ,Tn_1; (ZL “0 A) 


就 是 (y!,… ,y") 到 边界 699 的 最 近 点 . 另外 , 由 于 上 面 函数 方程 组 中 
的 函数 都 是 一 1 阶 连续 可 导 的 函数 , 因而 由 方程 组 确定 的 隐 和 函数 zi = 
zi om)(s = 1,2,…,n 一 1) 也 是 一 1 阶 连续 可 导 的 函数 . 

将 (z1,… ,z"-!) 看 做 由 上 面 的 函数 方程 组 确定 的 、 关 于 因 变 量 
(y,… ,y”) 的 隐 函 数 , 我 们 得 到 


但 一 f(z1,… ,2z"-1) 在 QNnUv 上 大 于 零 ,在 (R"\0)NnUv 上 小 于 等 
于 零 , 因此 由 定义 得 


r(P) = (jz (9) 
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由 于 /是 大 阶 连 续 可 导 的 , 我 们 得 到 r(P) 是 大 _ 1 阶 连续 可 导 的 . 
由 上 式 容易 得 到 BY) 六 0, 因而 grad(r(P)) #0 
下 面 我 们 希望 进一步 证 明 +(P) 实际 是 阶 连 续 可 导 的 函数 . 为 
此 , 我 们 回 到 上 面 的 函数 方程 组 


DG 0 
SP 0)= -2 6) -2 f=0 
OG 0 
Orn-!1 sa (PQ)= -2 — 2") -2 —f) 3 =0, 


对 这 一 方程 组 关于 变量 yi 求 偏 导 , 则 当 i = 1,2,… ,n 一 1 时， 


Oxs ml Of (zl,... ,27-1) Ore \ Of 
(6 5] + 和 Dz Oy | Ozs 


天 一 1 


n jn- Of Ox: 0: 

一 (y 一 fz, . 1)) 2 Bars By 0; (2.3.5) 

而 i1=n 时 , 上 式 关于 y" 求 偏 时 为 
Bzs 1 Bcl ,2"1) Bo of 
Ovy" 十 人 Orr Bm Ors 

mr1 Of Ork 
-rie ~ f(z, )S Br 知 | - 0. (2.3.6) 
现在 我 们 来 求 函数 r(y!,… ,如 ) 的 偏 导 . 当 ;i = 1,2,… ,n 一 1 时 ， 
Gory, 全 01 pr 

7 二 熙 条) 1+ > (i) 


六 区 Of Ort 
P| 1 Oxs OrsOr® Oyi 


J 


将 上 面 和 式 中 第 二 部 分 的 分 子 表示 为 
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n—l —1 02f Ort of 
2 lo 一 万 2 OrsOrt 各 Drs (2.3.7) 


并 利用 (2.3.5) 中 


Or < 81(zl ,71) Ort \ Of 
一 (6s 一 By) 十 (E a By | Br 


代替 (2.2.6) 中 [ ] 内 的 部 分 , 我 们 得 到 , 当 i = 1,… ,n 一 1 时， 


Dr(y1， ”1 y") 


nl 2 
_ Of \? 6f 
加 + 二 (起 Dzi 


而 同样 的 计算 , 利用 (2.3.6), 我 们 得 到 


Or( 信 ， ””“ 2) 
Oy" 


是 上 阶 连续 可 导 的 函数 . 证 毕 . 


习题 二 
1. 证 明 : Cr 中 的 多 圆 盘 和 超 球 都 是 全 纯 域 . 
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2. 设 Qi 和 82z 分别 是 Cm 和 C" 中 的 全 纯 域 , 证 明 : Qi x Da 是 C"t™ 中 
的 全 纯 域 . 

3. 利用 定义 直接 证 明 : C”" 中 单位 球 是 全 纯 凸 域 . 

4. 利用 定义 直接 证 明 : C” 中 欧 氏 凸 域 是 全 纯 凸 域 . 

5. 设 9 是 全 纯 凸 域 , 证 明 ; 对 于 任意 Zo < 69, 存在 Q 上 的 解析 函数 FF(2)， 
满足 4 F(Z) = oo 

6. 设 Q Cc C" 是 区 域 , 证 明 : Q 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 件 是 对 于 Q 中 的 
任意 紧 集 K C Q, 如 果 以 六 表示 KK 的 全 纯 凸 包 ， 则 成 立 等 式 ro( 天 ,80) = 
ro( 下 ,60), 其 中 ro(K,6Q) 是 集合 天 到 边界 的 多 圆 盘 距离 . 

7. 设 Cc C" 是 区 域 , K 是 9 中 的 紧 集 , > = ro(K,00) > 0 是 本 章 第 1 
节 中 定义 的 KK 到 边界 的 多 圆 盘 距 离 , 设 天 是 天 在 9 中 的 全 纯 凸 包 . 证 明 : 对 
于 任意 Zo e 并 ,1(Z) e 4(9), f(2) 在 Zo 点 展开 的 寡 级 数 在 多 圆 盘 D(Zo,7) 
上 收敛 . 

8. 利用 第 7 题 证 明 : 如 果 Qc C" 不 是 全 纯 域 , 则 存在 Zo e 9, 使 得 上 
的 解析 函数 都 可 通过 在 Zo 处 展开 的 容 级 数 解析 延 拓 到 比 9 更 大 的 区 域 上 . 

9， 证 明 : 9 C C” 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 件 是 对 于 9 中 任意 一 族 多 贺 
盘 D。(0,1), 如 果 UJ 8D。(0,1) 是 9 中 紧 集 , 则 UU D。(0,1) 也 是 9 中 紧 集 . 


10. 问 C” 中 的 单位 球 和 多 圆 盘 是 否 是 强 拟 凸 域 . 

11. 设 Q CC” 是 有 光滑 边界 的 区 域 , 如 果 Q 的 定义 函数 的 实 Hessian 甜 
阵 在 99 的 实 切 空间 上 是 半 正 定 的 , 问 9 的 定义 函数 的 复 Hessian 售 阵 在 69 
的 复 切 空间 上 是 否 仍然 是 半 正 定 的 . 

12. 设 Q Cc C” 是 全 纯 域 , 91 C Cm 是 区 域 , 如 果 存 在 满 的 , 且 逆 紧 的 全 纯 
映射 请 : 9 一 1. 证 明 : Qi 是 全 纯 域 . (这 里 映射 已: 9 一 Qi 称 为 逆 紧 映射 ， 
如 果 对 于 Q1 中 任意 紧 集 K, F-!1(K) 是 Q 中 的 紧 集 ,) 

13. 设 Q1 C C", Da C Cm 都 是 全 纯 域 , FF : Q1 一 Cm 是 全 纯 映 射 、 证 
明 : Q = {Ze Qi | 下 (2Z) e Q2} 是 全 纯 域 

14. 试 证 明 : 有 限 个 全 纯 域 的 交 和 并 仍然 是 全 纯 域 . 

15. 证 明 : 区 域 9 C C" 是 拟 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 Pe 9, 存 
在 一 的 邻 域 UV, 使 得 人 NU 是 拟 凸 域 . 

16. 证 明 : 区 域 Q C C" 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 P € 89, 存 
在 己 的 邻 域 D, 使 得 QnvU 是 全 纯 域 ( 即 一 个 区 域 是 否 是 全 纯 域 仅 是 一 个 关于 
其 边界 性 质 的 局 部 条 件 ). 
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17 证 明 : 在 BR \f(0,0] 上 4= 2 0 是 d 闭 的 一 次 微分 形式 ( 即 
= 0), 但 不 存在 Rz \{(0,0)} 上 的 函数 w, 使 得 du = Ye. 
18. 证 明 广 义 Cauchy 公式 : 设 D C C 是 有 光滑 边界 的 有 界 区 域 , 函 
数 f(2Z) 在 万 的 邻 域 上 对 于 实 变量 连续 可 导 , 则 对 于 任意 z € 忆 ， 


1 f(w) 1 Of(w) 1 
f(z) 一 pe / Savor / 0 Dz 人 Ad. 
oD D 


27i 


19. 设 复 平面 上 的 函数 f(2Z) 对 于 实 变量 连续 可 导 , 且 f(2Z) 有 紧 支 集 , 令 
g(z) = 去 儿 LW gw do 
Db 


证 明 ; 加 名 = f(z) 
20. 和 W = fdz! 十 … 十 fndz" 是 C" 上 有 紧 支 集 的 (0,1)- 形式 , 满 
足 6W =0, 令 


gz 2") -而 fl 1 2 ) A da 


证 明 : 6g = W, 且 9 也 有 紧 支 集 . 

21. 利用 20 题 证 明 下 面 一 般 的 Hartogs 现象 : 设 n > 1, K 是 区 域 DC C" 
中 的 紧 集 , 满足 D\ KK 是 连通 的 . 证 明 : D \ K 上 的 任意 解析 函数 可 解析 延 拓 
为 D 上 的 解析 函数 . 

22. 设 囊 , H2 都 是 Hilbert 空间 , 了 : Hi 一 Hz 是 一 稠 定 的 线性 算 子 . 证 
明 : T* 存在 , 且 T* 是 一 闭 算 子 , 而 如 果 T* : H2 一 Hi 也 是 稠 定 的 , 则 了 可 以 
延 拓 为 闭 算 子 . 

23. 设 Q C C" 是 区 域 , 证 明 : Co (9) 是 Ze (有 中 的 笛子 集 . 


起 
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在 这 一 章 中 我 们 将 给 出 复 流 形 的 定义 , 讨论 复 流 形 的 基本 性 质 . 对 
于 复 流 形 的 研究 , 我 们 首先 需要 构造 一 些 标准 复 流 形 , 并 讨论 一 般 的 复 
流 形 与 这 些 标 准 复 流 形 的 关系 . 例如 , 怎样 表示 一 般 复 流 形 到 这 些 标准 
复 流 形 的 解析 映射 , 什么 样 的 复 流 形 能 够 成 为 这 些 标准 复 流 形 的 复 子 
流 形 , 等 等 . 对 于 微分 流 形 , 由 著名 的 Whitney 幅 入 定理 , 我 们 知道 任 
意 ” 维 微分 流 形 都 是 实 向 量 空间 有 R2"+1 的 子 流 形 . 因此 在 微分 流 形 的 
讨论 中 , 以 R" 作为 标准 流 形 就 足够 了 . 但 是 , 对 于 复 流 形 , 除了 以 我 
们 熟知 的 n 维 复 向 量 空间 C" 作为 标准 复 流 形 外 , 由 解析 函数 的 最 大 
模 原理 不 难 理解 , 在 紧 复 流 形 上 不 存在 非常 值 的 解析 函数 , 因而 不 存在 
紧 复 流 形 到 Cn 的 非 平 凡 的 解析 映射 ， 所 以 对 于 紧 复 流 形 的 讨论 , 我 
们 需要 特别 构造 一 类 标准 复 流 形 一 复 投影 空间 CP". 这 一 章 里 我 
们 还 将 给 出 一 般 复 流 形 到 复 向 量 空间 C" 和 复 投影 空间 CP" 的 解析 
映射 的 表示 . 在 本 书 中 关于 复 流 形 我 们 希望 讨论 的 基本 问题 是 : 什么 
样 的 复 流 形 能 够 成 为 标准 空间 C" 和 CP" 的 复 子 流 形 . 本 章 我 们 将 给 
出 Cn 中 的 复 子 流 形 一 Stein 流 形 的 特征 , 在 本 书 的 第 7 章 中 我 们 
将 重点 讨论 紧 复 流 形 , 并 给 出 复 投影 空间 CP" 中 的 复 子 流 形 一 一 代 
数 流 形 的 特征 . 


83.1 复 流 形 
设 8 是 C" 中 的 区 域 , 如 果 映 射 


下 :0 一 Cm， (2, yy (OO 
的 每 一 个 分 量 wi = wii(z,… ,z") 都 是 9 上 的 解析 函数 , 则 称 下 为 9 


到 Cm 的 解析 映射 . 设 91 和 0 都 是 C" 中 的 区 域 , 如 果 解 析 映 射 己 : 
mi 一 as 有 逆 映 射 F-1 : Qz 一 Q1, 并 且 道 映射 F-! 也 是 解析 的 , 则 
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称 下 为 解析 同 胚 , 如 果 映 射 已 : Qi 一 02 是 解析 同 胚 , 则 容易 看 出 区 
域 9。 上 的 函数 f : 92 一 C 为 解析 函数 的 充分 必要 条 件 是 fo 已 是 Di 
上 的 解析 函数 . 因此 , 对 于 解析 同 胚 的 区 域 , 其 上 的 解析 函数 理论 是 一 
样 的 , 我 们 可 以 将 解析 同 胚 的 区 域 等 同 起 来 . 利用 这 样 的 等 同 , 我 们 就 
可 以 在 更 一 般 的 空间 一 一 复 流 形 上 来 讨论 解析 函数 的 理论 了 . 下 面 
我 们 先 给 出 复 流 形 的 定义 ， 

定义 3.1.1 设 M 是 连通 且 具 有 可 数 基 的 Hausdorf 空间 , 如 果 
存在 M 的 一 个 开 覆 盖 {U。}, 使 得 在 每 一 个 VU。 上 能 够 给 一 个 拓扑 同 
胚 ho : Us 一 Wo, 满足 Ws 是 C" 中 的 区 域 , 而 当 Us Ug 了 2 时 , 映 
射 

heoha! :ha(Ua NUg) — he(Uo MN Ug) 
是 Cn 中 开 集 hse(Us Us) 到 hae(Uo Ua) 的 解析 同 胚 , 则 称 M 为 m 
维 复 流 形 . 

在 上 面 定义 中 , 如 果 Hausdorff 空间 M 同时 是 紧 致 的 拓扑 空间 ( 即 
开 和 覆盖 定理 在 M 上 成 立 ), 则 称 M 为 紧 复 流 形 . 

如 果 M 是 复 流 形 , {Us。} 和 {ha} 分 别 是 满足 上 面 定义 的 开 覆 盖 和 
映射 , 则 {U6, ha} 称 为 复 流 形 M 的 一 个 坐标 覆盖 . 对 于 M 中 的 点 已 E 
Uo 设 ho(P) = (z4(P),… ,z2(P)) < C", 我 们 称 (z1(P),… ,z?2(P)) 
为 已 点 对 je 的 局 部 坐标 . 下 面 讨论 中 , 为 了 符号 简单 , 我们 将 省 去 ho 
当 Pe Uo nvUs 时 , 利用 局 部 坐标 可 将 映射 

ha ohz! :ha(Ua MN Ua) — ha(Uo MN Ug) 
表示 为 C" 中 区 域 之 间 的 解析 映射 
(z2(P),- ,22(P)) > (28(P), ,28(P)), 
这 一 映射 称 为 坐标 变换 . 由 于 解析 函数 的 性 质 在 解析 同 胚 变 换 下 是 不 
变 的 , 或 者 说 在 上 面 的 坐标 变换 下 不 变 , 因而 我 们 可 以 将 C" 中 区 域 上 
关于 解析 函数 的 各 种 讨论 推广 到 复 流 形 上 ， 例 如 , 我 们 可 以 将 解析 函 
数 的 概念 推广 为 复 流 形 之 间 的 解析 映射 . 

定义 3.1.2 设 Mi 和 Ms2 分别 是 ”维和 m 维 的 复 流 形 , F : 

Mi 一 Mz 是 Mi 到 Mi 的 映射 , 如 果 下 满足 : 对 于 任意 点 Pe Mi 分 
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别 存在 P 点 和 F(P) 点 的 局 部 坐标 (z!,… ,z") 和 (w!,… ,w"™), 使 
得 映射 F 用 局 部 坐标 表示 为 

(2 ,2") > (wl, ,WwW™) 
时 , 是 C” 中 开 集 到 Cm 中 开 集 的 解析 映射 ， 则 称 FF 为 复 流 形 Mi 
到 Ma 的 解析 映射 . 复 流 形 M 到 复 平 面 C 的 解析 映射 称 为 复 流 形 M 
上 的 解析 函数 . 

如 果 对 于 解析 映射 : Mi 一 M2, 存在 解析 映射 G : M2 一 Mi， 
使 得 oG = Id,Go = Id (这 里 Id 表示 恒 等 映 射 ), 则 称 为 解析 
同 胚 , 称 G 为 下 的 逆 映 射 , 称 Mi 与 Ma 为 解析 同 胚 的 复 流 形 . 

设 M 是 拓扑 空间 , 如 果 在 M 上 存在 两 个 坐标 覆盖 {U6, hs。} 和 
{Ue, he}, 使 得 M 都 成 为 复 流 形 , 并 且 将 这 两 个 坐标 覆盖 放 在 一 起 
后 仍然 是 M 的 坐标 覆盖 , 即 {U6, Dw,ho, hw} 也 满足 复 流 形 定义 中 
坐标 覆盖 的 条 件 , 则 称 {U6, ha} 和 {Uo, ha} 是 彼此 相 容 的 坐标 覆盖 ， 
由 {ha} 和 {how} 给 出 的 局 部 坐标 是 彼此 相 容 的 局 部 坐标 . 对 于 后 面 的 
讨论 ,在 使 用 复 流 形 的 局 部 坐标 时 , 对 于 彼此 相 容 的 局 部 坐标 , 我 们 将 
不 加 区 别 . 下 面 我 们 先 给 出 一 些 复 流 形 的 例子 . 

例 1 Cr" 和 Cn 中 的 区 域 都 是 复 流 形 . 

为 了 得 到 更 多 的 复 流 形 的 例子 , 我 们 这 里 对 多 元 解析 函数 的 隐 函 
数 定理 做 一 点 简单 介绍 . 

定理 3.1.1 ( 隐 范 数 定理 ) ” 设 F(z!,… ,z") 是 区 域 Q C C" 上 
的 解析 函数 , 如 果 在 点 Z0 = ( 妇 ……, 好 ) Enm， 


OF n 
下 (2 ,28) =0, Boi (28) #0, 


则 存在 ( 难 ,… , 始 ) 的 一 个 令 域 O 和 (好 ,好 ) es Cn 的 一 个 邻 
域 W, 以 及 上 唯 - 的 一 个 解析 函数 z! = h(z?,… ,z"), 使 得 (2 

z") E O 是 方程 F(z!,… ,z") = 0 的 解 的 充分 必要 条 件 是 存在 (z2,…… ， 
z7) E W, 满足 zl = h(z?,… ,z"). 即 函数 正在 开 集 O 上 的 零点 集 可 
以 表示 为 W 上 的 解析 函数 z! = h(z2,… , z") 的 图 像 


{Ch(22,.. ,2"), 22,. .+ | (22,... ,2") € WwW}. 
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证 明 ” 设 对 于 j==1,2,… ,n, zi 二 zi 十 iyi, 其 中 xi 和 yy 都 是 实 
变量 , 设 
F(z!,... ,2") 
= Uv, ,Te A CRO 
是 下 对 实 变 量 的 分 解 . 由 Cauchy-Riemann 方程 知 


DL ay 18 
8zl Ozl To gp Oy! 


OF 
由 于 5 了 (2 20) 天 0， 因而 
8(U,V ， 
1) 
aU n OV 
一 7 (To, 7 Oy (ZO, “ , 20; 0) 
OU 了 n OV A 
一 
OU ml ,Tov | 
-la + [ 030 


AE ? 


| 3F(20) 2 


了 关 0 即 Ee 
即 函数 U,V 关于 变量 (zl, 凡 ) 的 Jacobi 行列 式 在 Zo 点 不 为 零 . 由 此 ， 
利用 数学 分 析 中 关于 实 函数 的 隐 函 数 定理 , 我 们 知道 , 由 方程 
BA 
人 2) 一 0， 
我 们 可 在 点 (z8,… ,7X8; 急 ,… ,多 ) 的 邻 域 上 解 出 可 微 函 数 
zr! 三 ZL(Z2，，， ,PY ,Y"), 
| = (0, 7 7). 


将 其 用 复 变量 表示 为 z! = h(z?,… ,z"), 则 由 


F(h(z?, 本 ;2 … ,2”) 三 0, 
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我 们 得 到 对 于 i = 2,… ,n, 恒 有 
OF(h(z2,. ,2°),20,. ,29) _ OF Oh 
Oz Oz1 Oz 
oF 、 和 OP 
但 由 条 件 Bt #0 所 以 必须 一 =0, 即 zl = h(z?,… ,z") 是 解析 函 
2 Oz 
利用 隐 函 数 定理 , 我 们 可 以 给 出 更 多 的 复 流 形 的 例子 . 
例 2 设 F(z!,…,z") 是 区 域 9c C"” 上 的 解析 函数 , 令 


2Z(F)= {2 EQ| F(Z)=0}). 
如 果 对 于 任意 点 Ze 2Z(), 恒 有 
grad(F)(2) = (Fa(2), (0) ) #0, 


则 Z(F) 的 每 一 个 连通 分 支 都 是 n -1 维 的 复 流 形 , 
结论 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
一 般 地 , 对 函数 的 个 数 应 用 归纳 法 , 则 有 下 面 形式 的 隐 函 数 定理 . . 
定理 3.1.2 ( 隐 函 数 定理 ) 设 


两 (z1,…， ) 2 ) 机 (2 ,2") 
是 区 域 9 c C" 上 的 个 解析 函数 , 如 果 点 2o = ( 惟 ,… ,好 ) EQ 满 
足 (20) = 0,… , 玉 (20) = 0, 并 且 斑 ,… , 锯 . 关于 变量 z1,… ,z" 
的 Jacobi 矩阵 


0 一 


D(Fi,.. , 五 】 a] 


Dz, 2") [O27 jcn 
在 Z0 = ( 台 ,… ,好 ) 的 秩 为 7, 假定 其 中 
D(F, ,Fr) 1 mA OF:(Z0) 
det 万 CD ,zr) (20，…… ,20) = D2 ci jer 0, 


则 存在 (如 ,… , 3) 的 一 个 邻 域 UV 和 (zf , 邓 ) 在 C"-” 中 的 一 
个 邻 域 V, 以 及 V 上 唯一 确定 的 + 个 解析 函数 


zl 一 ja (zrTT 2) ,2 一 hr(2"t1,... , 27) 
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使 得 (z!,… ,z") e U 满足 
Ri(zl,. , 27) = 0,.…. ,机 (2 , 22) 一 0 
的 充分 必要 条 件 是 
绀 二 站 (zr4 20) ,2 = h(t, 2). 


如 果 利用 解析 映射 的 语言 , 多 个 函数 的 隐 函 数 定理 也 可 以 等 价 地 
表示 为 : 映射 了 一 U0， 
(zl ，。。 , 27] 
oy (Pa(z7+1T 29) ， ,hr (zl, , 2"), 27 二 1 , 2") 


的 像 集 与 方程 组 


F(z!, ,2")= 0, 

在 UV 上 的 解 相同 , 或 者 说 , 在 Uc C"” 上 , 上面 方程 组 所 有 的 解构 成 的 
集合 与 C"-" 中 的 区 域 Y 一 一 对 应 . 如 果 用 复 流 形 的 语言 , 则 可 说 V 
”的 坐标 (z"+1,…. ,z") 给 出 了 方程 组 的 解 空间 在 UV 上 的 局 部 坐标 . 

作为 隐 函 数 定理 的 特例 , 成 立 下 面 的 逆 变 换 定理 . 

定理 3.1.2'′( 逆 变换 定理 ) ”如 果 定 义 在 区 域 0 C C* 上 的 解析 
上 映射:; (za (om 在 和 En 处 满足 

oo 

则 存在 2 的 邻 域 UV 和 F(2o) 的 邻 域 V, 使 得 下: U 一 V 是 解析 同 
胚 


(2Z0) =n, 


上 面 两 个 定理 的 证 明 方 法 与 数学 分 析 中 多 个 函数 的 隐 函 数 定理 和 
逆 变 换 定理 的 证 明 方 法 基本 相同 (参阅 文献 [2]), 这 里 就 不 讨论 了 . 
作为 隐 范 数 定理 和 逆 变 换 定理 的 应 用 , 如 果 我 们 利用 在 上 面 的 隐 
函数 定理 中 给 出 的 C"…” 中 区 域 Y 与 解析 函数 下 (zl,… 2 ， 
到 (z1,…,z") 在 UV 上 的 公共 零点 集 的 一 一 对 应 , 将 V 看 做 是 这 些 
函数 公共 零点 集 的 局 部 坐标 , 假定 
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D i, 。。 ,Fr 
D(z!, ,Zn 
在 丽 (20 27),… ,五 (z1,… ,z") 的 公共 零点 上 处 处 成 立 , 则 不 难 
看 出 互 (z1,… 2) 及 ( 红 ,209) 的 公共 零点 所 成 集合 的 每 一 个 
连通 分 支 都 是 n 一 7 维 的 复 流 形 . 我 们 一 般 称 这 样 的 复 流 形 为 Cn 的 
复 子 流 形 . 

利用 上 面 的 隐 函 数 定理 , 通过 解析 函数 的 公共 零点 集 可 以 构造 出 
各 种 复 流 形 . 另 一 种 构造 复 流 形 的 方法 是 通过 商 空间 得 到 的 . 下 面 我 
们 介绍 其 中 最 重要 的 一 类 紧 复 流 形 复 投 影 空间 . 

首先 以 (z0,z1,… ,z") 表示 Cn+l 的 坐标 , 集合 C"+t1\ {0} 显然 
是 n+1 维 的 复 流 形 . 我 们 在 C"+I\{0} 上 定义 一 个 关系 ~ 为 : 如 果 对 
于 Cn"+l\{0} 中 的 两 个 元 素 (z0,… ,z") 与 (wu0 ,w"), 存在 和 EC, 
使 得 


rank 


) _， 
) 


(29， 。.。 ， ; 2) 一 和 (au ， ,，. ,WW"), 
则 称 (z0,.… ,z") 与 (wo,… ,w?*) 有 关系 ~， 记 为 (20,…,z") ~ 
(wo, ,tm). 
不 难看 出 ~ 是 C"+1\{0} 上 的 一 个 等 价 关系 , 因此 ~ 将 C"+LN{0} 
分 解 为 互 不 相交 的 等 价 类 的 并 . 而 由 定义 容易 得 到 , 关系 ~ 的 每 一 个 
等 价 类 是 C"+? 中 一 过 原点 但 不 包含 原点 的 复 平面 . 我 们 将 C*+1\ {0} 
关于 ~ 的 等 价 类 全 体 构成 的 集合 记 为 CP", 即 


Cp" = {C"+1\ {0}}/ ~. 


以 [z0,-…,z"] 记 (z0,… ,z?) 所 在 的 等 价 类 ，(z0,… ,z") 称 为 点 
[z0,… ,2"] 的 齐 次 坐标 . 下 面 我 们 希望 在 CP" 上 定义 出 一 个 结构 , 使 
之 成 为 复 流 形 . 为 此 我 们 需要 先 在 CP" 上 定义 一 个 拓扑 结构 . 首先 对 
于 i=0,1,.…,n, 令 


Ui = {le ,2"] € CP" | zi #0). 
固定 i, 对 Ui 中 每 一 个 点 [z0,… ,z"], 可 选 出 唯一 的 一 个 代表 元 素 


0 i—l1 ?十 1 n 
(2 ;1,2 ;之 ). 
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这 一 代表 元 素 利 用 [z%,.… , z"] 的 齐 次 坐标 (z?,.… ,z") 也 可 表示 为 


20 2 一 zit!l zn 
2 之 2 Z 
» 一 ™, 
利用 这 一 表示 , 定义 映射 
hs ; U:; 一 C™,; 
0 zd 2 一 1 zit1 zn 
[z 》 3 ] PD i ; 全 7 Pt 9 
4 4 之 4 
0 ?一 ,itl n 
Zz 4 4 之 n 
WE 2 Pk 2 ) yt € C ) 
Zz Zz Zz 


不 难看 出 hi 是 集合 Ui; 到 Cn 的 一 个 一 对 一 的 映射 . 按照 复 流 形 对 华 
标 覆 盖 的 要 求 , 我 们 将 这 一 映射 看 做 拓扑 同 胚 , 即 集合 Oc Ui; 是 开 集 ， 
当 且 仅 当 hi(0) 是 Cr 中 的 开 集 ， 利用 此 , Us 成 为 拓扑 空间 ， 下 面 我 
们 将 标 与 Cn 等 同 . 称 (5 人 为 上 的 非 


齐 次 坐标 . 这 里 为 了 区 别 齐 次 与 非 齐 次 坐标 , 我 们 暂时 用 (ww,… ,2w") 
记 Cn 的 坐标 , 将 h; 表示 为 


了 zt 


z0 pa zit!1 zn 
he 2 和 
Pa 


对 于 2 一 09 六 在 天 站 历 上 ， 映射 hj; oj 可 以 表 
示 为 


0 ?一 工 ?十 1 nT 
ZZ Z 儿 
Po (0 or 一 
2 旋 VA 
z0 zi-l zitl 2 
| 一 一 
2 2 2 27 
zi zo Zi- zit!l 2 
i 
2 儿 ZZ Zz 
1 n 
(Wi ,WW ) 
1 
1 ny _ —1 1 ny 1 nn 
(wi ,7) = hy oh 人 
t 
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Pro j 是 C" 中 开 集 {(wi,:. 8) € Cr | wi 0} 到 C” 中 开 
集 {(wwj,… ,w?) e Cn | wi 了 才 0} 的 解析 同 胚 . 特别 地 , hjohi 也 是 拓 
扑 同 胚 . 我 们 得 到 , 利用 h; 和 h; 在 Ui U; 上 得 到 的 拓扑 结构 相同 ， 
由 此 CP" 成 为 一 拓扑 空间 .而 将 {hi}i=01..…n 作为 CP”" 的 坐标 
覆盖 , 我 们 得 到 CP" 是 一 复 流 形 , 称 为 n 维 复 投影 空间 . CP" 是 复 流 
形 C"+ \ {0} 对 于 等 价 关系 ~ 的 商 流 形 , 

下 面 我 们 进一步 证 明 CP" 实际 是 紧 复 流 形 ， 对 此 我 们 仅 需 证 
明 Bolzano 定理 在 CP" 上 成 立 , 即 CP” 中 任意 点 列 都 含有 收敛 子 列 ， 
设 {PB = [z2,… ,z 下 } 是 CP" 中 一 个 给 定 的 点 列 , 选取 C"+iN{0} 中 的 
点 列 {24 = (z0,… , 2)} 使 得 24 是 Pi 的 代表 元 素 . 对 (22,… , 台 ) 的 
每 个 分 量 逐 一 讨论 , 则 容易 得 到 , 存在 一 个 分 量 , 例如 , {z%}, 以 及 ko € 


N 满足 对 于 任意 > ho, 双关 0， 而 {( 委 a, 第 Cn 中 的 有 界 序 


列 利用 C" 中 的 任意 有 界 序列 都 存在 收 生子 列 , 可 设 和 (要,… ,一 
Zk 
收 敏 ， 因 此 ,如 果 选 Z% = (5 区.， 等 为 PP 的 代表 元 素 , 则 序 
2 


列 {Z4} 在 CPn 的 坐标 覆盖 {Ui, hi}i-0,1.…n 中 的 开 集 Co 内 , 由 于 Uo 
与 Cn 拓扑 同 胚 , 因而 {Zi} 在 Vo 中 收敛 , 由 此 得 到 序列 {Pe} 在 CP” 
中 收敛 . CP" 是 一 紧 致 拓扑 空间 , 因而 是 紧 复 流 形 . 

固定 CP" 的 坐标 覆盖 {Ui, hi}i_0.1.…,n 中 的 开 集 

Uo= {[2,.. ,2 Ee CP" | 0 
则 由 定义 得 
CP" \Vo= 人 EC \ {0}}. 
因而 利用 投影 空间 的 定义 容易 看 出 CP" \ Un 与 CP”! 同 胚 . 但 我 们 
知道 Do 与 C" 同 胚 , 利用 这 样 的 同 胚 关系 , 我 们 得 到 
CP"=UufCP"\U =CrUCP" 

因此 , n 维 复 投影 空间 Cp" 可 看 做 是 在 不 紧 的 ” 维 复 向 量 空间 C" 上 
加 了 一 个 n 一 1 维 复 投影 空间 CP"-! 后 所 成 的 紧 复 流 形 , 所 以 CP" 
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也 称 为 C" 的 紧 致 化 流 形 . 这 时 , CP"-I = CP"r\ Uo 也 称 为 0 = Cn 
的 无 穷 远 部 分 . 例如 , CP! = CUCP9 = CU {foo} 就 是 我 们 在 单 复 变 
函数 论 中 经 常用 到 的 Riemann 球 (参阅 文献 [3]). 

同样 类 比 于 CPI = CU {oo}, 对 于 C" = Uw 中 任意 给 定 的 一 个 非 
零 复 向 量 Z = (z1,… ,z"), 集合 Pz = {A(z1,… ,2z") | 和 EC} 是 由 这 
一 向 量 在 C"* 中 生成 的 一 个 过 原点 的 复 平面 . 这 一 平面 在 CP"\ Uo = 
CP" : 中 唯一 地 确定 了 一 个 点 [0, z1,… ,z"] €& CP"-1. 如 果 将 这 一 点 
看 做 复 平面 Pz 的 无 穷 远 点 coz, 则 Pz U {co0z} = CP! 是 一 Riemann 
球 , 而 这 时 分 解 CP* = C" UCP"-1 也 可 表示 为 

CP*=C"UCP"™!= | (®& U co) 
ZECn\{0} 
其 中 Pz C C",coz E CP"-1. 当然 , 在 上 面 等 式 中 , 如 果 Z 和 2/ 在 同 
一 复 平面 上 , 即 存在 入 e C, 使 得 2 = AZ', 则 PzU{o0z} = Pz'U{o0z}. 
利用 这 一 观点 , CP" 可 以 看 做 是 对 Cn 中 每 一 个 过 原点 的 复 平面 
Pz = {A2 ,2") | AEC} 

添加 了 一 个 无 穷 远 点 [0, z1,… ,2 < CP"-1 后 形成 的 紧 复 流 形 . 所 以 
复 投影 空间 是 Riemann 球 的 自然 推广 . 

作为 复 投影 空间 的 一 个 应 用 , 下 面 我 们 来 讨论 多 元 多 项 式 公共 零 
点 集 的 紧 致 化 问题 . 

设 P(zl,… ,Z7) EC[z ,zz] 是 一 给 定 的 关于 (z1,…… ,2Z7) 的 天 
次 多 项 式 , 其 中 天 > 0. 令 

Z(P)= {(2 ,2") EC™ | 己 (z , 2] 一 0} 

为 P(z1,… ,z") 的 零点 集 , 这 时 Z(P) 是 Cr 中 一 个 非 紧 的 集合 . 由 于 
紧 的 集合 显然 比 非 紧 的 集合 容易 讨论 , 而 按照 上 面 投影 空间 的 描述 , 如 
果 我 们 将 CP" = C" UCP"-1 看 做 Cn 的 紧 致 化 , 则 可 以 考虑 Z(P) c 
Cr 在 CP” 的 风蚀， 使 之 成 为 紧 集 ， 对 于 这 一 过 程 , 基本 的 做 法 是 
以 [z0,z1,… ,z"] 表示 CP" 的 齐 次 坐标 , 令 砚 = {[z0,z1,.… ,2"] € 


CPr | z0 六 0}, 则 利用 蕊 的 非 和 次 站 标 (1 三 本 所 ) 我 们 可 将 友 
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等 同 于 C". 对 于 (z1,… ,z") 的 上 次 多 项 式 P(z1,… ,z"), 令 
P(z0,z1,... ,2") = CP (S$, 乞 )， 


20 20 
则 BP(z0,z1,… ,z") 是 (z0,z1,… ,za) 的 上 次 齐 次 多 项 式 . 利用 多 项 
式 PP(z0,z1,… ,2z*) 的 齐 次 性 , 满足 P(z0,z1,… ,2z") = 0 的 点 (20， 
z") 仅 与 齐 次 坐标 [z0, z1,… , z"] 代表 的 等 价 类 有 关 , 与 具体 的 
表示 无 关 . 因而 , 如 果 令 
2Z(P) = {2°, z!,... ECP" | P(20, 21,... ,2") =0}， 
则 歹 盏 是 CPn 中 的 闭 集 , 因而 是 紧 集 . Z(P) 就 是 Z(P) c Uo 在 CP" 
中 的 闭 包 , 这 时 2(P)n t= 2Z(P). 而 如 果 将 P(2) 分 解 为 
P(2)= PB(Z)+ Pi(Z)+:…+ PP.(Z), 

其 中 对 于 i = 0,… ,k, (2) 是 由 P(2Z) 中 次 数 为 i 的 项 组 成 的 i 次 齐 
次 多 项 式 . 则 Z(P)\2Z(P) Cc CP"-1 就 是 P(2) 的 次 齐 次 部 分 P.(2) 
在 [0,z!,… ,z"] € CP"-1 中 的 零点 集 , 因而 可 将 其 看 做 是 Z(P) 的 无 
穷 远 部 分 . 

一 般 地 , 对 于 多 个 多 项 式 的 公共 零点 集 , 同样 由 于 紧 集 的 讨论 比 非 
紧 的 集合 更 容易 , 所 以 我 们 通常 用 CP* 上 多 个 多 元 齐 次 多 项 式 的 公共 
零点 集 代替 C" 中 多 个 一 般 多 元 多 项 式 的 公共 零点 集 来 进行 讨论 . 对 
此 , 我 们 有 下 面 定 义 . 

定义 3.1.3 ”CP" 中 一 族 多 元 齐 次 多 项 式 的 公共 零点 集 称 为 代数 
子 簇 . 如 果 一 个 代数 子 艇 同时 也 是 复 流 形 , 则 称 为 代数 流 形 . 

代数 子 簇 是 代数 几何 研究 的 基本 对 象 , 对 于 多 复 分 析 , 则 需要 讨论 
什么 样 的 紧 复 流 形 是 代数 流 形 . 在 本 书 第 7 章 中 , 我 们 将 给 出 代数 流 形 
的 特征 . 下 面 定理 则 给 出 了 复 投 影 空间 中 的 正则 子 流 形 与 齐 次 多 项 式 
公共 零点 集 的 关系 (这 里 关于 正则 子 流 形 的 定义 , 见 本 节 的 定义 3.1.7). 

定理 ( 周 纬 良 (Chow Wei-Liang) 定理 ) ”如 果 M C CPn" 是 
正则 子 流 形 , 则 存在 一 族 齐 次 多 项 式 , 使 得 M 是 这 一 族 齐 次 多 项 式 的 
公共 零点 集 . 即 CP" 中 的 任意 正则 子 流 形 都 是 代数 子 艇 , 因而 是 代数 
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周 纬 良 定理 的 证 明 超出 了 本 书 的 讨论 范围 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 
其 他 文献 . 

构造 复 流 形 的 另 一 种 常用 方法 是 通过 已 知 的 流 形 来 寻找 其 中 的 子 
流 形 , 例如 , 利用 隐 范 数 定理 , 通过 解析 函数 的 公共 零点 集 , 我 们 可 以 
构造 出 复 向 量 空 间 中 的 许多 复 子 流 形 , 而 通过 齐 次 多 项 式 的 公共 零点 
集 , 我 们 可 以 构造 出 复 投影 空间 中 许多 紧 的 复 子 流 形 . 对 于 一 般 的 复 
流 形 , 我 们 有 下 面 定义 . 

定义 3.1.4 设 M 是 维 复 流 形 , N 是 M 中 的 连通 子 集 , 如 果 
对 于 任意 点 Pe N, 存在 PP 的 令 域 UC M, 以 及 M 在 UU 上 的 局 部 坐 
标 (z!,.… ,z"), 使 得 z!(P) = 0,… ,z"(P) =0, 而 


UNN= {2 ,2) | 2 = .= = 0), 


则 称 N 为 M 的 mm 维 复 子 流 形 . 

对 于 M 的 复 子 流 形 N, 首先 我 们 在 N 上 定义 拓扑 结构 为 : 集 
合 O CN 称 为 N 中 开 集 , 如 果 存 在 M 中 开 集 0, 使 得 O = On N. 
NN 上 的 这 一 拓扑 结构 称 为 N 在 M 中 的 相对 拓扑 . 由 于 M 是 具有 可 
数 基 的 Hausdorff 空间 , 因而 不 难得 到 N 也 是 具有 可 数 基 的 Hausdorf 
空间 ， 而 对 于 任意 P <s N, 利用 上 面 定义 中 的 局 部 坐标 (z1,… , z")， 
易 知 (z,… ,zm) 是 N 在 M 中 相对 开 集 UNnN 上 的 局 部 坐标 . 由 此 
利用 NN 在 M 中 的 相对 拓扑 和 局 部 坐标 (z1,… , zm), 容易 看 出 N 是 
一 m 维 复 流 形 . 

一 般 地 , 设 M1 和 MM 分 别 是 m 维和 nn 维 复 流 形 (m < n), FF : 
JM1 一 Ma 是 解析 映射 . 如 果 在 点 Pe Mi, 分别 存在 PP 点 和 F(P) 点 的 
局 部 坐标 (2 … ,z”) 和 (wi,… ,w”), 使 得 上 映射 五 在 PP 点 的 Jacobi 


D(w!, wr) 、 
算 降 中 满足 
1 也 
rank 忆 人 2 )=m, 


则 利用 隐 和 函数 定理 可 以 看 出 , 存在 忆 点 的 邻 域 O 和 FLP) 点 的 邻 域 0， 
以 及 M2 在 U 上 的 局 部 坐标 (让 … , 加 ), 使 得 
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F(O)NU = {(W,. ,| 让 


因此 F(0) 是 Ma 的 m 维 复 子 流 形 . 而 另 一 方面 不 难看 出 , 映射 斑 在 
一 个 点 的 Jacobi 矩阵 的 秩 与 局 部 坐标 选取 无 关 , 由 此 我 们 有 下 面 两 个 
定义 . 

定义 3.1.5 设 Mi 和 Ma 分 别 是 m 维和 nn 维 复 流 形 (m < n)， 
下 :Mi 一 Mz 是 解析 上 映射. 如果 对 于 任意 点 Pe Mi, 映射 已 在 已 点 
的 Jacobi 矩阵 的 秩 都 是 m, 则 称 下 为 处 处 满 秩 的 映射 , 称 F : Mi 一 
M2 为 流 形 Mi 到 流 形 Ms 的 漫 入 映射 ， FP(M1) 为 M2 中 的 浸入 子 
流 形 . 

定义 3.1.6 设 Mi 和 2 分 别 是 m 维和 mn 维 复 流 形 (m < n)， 
解析 映射 已 : Mi 一 Ma 是 浸入 映射 . 如果 下 同时 是 单 射 , 则 称 忆 : 
Mi 一 M2 为 嵌入 映射 , 称 PCM) 为 M2 中 的 嵌入 子 流 形 . 

当下 : Mi 一 Mz 是 嵌入 映射 时 , 集合 F(M1) C M2 上 的 拓扑 
结构 是 F(M1) 作为 Ma 的 子 集 , 在 M2 中 得 到 的 相对 拓扑 . 而 下 : 
M1 一 F(Mi) 是 连续 映射 , 对 于 FM) 中 的 任意 开 集 O, FPF-1(0) c Mi 
是 Mi 中 的 开 集 , 但 是 对 于 Mi 中 的 开 集 0, F(O) C F(M1) 不 一 定 
是 F(M1) 中 的 开 集 , 即 F-! : F(Mi) 一 Mi 不 一 定 是 连续 映射 
而 五: Mi 一 了 FP(Mi) 不 一 定 是 拓扑 同 胚 , 同时 F(M1) 也 不 一 定 是 Mz 
的 子 流 形 . 针对 这 一 点 , 我 们 有 下 面 定 义 . 

定义 3.1.7 设 王 : Mi 一 Mo 是 嵌入 映射 , 如 果 对 于 集合 FM) 
在 M2 中 得 到 的 相对 拓扑 , 映射 已 : Mi 一 F(M1) 同时 是 拓扑 同 胚 , 则 
称 下: Mi 一 Ms 为 正则 嵌入 . 

如 果 下 : Mi 一 M2 是 正则 嵌入 , 则 FCM1) 是 Mz 中 的 复 子 流 形 ， 
同时 下 : Mi 一 FF(Mi) 是 解析 同 胚 . 这 时 称 Mi 为 Mo 的 正则 子 流 形 . 

对 于 嵌入 映射 的 讨论 , 一 个 基本 的 问题 是 : 怎样 保证 流 形 之 间 满 
秩 的 单 射 斑 : Mi 一 M2, 同时 满足 下: Mi 一 FP(Mi) 是 拓扑 辣 胚 . 对 
此 问题 , 我 们 通常 需要 对 映射 下 加 上 逆 紧 的 条 件 . 

定义 3.1.8” 设 议和 Xs 都 是 拓扑 空间 , 映射 已 : Xi 一 Xz 如 果 
满足 : 对 于 Xs 中 的 任意 紧 集 K, K 对 于 刁 的 逆 象 集 F-1(K) 是 Xi， 
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中 的 紧 集 , 则 称 FF 为 逆 紧 映射 (proper map). 

对 于 逆 紧 映射 与 拓扑 同 胚 的 关系 , 我 们 有 下 面 定理 . 

定理 3.1.3” 设 Mi 和 Ms 都 是 复 流 形 , 假定 映射 FF : Mi 一 Ma 
是 连续 的 单 射 , 如 果 玉 同时 是 逆 紧 映射 , 则 五 : M1 一 FM ) 是 拓扑 
同 胚 . 

证 明 ”由 于 已 是 连续 的 , 因此 F(Mi) 中 开 集 对 于 瓦 的 逆 像 是 Mi 
中 的 开 集 , 所 以 要 证 明 亚 : Mi 一 F(M1) 是 拓扑 同 胚 , 我 们 只 需 证 明 下 
将 Mi 中 的 开 集 上 映 为 F(M1) 中 的 开 集 . 对 此 , 我 们 只 需 证 明正 将 0 
中 的 闭 集 映 为 FP(M1) 中 的 闭 集 . 

设 SC Mi 是 闭 集 , {Pa} 是 F(S) 中 的 序列 ，lim Ps = 为, 则 和 集 
合 V = {P}U{B} 是 Mo 中 的 紧 集 . 由 假设 F-!1(V) ns c 5 是 紧 集 ， 
因而 序列 {F-1(P)} Cc 3 中 有 收敛 的 子 列 . 不 妨 设 F-1(P,) 一 Qo 则 
由 5 是 闭 集 得 Qo es 5, 而 由 古 的 连续 性 得 F(Q0) = DB, Bp Pe F(S), 
F(S) 是 闭 集 . 证 毕 . 

在 下 面 讨论 中 , 我 们 将 利用 逆 紧 的 条 件 来 给 出 流 形 的 正则 钳 入 . 如 
果 不 作 特别 说 明 , 我 们 假定 讨论 的 娩 入 映射 都 是 正则 的 贬 入 映射 . 

在 继续 讨论 之 前 , 我 们 先 来 说 明 我 们 需要 讨论 什么 样 的 问题 以 及 
其 中 的 主要 困难 是 什么 . 首先 , 如 果 将 这 一 节 在 上 面 所 有 讨论 中 的 复 
向 量 空间 C" 用 实 向 量 空间 R" 来 代替 , 将 解析 映射 用 光滑 映射 来 代 
蔡 , 则 利用 完全 同样 的 方法 , 我 们 容易 定义 出 相应 的 微分 流 形 、 可 微 映 
射 以 及 正则 子 流 形 等 ， 而 对 于 一 般 的 微分 流 形 与 实 向 量 空间 Rn" 的 关 
系 , 我 们 有 下 面 著名 的 Whitney 嵌入 定理 . 

Whitney 财 入 定理 ” 设 M 是 n 维 微分 流 形 , 则 

(1) 存在 M 到 R2" 处 处 满 秩 的 单 射 已 : M 一 R2", 即 M 总 是 R2" 
中 的 浸入 子 流 形 ; 

(2) 存在 M 到 了 R2"+1 处 处 满 秩 , 且 道 紧 的 单 射 已 : M 一 了 2"+1， 
即 M 总 可 正则 嵌入 到 R2*+1 中 成 为 R22+1 的 正则 子 流 形 . 

然而 遗憾 的 是 ，Whitney 赂 入 定理 对 于 复 流 形 是 不 能 推广 的 ， 实 
流 形 与 复 流 形 的 一 个 基本 差别 是 : 在 任意 实 流 形 上 存在 各 种 各 样 的 可 
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微 函 数 , 或 者 说 , 对 于 任意 实 流 形 M1 和 MM2, 存在 许 许 多 多 Mi 到 M。 
的 非 平凡 的 可 微 映 射 ， 然 而 , 在 考虑 复 流 形 时 , 由 于 多 元 解析 函数 的 
唯一 性 定理 和 最 大 模 原 理 等 因素 , 对 于 给 定 的 两 个 复 流 形 M1 和 W， 
在 什么 条 件 下 存在 非 平 凡 的 解析 映射 已 : M1 一 M2 是 一 个 讨论 起 来 
非常 困难 的 问题 . 例如 , 当 M 是 紧 复 流 形 时 , 如 果 是 M 上 的 解析 
函数 , 则 |f| 是 M 上 的 连续 函数 , 因而 由 紧 空间 上 连续 函数 取 到 最 大 
值 和 最 小 值 的 最 大 最 小 值 定理 得 , 连续 函数 | 有 | 在 M 中 某 一 点 取 到 
最 大 值 . 但 另 一 方面 , 解析 函数 满足 最 大 模 原 理 : 如 果 f 是 非常 值 的 
解析 函数 , 则 |f| 在 内 点 不 能 取 到 最 大 值 (参阅 本 书 第 1 章 ), 所 以 f 
在 M 上 必须 是 常数 . 我 们 得 到 在 紧 复 流 形 上 不 存在 非常 值 的 解析 函 
数 , 因而 不 存在 紧 复 流 形 到 C" 的 非 平凡 的 解析 映射 对 于 任意 复 流 
形 M, M 上 是 否 存在 非常 值 的 解析 函数 , 或 者 更 一 般 地 , M 上 是 否 存 
在 非常 值 的 亚 纯 函 数 ( 见 下 面 定义 3.1.9), 至 今 仍 然 是 一 个 十 分 难以 回 
答 的 问题 . 所 以 与 微分 流 形 理论 中 通常 只 需 考虑 有 " 的 正则 子 流 形 这 一 
点 不 同 , 对 于 复 流 形 , 紧 复 流 形 与 非 紧 复 流 形 需要 分 开 来 讨论 . 而 对 于 
复 流 形 的 嵌入 问题 , 紧 复 流 形 和 非 紧 复 流 形 分 别 需 要 利用 不 同 的 标准 
空间 . 

在 上 面 讨论 中 , 我 们 给 出 了 两 种 复 流 形 C"” 和 CP", 其 中 复 投 影 
空间 CP" 是 紧 复 流 形 . 将 这 两 种 复 流 形 作为 标准 空间 , 对 于 多 复 分 析 
这 一 理论 , 需要 研究 的 基本 问题 之 一 是 : 什么 样 的 复 流 形 能 够 成 为 这 
两 个 标准 空间 中 的 正则 复 子 流 形 . 这 里 我 们 先 来 讨论 怎样 表示 一 般 的 
复 流 形 到 这 两 个 标准 空间 的 解析 映射 . 

设 M 是 复 流 形 , 已 : M 一 Cn 是 解析 映射 , 表示 为 已 一 (FI(P)， 
(CDP)) 则 对 ;=1 ,mw fi(P) 都 是 M 上 的 解析 函数 . 反之 , 任 
意 给 定 M 上 n 个 解析 函数 户 (已 ,…… , "(PP), 我 们 得 到 M 到 Cn 的 
一 个 解析 映射 已 一 (f1(P),… ,了 "(P)). 要 使 得 M 能 够 成 为 Cn 的 复 
子 流 形 , M 上 必须 有 许 许多 多 的 解析 函数 . 当然 , 这 并 不 是 总 成 立 的 ， 
在 下 一 节 我 们 将 给 出 C" 中 复 子 流 形 的 特征 . 

如 果 M 是 紧 复 流 形 , 则 我 们 仅 能 考虑 M 到 复 投影 空 间 的 解析 映 
射 . 设 所 : M 一 CP" 是 一 解析 映射 , 类 比 于 上 面 Cn 的 情况 , 我 们 的 
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问题 是 : 怎样 利用 M 上 的 函数 给 出 映射 FF 的 整体 表示 . 我 们 从 一 的 
局 部 表示 开始 讨论 . 首先 , 利用 CP" 的 齐 次 坐标 , 我 们 可 以 将 F 表示 
为 

Po F(P)= 07"(P),.… ,f"(P). 
设 点 Pe M 给 定 , 任 取 P 的 像 点 F(P) = [f°(P),…,f"(P) eCP" 
的 一 个 表示 元 素 


(POP POP)EC \ {0}, 


利用 投影 C"+t1\ {0} 一 CP", 局 部 我 们 总 可 以 将 映射 在 忆 点 的 某 
个 邻 域 Vp 上 表示 为 9 忆 (70(@),… ,7”(@)) 的 形式 , 其 中 每 一 个 分 
量 fi(Q@) 都 是 Ve 上 的 解析 函数 , 而 函数 f0(Q@),… , fn(@) 对 于 任意 
点 Q@ E UPp 都 没有 公共 零点 . 例如 , 利用 我 们 在 CPn" 的 定义 中 给 出 的 
坐标 覆盖 {0;, hh};_0. 我 们 可 以 用 Cp" 的 非 齐 次 坐标 在 P 点 邻 
域 表 示 FF. 设 F(P)eU;={z%,…,z 沁 ECP"|m#0), 则 在 P 
点 邻 域 UP 上 可 表示 为 


Qo (9 (QO), ,9 (0),1,9+1(0Q),.. ,9"(Q)), 


其 中 对 于 了 = 0,1,… ,n,7 关上 面 表示 中 的 每 一 个 分 量 gji(Q) 都 
是 Up 上 的 解析 函数 . 利用 齐 次 坐标 与 非 齐 次 坐标 的 关系 , 比较 对 
于 齐 次 坐标 与 非 齐 次 坐标 的 表示 , 我 们 得 到 
oO) = 后生 j=0,1,. ,m7 AL 
函数 "7 可 以 表示 为 两 个 解析 函数 的 商 . 为 了 利用 gi 整体 地 给 出 所 的 
表示 , 我 们 首先 将 单 复 变 函 数论 中 亚 纯 函 数 的 概念 推广 到 复 流 形 上 . 
定义 3.1.9 设 M 是 复 流 形 , 9 是 M 上 的 一 个 “函数 ", 如 果 对 于 
任意 点 Pe M, 都 存在 P 的 邻 域 Up 和 Up 上 的 两 个 解析 函数 有, 户 ， 
使 得 fo 在 Up 上 不 恒 为 零 , 而 g 在 Up 上 可 以 表示 为 
,下 
fo 
则 称 “ 函 数 ”59 为 M 上 的 亚 纯 函 数 . 
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简 言 之 , 对 于 多 个 复 变量 , 我 们 将 局 部 可 以 表示 为 两 个 解析 函数 的 
商 的 函数 称 为 亚 纯 函数 . 不 难看 出 , 对 于 复 平面 中 的 区 域 , 这 里 亚 纯 函 
数 的 定义 与 通常 亚 纯 函数 的 定义 是 一 致 的 . 需要 说 明 的 是 , 由 于 多 元 
解析 函数 的 零点 都 不 是 孤立 的 , 所 以 在 亚 纯 函数 的 表示 9 = 及 /fa 中 ， 
分 子 与 分 母 的 公共 零点 不 一 定 能 够 消去 . 定义 3.1.9 中 对 所 谓 的 “ 函 
数 ”, 我 们 加 了 引号 , 原因 是 这 样 的 函数 可 以 在 M 的 某 些 点 即使 作为 
极限 也 没有 意义 ,也 可 以 在 某 些 点 取 值 为 无 穷 (参阅 本 章 的 习题 20). 
因而 当 n > 1 时 , 与 单 复 变量 不 同 , n 个 变 元 的 亚 纯 函 数 并 不 等 价 于 
到 Riemann 球 CPI 的 解析 映射 . 

回 到 紧 复 流 形 到 复 投影 空间 解析 映射 的 表示 问题 . 由 上 面 的 讨论 
我 们 看 到 , 如 果 正 : M 一 CP” 是 解析 映射 , 则 对 于 任意 点 Pe M, 利 
用 齐 次 坐标 总 可 以 将 F 在 P 点 邻 域 Up。 上 表示 为 


Q PD (f°(8), ,9))， 


其 中 每 一 个 分 量 都 是 Vp 上 的 解析 函数 , 而 函数 f°(Q),… , f"(Q) 没 
有 公共 零点 . 显然 , 这 样 的 表示 并 不 是 唯一 的 , 与 PF(P) 在 C"+1\ {0} 
中 选取 的 表示 元 素 有 关 . 现 设 万 < M 是 另 一 给 定 的 点 , 正在 巨 点 邻 
域 Us 上 表示 为 本 
Qo (0), ,f° (0)). 
则 当 UpnvUs 关 g 时 , 由 复 投影 空间 中 齐 次 坐标 的 定义 , 对 于 任意 Q e 
UpN Us, 
[9 , "(8) = [PO , (OQ)]. 
因而 存在 Vp Nn Us 上 处 处 不 为 零 的 解析 函数 h, 使 得 在 Up Nn Us 上 
(F027, 1") = fo). 
现 假定 在 F 的 表示 @ 一 (1%(Q),… ,"(Q)) 中 函数 f° 不 恒 为 零 , 
则 利用 解析 函数 的 唯一 性 定理 不 难看 出 : 对 于 到 的 其 他 任意 局 部 表 
示 Q@P (PQ@)…, 挛 (9)), 部 及 在 Us 上 也 不 恒 为 零 . 因此 如 果 
我 们 利用 这 些 局 部 表示 , 对 于 了 = 1,.… ,n, 定义 商 函数 gi 为 


9 一 万， 
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则 在 UpnUvs 上 
了 六 .六 了 

因而 函数 gi 与 尺 局 部 关于 齐 次 坐标 表示 的 选取 无 关 . 我 们 得 到 gi 是 
定义 在 整个 流 形 M 上 的 函数 , 而 且 9? 局 部 总 是 两 个 解析 函数 的 商 , 所 
以 g!,… ,g" 是 MM 上 的 n 个 亚 纯 函数 . 这 样 , 通过 复 流 形 M 到 CP" 
的 任意 解析 映射 , 我 们 得 到 了 MM 上 的 n 个 亚 纯 函数 . 

反之 , 设 g!,… ,g" 是 M 上 任意 给 定 的 ”个 亚 纯 函 数 , 假定 对 于 
任意 点 Pe M, 存在 P 的 邻 域 Up, 使 得 在 Up 上 可 以 将 g1,… ,g" 表 
示 为 解析 函数 的 商 


让 
9 一 而 ， j=1,.…,n, 


(这 里 , 由 于 仅 有 有 限 个 函数 , 我 们 可 以 假设 表示 中 的 分 母 都 是 同一 函 
数 .) 满足 函数 10,… , f" 没有 公共 零点 . 则 在 Vp 上 我 们 可 以 定义 一 
个 解析 映射 瑟 : Up 一 CP" 为 


QP F(Q)= {1°(0),.… ,1"(Q) ECP". 


利用 齐 次 坐标 的 定义 不 难看 出 , 对 于 亚 纯 函数 g1,.… , g" 满足 上 面条 
件 的 局 部 表示 , 映射 的 定义 与 表示 的 选取 无 关 , 即 与 将 这 些 亚 纯 函 
数 表示 为 解析 函数 的 商 的 具体 方法 无 关 . 因而 所 实际 是 定义 在 整个 M 
上 的 解析 映射 这 样 , 我 们 就 将 流 形 M 上 的 亚 纯 函 数 与 M 到 复 投 影 
空间 的 解析 映射 对 应 起 来 , 特别 地 , 我 们 得 到 , 如 果 紧 复 流 形 M 能 够 
成 为 复 投 影 空间 的 子 流 形 , 则 M 上 必须 存在 许 许多 多 的 亚 纯 函数 . 关 
于 这 一 点 , 我 们 将 在 本 书 第 7 章 中 的 Thimm 定理 里 做 更 为 详细 的 讨 
论 . 

当然 , 与 C" 的 情况 不 同 , 在 上 面 讨论 中 M 到 CP" 的 解析 映射 
与 M 上 任意 给 定 的 ”个 亚 纯 函数 之 间 并 不 是 一 一 对 应 的 , 我 们 要 求 
所 考虑 的 亚 纯 函 数 9 … ,g" 满足 条 件 : 在 任意 点 Pe M, 都 可 以 选 
取 g!,… ,g" 的 局 部 表示 gi = 广 / 朋 ,使 得 解析 函数 f°(P),… , f"(P) 
没有 公共 零点 .这 一 条 件 显然 是 不 容易 验证 的 , 所 以 在 后 面 讨论 中 我 
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们 将 用 全 纯 线 从 的 截 影 来 代替 亚 纯 函 数 , 用 关于 全 纯 线 丛 同调 群 的 消 
没 定理 来 保证 上 面 的 条 件 . 

需要 特别 说 明 的 是 , 当 n = 1 时 , 上 面 的 条 件 是 自动 满足 的 . 通常 
我 们 将 维 数 为 1 的 复 流 形 称 为 Riemann 曲面 . 设 R 是 Riemann 曲面 ， 
g 是 RR 上 的 亚 纯 函数 , 对 于 任意 点 Pe RR, 在 PP 点 邻 域 将 g 表示 为 g = 
用 /fo. 取 PP 点 邻 域 的 局 部 坐标 z, 使 得 z(P) = 0, 则 户 , 户 都 可 以 表示 
为 z 的 突 级 数 . 消去 户 , 户 在 三 点 的 公共 零点 , 我们 总 可 以 假设 万, 户 
没有 公共 零点 , 因而 得 到 解析 映射 Q - [ 户 , 有 2] <e CP!, 由 于 这 一 映射 
与 g 的 表示 无 关 , 通过 亚 纯 函数 g, 我 们 得 到 解析 映射 FF : R 一 CP1. 
如 果 将 CP1 = CU {oco} 看 做 Riemann 球 , 则 上 面 的 映射 将 f 不 为 零 
的 点 映 到 复 平面 C 中 , 而 将 户 为 零 的 点 ( 即 亚 纯 函数 9 的 极点 ) 映 到 
无 穷 . 因此 得 到 Riemann 曲面 上 的 亚 纯 函数 与 Riemann 曲面 到 CP! 
的 解析 映射 等 价 . 同样 地 , 对 于 R 上 任意 给 定 的 ”个 亚 纯 函 数 , 我 们 
得 到 R 到 CP" 的 一 个 解析 映射 . 这 样 我 们 得 到 了 Riemann 曲面 上 的 
亚 纯 函数 与 曲面 到 复 投 影 空间 解析 映射 的 一 个 一 一 对 应 关系 . 

下 面 我 们 将 给 出 复 向 量 空间 C* 中 的 复 子 流 形 ( 称 为 Stein 流 形 ) 
的 特征 . 而 在 本 书 的 第 7 章 中 我 们 将 给 出 复 投影 空间 CP" 中 的 复 子 
流 形 ( 即 代 数 流 形 ) 的 特征 
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本 节 我 们 将 讨论 的 基本 问题 是 : 什么 样 的 复 流 形 能 够 成 为 复 向 量 
空间 C" 的 复 子 流 形 ? 这 里 为 了 给 出 合理 的 条 件 , 我 们 首先 假定 M 是 
一 m 维 复 流 形 ， 

F:M—C", 
Pm F(P)= (f°(P),.… ,f°(P)) 
是 M 到 C" 的 正则 嵌入 映射 . 

需要 特别 说 明 , 为 了 保证 F 是 正则 嵌入 , 我 们 通常 要 求 已 是 逆 紧 
的 , 在 下 面 讨 论 中 , 我 们 总 是 假定 这 一 点 . 这 时 由 FF 的 逆 紧 性 , 利用 与 
定理 3.1.3 同样 的 证 明 方法 容易 得 到 F(M) 是 Cr 中 的 闭 集 . 
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对 于 已 由 定义 , f1(P),… , f"(P) 都 是 M 上 的 解析 函数 , 并 且 由 
于 五 是 单 射 , 因而 对 于 M 中 任意 两 点 P # @, 必 存 在 ,使 得 fi(P) 了 
fi(Q). 另 一 方面 , 由 于 下 是 浸入 映射 , 所 以 对 于 任意 点 Pe M, 映射 下 
在 已 点 Jacobi 拖 阵 的 秩 为 m， 对 此 利用 隐 函 数 定理 易 知 ， 我们 可 
在 户 ,…… ,f" 中 找到 m 个 函数 , 使 得 这 m 个 函数 构成 M 在 已 点 邻 
域 的 局 部 坐标 . 另外 , 由 于 下 : M 一 Cn 是 逆 紧 映射 , 而 C" 中 有 界 闭 
集 是 紧 集 , 所 以 已 满足 ; 对 于 任意 常数 C > 0, 集合 


{PswlIrmP= <c) 
4 一 


都 是 M 中 的 紧 集 . 

将 上 面 这 些 分 析 转 换 为 关于 M 上 解析 函数 的 条 件 , 我 们 看 到 , 如 
果 复 流 形 M 是 Cn 的 正则 复 子 流 形 , 则 M 上 必须 有 足够 多 的 解析 函 
数 , 多 到 M 上 的 整体 解析 函数 能 够 区 分 不 同 的 点 ; 能 够 给 出 M 中 任 
意 点 的 局 部 坐标 ; 能 够 定义 逆 紧 的 映射 . 然而 , 这 里 需要 特别 强调 的 是 ， 
与 实 微分 流 形 不 同 , 一 般 的 复 流 形 上 是 否 存在 非常 值 解析 函数 , 或 者 更 
进一步 , 是 否 存 在 一 些 定义 在 整个 M 上 的 、 满足 某 种 特殊 要 求 的 解析 
函数 的 问题 , 至 今 仍然 是 多 复 分 析 研究 中 非常 困难 的 问题 之 一 . 在 许多 
复 流 形 上 是 不 存在 或 者 仅 存在 很 少 的 不 为 常 值 的 解析 函数 , 因而 不 可 
能 成 为 Cn" 的 复 子 流 形 . 所 以 , 我 们 这 里 首先 将 上 面 给 出 的 , 关于 Cn” 
中 正则 复 子 流 形 M 上 的 整体 解析 函数 必须 满足 的 条 件 作 为 基础 ， 问 
当 复 流 形 M 上 的 解析 函数 足够 多 , 多 到 足以 满足 这 些 条 件 时 ，M 是 否 
能 够 成 为 C" 中 的 复 子 流 形 . 为 此 , 我 们 首先 给 出 下 面 定义 . 

定义 3.2.1 设 M 是 mm 维 复 流 形 , 如 果 M 满足 下 面 三 个 条 件 ， 
则 称 MY 为 Stein 流 形 : 

(1) 对 于 MM 中 任意 两 点 P 关 8@, 存在 M 上 的 解析 函数 f, 使 
得 f(P) # f(@); 

(2) 对 于 任意 点 P es M, 存在 M 上 的 解析 函数 1,.…… , f™, 使 得 
在 PP 点 的 某 一 个 邻 域 UU 上 , 函数 (f1,… ,f™) 构成 开 集 UU 的 局 部 坐标 . 
这 一 条 件 也 可 以 表示 为 : 存在 M 到 Cm 的 解析 映射 = (有 1,… ,fm)， 
使 得 五 在 PP 点 Jacobi 矩阵 的 秩 是 m = dimM; 


83.2*” Stein 流 形 133 


(3) 对 于 M 中 的 任意 紧 集 K, 如 果 定 义 K 的 全 纯 凸 包 KK 为 
六 = {Pe M|If(P)| < sup|f| 对 于 M 上 任意 解析 函数 f 成 立 }， 


则 下 也 是 M 中 的 紧 集 . 

在 上 面 的 定义 中 , 条 件 (1) 表示 复 流 形 M 上 的 解析 函数 多 到 可 以 
将 流 形 中 的 任意 两 点 区 别 开 ; 条 件 (2) 表示 M 上 整体 的 解析 函数 可 以 
给 出 M 中 任意 点 的 局 部 坐标 , 或 者 说 局 部 可 以 将 流 形 嵌入 复 向 量 空 
间 Cm; 而 条 件 (3) 中 关于 紧 集 K 的 全 纯 凸 包 天 也 是 紧 集 的 假设 , 我 
们 在 第 2 章 全 纯 凸 域 的 研究 中 曾经 讨论 过 . 利用 这 一 条 件 , 我 们 看 到 ， 
如 果 不 要 求 : M 一 Cn 是 逆 紧 映射 , 则 在 C" 中 , 只 有 全 纯 凸 域 才 
是 n 维 Stein 流 形 , C" 中 的 一 般 开 集 并 不 是 Stein 流 形 . 因而 , Stein 
流 形 是 全 纯 凸 域 的 推广 , 条 件 (3) 也 称 为 全 纯 凸 的 条 件 . 本 节 我 们 希望 
说 明 对 于 Stein 流 形 , 下 面 的 基本 定理 成 立 . 

定理 3.2.1 m 维 复 流 形 M 为 Stein 流 形 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
于 充分 大 的 mw 存在 M 到 复 向 量 空间 C" 的 逆 紧 的 解析 映射 FF: M 一 
C", 使 得 M 是 Cn 的 正则 复 子 流 形 . 

当然 , 在 上 面 定理 中 , 我 们 是 在 假定 了 M 上 有 充分 多 的 解析 函 
数 的 前 提 下 来 证 明 M 是 复 向 量 空间 的 子 流 形 ， 对 此 , 一 个 需要 回答 
的 基本 问题 仍然 是 : 什么 样 的 复 流 形 上 存在 非常 值 的 解析 函数 , 或 者 
说 能 否 给 出 其 他 的 条 件 来 保证 所 给 的 流 形 是 Stein 流 形 . 这 里 在 给 出 
定理 3.2.1 的 证 明之 前 , 我 们 先 对 Stein 流 形 的 其 他 特征 做 一 点 说 明 . 
正如 前 面 提 到 的 , Stein 流 形 是 全 纯 凸 域 的 推广 , 而 在 上 一 章 中 我 们 证 
明了 全 纯 凸 域 等 价 于 全 纯 域 . 因此 , 我 们 自然 希望 将 上 一 章 中 给 出 的 
关于 全 纯 域 的 特征 描述 推广 到 复 流 形 上 , 使 之 成 为 判别 一 个 流 形 是 否 
是 Stein 流 形 的 条 件 . 在 上 一 章 中 我 们 证 明了 Levi 猜想 : 全 纯 域 等 价 
于 拟 凸 域 , 即 C" 中 的 区 域 9 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 件 是 Qf 上 存在 一 
个 多 次 调和 的 穷竭 函数 , 我 们 希望 将 这 一 结论 推广 到 复 流 形 上 . 

设 Qi 和 ns 都 是 Cm 中 的 区 域 , 映射 

F :1 ot,, 


(2 2) > (wl ,Ww™) 
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是 解析 同 胚 , h 是 0。 上 二 阶 连续 可 导 的 函数 . 利用 Cauchy-Riemann 
方程 和 求 导 的 链 法 则 , 对 于 hh 和 hoF 的 m 阶 复 Hessian 和 矩阵, 我 们 


有 下 面 关 系 式 : 

PhoP)| [owill ep 1Tao 

Ozidz’ | |8z|| Owidwi || O27| 
其 中 [本 表示 矩阵 的 转 置 . 我 们 知道 二 阶 连续 可 导 的 函数 h 是 多 次 
调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 h 的 复 Hessian 矩阵 区 | sum 
半 正 定 的 , 因此 由 上 式 得 , h 是 多 次 调和 函数 当 且 仪 当 


加 
O21 | | OwiBw’ | | 6z7 
处 处 都 是 半 正 定 的 .我 们 得 到 , h 是 多 次 调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 
/o 尺 是 多 次 调和 函数 . 即 对 于 二 阶 连续 可 导 的 多 次 调和 函数 , 函数 的 
多 次 调和 性 在 解析 同 胚 下 保持 不 变 . 将 这 一 性 质 用 到 复 流 形 上 , 我 们 有 
下 面 定 义 . 

定义 3.2.2 设 h 是 m 维 复 流 形 M 上 二 阶 连续 可 导 的 实 函 
数 ， 如 果 对 于 任意 点 PEe M, 存在 PP 的 邻 域 Z 和 U 上 的 局 部 坐 
标 (z1,.… ,zm), 使 得 h(z1,… ,z"m) 在 UV 上 是 多 次 调和 函数 , 即 


的 m 阶 复 Hessian 矩阵 Be 在 了 上 处 处 都 是 半 正 定 的 , 则 称 


人 OWI 


OziOzZi 
为 M 上 的 多 次 调和 函数 . 如 果 h(z1,.… ,zm") 是 强 多 次 调和 函数 , 即刻 
的 复 Hessian 矩阵 处 处 都 是 正定 的 ， 则 称 h 为 M 上 的 强 多 次 调和 
函数 . 

函数 的 多 次 调和 性 在 解析 同上 胚 变 换 下 不 变 , 因而 上 面 定 义 的 多 次 
调和 函数 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 . 利用 这 一 定义 , 一 个 自然 的 问题 是 : 
能 否 以 Levi 猜想 为 例 , 比照 全 纯 域 与 多 次 调和 函数 的 关系 给 出 Stein 
流 形 与 多 次 调和 函数 的 关系 . 对 此 , 我 们 有 下 面 定理 . 

定理 3.2.2 ” 复 流 形 M 为 Stein 流 形 的 充分 必要 条 件 是 M 上 
存在 一 个 光滑 的 强 多 次 调和 穷竭 函数 . 即 M 是 Stein 流 形 等 价 于 存 
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在 M 上 一 个 光滑 的 强 多 次 调和 函数 h, 使 得 对 于 任意 常数 C > 0, 集 


口 


Kec= {PeM|nP)<c)} 
都 是 M 中 的 紧 集 . 

定理 的 必要 性 是 容易 证 明 的 . 设 M 是 Stein 流 形 , 由 Stein 流 形 
的 条 件 , 可 选取 M 的 一 列 开 集 {K}, 满足 

(1) K 的 闭 包 K,, 是 紧 集 , 并 且 KK 与 Ki, 的 侈 纯 凸 包 相 等 ; 

(2) Kn, CC Knt1; 

(3) U Ks=M. 

这 时 当 nn 固定 时 , 对 于 任意 点 Pe ,jz \ Kaj1, 由 全 纯 凸 包 的 定 
义 知 , 存在 M 上 的 解析 函数 f, 使 得 Pa {|f(O)} <1, 而 |f(P)| > 
1， 另 一 方面 , 对 于 任意 点 Q € 天 ,由 Stein 流 形 的 定义 ,我 们 知道 ， 
存在 M 上 的 解析 函数 户 ,…: , fi, 使 得 及,… ,fi 构成 8 点 邻 域 
的 局 部 坐标 , 或 者 说 映射 下 = (及 ,… ,fm) 在 Q 点 Jacobi 矩阵 的 
行列 式 不 为 零 . 取 上 充分 大 , 我 们 可 以 假设 时 给 人 (有)(Q 闪 <1, 
而 |(f*f)(P)| > 1, 其 中 ;i = 1,… ,m. 显然 , 同样 的 条 件 在 P 点 和 @ 
点 充分 小 的 邻 域 上 成 立 ， 用 产 六 ,天 和 代替 及 ,… , fm, 并 表示 
为 hi,… ,hm, 由 于 PP 和 Q 是 任意 的 , 而 KK, 和 到, jo\Knt1 都 是 紧 集 ， 
利用 开 和 覆盖 定理 , 并 利用 上 面 的 函数 h,… , hn, 容易 得 到 , 存在 M 上 
的 有 限 个 解析 函数 jn 1,-… ,ji 从; 使 得 如 果 令 Hi, = (hn … ,hn,n;)， 
则 五 , 满足 : 对 于 任意 点 Q € 天 映射 Hi = (ha,… ,hnni) 在 Q 
点 Jacobi 算 阵 的 秩 都 为 m, 且 


gee g {Dhl )P < 去 


而 对 于 任意 点 P e Kny2 \ Knp1， > hwi(p) 上 2 > n. 利用 函数 列 {hi}， 
十 Oo Tk 


RZ W) = 》  》 hni(Z)hnni(W). 


n=1 i=1 


136 第 3 章 复 流 形 


当 WW €& M 固定 时 , 上 面 级 数 关于 变量 2 在 M 上 内 闭 一 致 收敛 , 因 
而 h(2Z,W) 是 2 的 解析 函数 , 并 且 关 于 2 对 于 级 数 可 以 逐 项 求 导 . 
同 理 , 当 Z e M 周 定 时 , 级 数 关 于 W 在 M 上 内 闭 一 致 收敛 , 因 
而 h(Z,W) 是 W 的 反 解 析 函 数 ( 即 h(2Z,W) 是 W 的 解析 函数 ), 并 
且 对 于 W, 级 数 也 可 以 逐 项 求 导 . 我 们 得 到 h(2, 2) 是 M 上 的 光滑 函 
数 . 对 于 M 的 任意 局 部 坐标 Z = (z1,… ,zm"), h(Z,2) 满足 


Bh(Z,2) Se Ohnis(2) Ohni(Z) 
OzsOzt -2 >， Ozs Ozt 


n=1i=1 
由 于 对 于 任意 Q € Kn,, (hn,1, “0 , hnni) 在 名 点 的 Jacobi 和 矩阵 的 秩 都 
为 m = dimM, 因而 h(2, 2) 的 Hessian 矩阵 


2h(2, 2) 
OzsOzt 


是 正定 的 , h 是 M 上 的 强 多 次 调和 函数 . 而 对 于 任意 mw 成 立 
{2 eM |h(2,2) < nl C Knap, 


因而 集合 {ZE M | h(2Z,2) < n} 是 M 中 的 紧 集 , 所 以 h(2,2) 是 MM 
上 的 穷竭 函数 . 我 们 得 到 , 任意 Stein 流 形 上 存在 光滑 的 强 多 次 调和 穷 
竭 函数 . 

定理 3.2.2 中 充分 性 的 证 明 , 即 如 果 复 流 形 M 上 存在 强 多 次 调 
和 穷竭 函数 , 则 M 是 Stein 流 形 , 与 上 一 章 给 出 的 关于 Levi 猜想 的 
证 明基 本 相同 . 这 时 我 们 需要 考虑 流 形 上 的 (p,q)- 形式 , 需要 利用 流 
形 的 Hermite 度量 定义 (p,q)- 形式 的 内 积 , 得 到 由 (p,g)- 形式 组 成 
的 Hilbert 空间 ( 见 本 书 第 5 章 Hodge 定理 的 讨论 ). 然后 将 6 算 子 看 
做 这 些 空间 之 间 的 映射 , 按照 与 上 一 章 中 Levi 猜想 的 证 明 同 样 的 计算 ， 
给 出 存在 强 多 次 调和 穷竭 函数 的 流 形 上 5 算 子 的 L? 估计 , 从 而 证 明 : 
如 果 流 形 M 上 存在 强 多 次 调和 穷竭 函数 , 则 在 M 上 5 方程 总 是 可 解 
的 , 并 且 解 也 有 ZL? 估计. 进而 利用 求解 5 方程 来 证 明 M 是 Stein 流 
形 . 证 明 的 细节 这 里 就 不 讨论 了 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 的 文献 ( 例 
如 文献 [8]). 
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回 到 定理 3.2.1. 首先 , 如 果 复 流 形 M 是 复 向 量 空间 C" 的 正则 复 
子 流 形 , 开 : M 一 Cn 也 一 (J1(P),… ,f"(P)) 是 道 紧 的 嵌入 映射 , 则 
利用 M 上 的 解析 函数 {f1,… , f"}, 容易 看 出 M 是 Stein 流 形 . 反 过 
来 , 对 于 定理 的 另 一 方面 , 比照 实 流 形 的 Whitney 定理 , 我 们 有 下 面 一 
个 类 似 的 结论 . 

定理 3.2.1 如 果 有 MM 是 mm 维 Stein 流 形 , 则 

(1) 存在 M 到 C2m 的 解析 , 且 处 处 满 秩 的 映射 F : M 一 C2m， 
即 M 总 是 C2m 中 的 浸入 复 子 流 形 ; 

(2) 存在 M 到 C2m+1 的 解析 , 且 处 处 满 秩 的 单 射 已 : M 一 C2m+1， 
即 M 总 可 只 入 到 C2m+1 中 成 为 其 复 子 流 形 ; 

(3) 存在 M 到 C2m+1 解析 , 处 处 满 秩 , 且 逆 紧 的 单 射 亚 : M 一 
C2m+l, 即 M 总 可 正则 峙 入 到 C2m+1 中 成 为 其 正则 复 子 流 形 . 

下 面 对 于 定理 3.2.1', 我 们 将 主要 证 明 其 中 的 第 一 部 分 和 第 二 部 
分 . 对 于 定理 的 第 三 部 分 , 我 们 将 仅 限于 说 明证 明 的 基本 想法 , 目的 是 
帮助 读者 理解 Stein 流 形 定义 中 的 各 种 条 件 是 如 何 应 用 的 . 需要 说 明 
的 是 : 这 里 我 们 并 不 能 直接 构造 出 定理 中 的 映射 , 而 只 能 说 明 其 是 存 
在 的 . 为 此 , 我 们 需要 考虑 由 所 有 M 到 C" 的 解析 映射 构成 的 线性 空 
间 . 我 们 将 在 这 一 线性 空间 上 定义 一 个 距离 使 之 成 为 完备 的 距离 空间 ， 
然后 利用 这 一 距离 来 说 明 : 当 n > 2m(n > 2m +1) 时 , M 到 Cn 的 漫 
入 (性 入 ) 映射 构成 了 这 一 距离 空间 中 一 个 处 处 稠密 的 集合 , 由 此 得 到 
定理 中 的 浸入 (嵌入 ) 映射 是 存在 的 . 我 们 首先 来 定义 距离 . 

设 M 是 一 m 维 复 流 形 , 我 们 以 是 (M) 表示 由 M 上 所 有 解析 函 
数 构 成 的 线性 空间 . 在 M 中 选 定 一 列 开 集 {K，}, 满足 ; (1) K, 是 紧 
集 ; (2) Kc Ki; (3) U 天 = M. 我们 在 H(M) 上 定义 一 个 距离 
函数 d( ，) 为 : 对 于 任意 ge HH(M), 令 
i 站- 
df9) I sop {FP) = ocP)y 
容易 验证 d(f,9) 满足 

(1) 对 称 性 a(f,g) = dl(g, 让); 
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(2) 正定 性 4d(f,9) > 0, 并 且 d 记 9)=0 当 且 仅 当 /= 5; 
(3) 三 角 不 等 式 ”对 于 任意 f,9,h & H(M), 恒 有 


dlf,9) & df,h) + d(h, g). 


将 d(f,g) 作为 函数 f 与 9 之 间 的 距离 , 则 (H(M),d( , )) 成 为 
距离 空间 ， 有 了 这 一 距离 , 我 们 可 以 在 H(M) 上 定义 极限 : 设 { 记 ,} 
是 瑟 (M) 中 的 一 个 函数 序列 , fe 互 (M), 如 果 当 mm 一 +eo 时 , d(fm, 了 ) 
一 0, 则 称 函 数 序列 {f} 依 距离 函数 d( ，) 在 右 (M) 中 收 钱 于 上 

在 讨论 函数 序列 {f,} 对 于 距离 函数 d( ，) 收敛 于 f 的 性 质 之 
前 , 我 们 先 回忆 一 下 有 关内 闭 一 致 收敛 的 性 质 . 在 本 书 第 1 章 中 , 利用 
解析 函数 在 多 圆 盘 上 的 积分 表示 , 我 们 曾经 证 明了 对 于 C* 中 区 域 9 
上 的 一 列 解析 函数 { 加 (2)}, 如 果 在 9 的 任意 紧 集 上 , {fm(2)} 都 是 
一 致 收敛 的 ( 即 {fi(2)} 在 9 上 内 闭 一 致 收敛 ), 则 {fn(2Z)} 的 极限 
函数 也 是 9 上 的 解析 函数 . 不 难 将 这 一 结论 推广 到 复 流 形 上 , 即 复 流 
形 M 上 的 解析 函数 列 {fi} 如 果 在 M 上 内 闭 一 致 收敛 , 则 其 极限 函 
数 也 是 M 上 的 解析 函数 . 而 对 于 M 上 的 一 个 解析 函数 列 {f,}, 比 
较 {fi} 在 HH(M) 中 按照 距离 函数 d( ，) 收 化, 以 及 {fi} 在 M 上 的 
内 闭 一 致 收敛 性 , 我 们 有 下 面 引 理 . 

引 理 3.2.1 ”五 (M) 中 的 序列 {fi%} 按 距离 d(，) 收敛 于 f 的 充 
分 必要 条 件 是 {f,} 在 M 的 任意 紧 集 上 一 致 收敛 于 f. 即 序 列 {f%} 
按 距 离 d(，) 收敛 等 价 于 {fi,} 在 M 上 内 闭 一 致 收敛 . 

证 明 ”如 果 序 列 {f,} 按 距 离 d(，) 收敛 于 f, 我 们 希望 证 明 : 对 
于 任意 给 定 的 自然 数 v, 序列 {fm} 在 K, 上 一 致 收敛 于 f. 为 此 , 对 
于 任意 的 s > 0 (这 里 为 讨论 方便 , 我 们 假定 s < 1/2), 由 假定 , 存在 NN， 
使 得 当 大 > N 时 ， 。 

dfr;, f) < 元 : 
特别 地 , 我 们 得 到 , 当 > NN 时 , 在 K, 上 ， 
Bup {lx(P) — f(P)|} 


I+ sup {A(P) FP) ~ 
PekKk, 
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因此 当 > N 时 , 在 K, 上 ， 
sup {|fr(P) — fF(P)|} < jj 
PeEK, 

即 序列 {f%} 在 K,。 上 一 致 收敛 于 f. 而 v 是 任意 的 , 因而 序列 {f,} 


在 M 的 任意 紧 集 上 一 致 收敛 于 f. 
反之 , 如 果 序 列 {fm} 在 MM 的 任意 紧 集 上 一 笋 收 全 于 了, 对 于 任 


意 给 定 的 = > 0, 首先 取 Ni, 使 得 5%- < .而 由 {fm} 在 Kw 上 一 
致 收敛 于 f, 因而 存在 Nz, 使 得 当 > Na 时 ， 
sup {fe(P)— fF(P)} < 3 


PE 天 Ni 
我 们 得 到 , 当 k > Na 时 ， 
Ni sup {|f(P) ~ f(P)|} 
PEK。 - 


ze < 2 


1 
41+ sup {fx(P) — fF(P)} 
to0 |] Sup {|fr(P) — f(P)|} 
ei PEéEK,, 
271+ sup {|f:(P)— f(P)|} 
PERn, 
el t 1 
三 十 一 < 6， 


2 n 27 
n=1 2 n=Ni+1 


因此 , 序列 {f%} 在 互 (M) 中 按 距 离 d( ，) 收敛 于 f. 证 毕 . 

同样 的 推导 不 难得 到 , (MM) 中 的 序列 {fm} 是 Cauchy 列 ( 即 {fm} 
满足 : 对 于 任意 e > 0, 存在 N, 使 得 对 于 任意 mi > N,m2 > NN, 恒 
有 dj fms) < 6), 当 且 仅 当 对 于 M 的 任意 紧 集 K, 以 及 任意 es > 0， 
存在 N, 使 得 对 于 任意 mi > N, m2 > NN, 恒 有 


d(fr,f) = 


十 
n=Ni+l 


sup {|fmi (P) fmz(P)|} <E, 
Pek 


而 这 等 价 于 {fi} 在 M 的 任意 紧 集 上 一 致 收敛 . 因此 , 我 们 得 到 , 如 
果 序 列 {fi} 是 五 (0M) 中 对 于 距离 函数 df ，) 的 Cauchy 列 , 则 {j} 
在 M 上 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 解析 函数 f, 因而 {f%} 在 互 (M) 中 按 距 
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离 d(, ) 收敛 于 f. 反之 , 如 果 互 (M) 中 的 序列 {fi} 在 H(M) 中 按 
距离 d( ，) 收敛 于 f, 则 显然 {fm} 是 对 d(，) 的 Cauchy 列 . 至 此 我 
们 证 明了 空间 H(M) 的 完备 性 定理 . 

定理 3.2.3 ”线性 空间 玉 (M) 对 于 距离 函数 d( ，) 构成 一 完备 距 
离 空 间 , 即 互 (M) 中 序列 {f,} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 {fm} 是 Cauchy 
列 . 

回 到 我 们 希望 讨论 的 问题 : 对 于 m 维 Stein 流 形 M, 我 们 希望 证 
明 : 当 充分 大 时 , 存在 

N 次 
HN(M):= H(M) x... x H(M) 


中 的 元 素 已 = (有 1,… ,fn), 使 得 F:M -CN,Pm F(P)= (fi(P), 
fn(P)) 是 满足 定理 3.2.1 的 映射 . 为 此 , 首先 利用 五 (M) 的 距离 
函数 d(, ), 我 们 在 HN(M) 上 定义 一 个 距离 函数 duw(，) 为 : 对 于 任 
意 
= (fi,.… ,fn), G=(g1,.… ,9N) € HN(M), 


令 


N 


dn(F,G) = |) [a(fi,9i)], 


i=1 

其 中 dl , ) 是 上 面 在 H(M) 上 定义 的 距离 函数 . 

容易 看 出 , 对 于 距离 函数 dn (FG), HN (MM) 也 是 完备 的 距离 空间 . 
将 HN(M) 看 做 是 由 所 有 M 到 CN 的 解析 映射 构成 的 距离 空间 , 下 
面 我 们 希望 利用 距离 函数 dw (FG) 来 说 明 当 N 充分 大 时 (N > 2m 
或 N > 2m+1), 在 HN(M) 中 , 如 果 以 了 表示 由 所 有 M 到 CN 的 漫 
入 (嵌入 ) 映射 作为 元 素 构成 的 集合 , 则 工 是 HN(M) 中 一 个 处 处 稠密 
的 集合 . 为 此 , 我 们 需要 回顾 一 下 在 “ 泛 国 分 析 ” 中 引入 的 “网 定理 ”， 
我 们 知道 在 一 个 距离 空间 中 , 如 果 集 合 Sc 了 在 工 中 的 闭 包 5 不 
含 任何 内 点 , 则 称 5 为 了 中 处 处 不 稠密 的 集合 . 而 在 距离 空间 了 中 如 
果 一 个 集合 能 够 表示 为 有 限 或 者 可 数 多 个 处 处 不 稠密 的 集合 的 并 , 则 
这 一 集合 称 为 第 一 纲 集 , 不 是 第 一 纲 集 的 集合 都 称 为 第 二 网 集 ， 对 于 
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完备 的 距离 空间 , 我 们 有 下 面 一 个 在 “ 泛 函 分 析 ” 中 广泛 使 用 的 “ 纲 定 
理 ”. 

定理 3.2.4 ( 纲 定理 ) ”完备 距离 空间 中 的 非 空 开 集 都 是 第 二 纲 
集 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 距 离 空 间 {X,d( , )} 是 完备 的 , 而 O 是 
中 的 非 空 开 集 , 但 


十 oo 
0=()B, 
i=l1 


其 中 每 一 个 B; 都 是 处 处 不 稠密 的 集合 . 对 于 Bi1, 由 于 Bi 的 闭 包 不 含 
任何 内 点 , 因而 存在 Pe 0, 以 及 sl > 0, 使 得 B(P,ei) Bi = .这 
里 

B(Pi,ei) := {Q EX | dP,Q) < ei} 
表示 X 中 以 号 为 球 心 , ei 为 半径 的 闭 球 . 不 失 一 般 性 , 我 们 可 设 el < 
1/2, § BP,e) CO. 

同 理 ,由 于 集合 Bs 中 不 含 任何 内 点 ， 因 而 存在 B(Pi,eil) 中 的 
球 5B(P,sa), 使 得 B( 忆 ,se2) 几 Bs = g. 同样 地 , 我 们 假设 eo < 1/22. 利 
用 归纳 法 , 我 们 可 找到 O 中 的 一 列 闭 球 {B( Pen)}, 使 得 B(P,en) Cc 
FUe EnB = 0, Tm en < 1/2". 

另 一 方面 不 难看 出 , 利用 上 面 方法 得 到 的 序列 {P} 是 X 中 的 
Cauchy 列 , 而 X 是 完备 距离 空间 , X 中 任意 Cauchy 列 收敛 , 因而 序 
列 { 媚 } 收敛 . 设 ,lim P= P 则 对 于 任意 %, 恒 有 Pe B(P,en) < 
0, 因而 P 4 Bu, 但 这 与 假设 0 -~ 【] B, 矛盾 证 毕 

回 到 我 们 希望 讨论 的 Stein 流 形 到 复 向 量 空间 中 的 嵌入 问题 . 我 
们 已 经 证 明了 瓦 Y(M) 是 完备 距离 空间 , 将 HN(M) 中 的 元 素 看 做 M 
到 CN 的 解析 映射 , 我 们 将 证 明 : 当 N > 2dim(M)(N > 2dim(M) 二 1) 
时 , HN(M) 中 不 是 浸入 ( 媒 入 ) 映射 的 元 素 全 体 是 一 个 第 一 纲 集 .而 
由 于 HN(M) 中 任意 非 空 开 集 都 不 是 第 一 纲 集 ， 因 而 得 到 , 当 NN > 
2dim(M)(N > 2dim(M) 十 1) 时 , HN(M) 中 将 M 浸入 (嵌入 ) 到 CN 
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的 元 素 全 体 构成 一 个 处 处 稠密 的 集合 . 为 此 , 我 们 首先 需要 证 明 下 面 一 
些 辅助 引 理 . 

引 理 3.2.2 设 M 是 mm 维 的 Stein 流 形 , KC M 是 紧 集 , 则 
充分 大 后 , 存在 已 e HN(M), 使 得 在 扩 上 是 单 射 , 而 下 的 Jacobi 
矩阵 在 KK 中 每 一 点 的 秩 都 是 m( 即 FF 在 紧 集 K 上 是 处 处 满 秩 的 单 
射 ). 

证 明 由 Stein 流 形 的 定义 可 直接 得 到 

引 理 3.2.3 设 M 是 mm 维 的 Stein 流 形 , K C M 是 紧 集 ,N > mm. 
则 对 于 任意 Fe HN(M), 集合 F(K) 都 是 CN 中 Lebesgue 测度 为 零 
的 集合 . 

证 明 ”用 开 和 覆盖 定理 或 者 直接 应 用 Sard 定理 . 

引 理 3.2.4 设 M 是 mm 维 的 Stein 流 形 , K Cc M 是 紧 集 ，N > 
2m. 设 映射 已 = ( 户 …… ,fw+1) € HN+1(M) 在 KK 上 每 一 点 Jacobi 挎 
阵 的 秩 都 为 m. 则 对 于 任意 s > 0, 存在 向 量 (a1,… ,an) < C™, 满足 : 
对 于 i= 1,… ,NN, |ai| <&, 而 映射 

B= -afyr,. ,fy anfvt) Ee HN(M) 
在 玉 上 每 一 点 Jacobi 矩阵 的 秩 也 为 m. 

证 明 ”利用 开 和 覆盖 定理 , 我 们 可 以 假设 K 为 Cm 中 的 紧 集 , 设 
(2z1,… ,zm) 是 Cm 的 坐标 . 我 们 需要 证 明 : 能 够 找到 (a1,… ,an), 使 
得 对 于 i 二 1,.… ,NN, |ais| < s, 同时 矩阵 


车 一 ef ~ 
Ozi j=1 


的 秩 在 天 上 处 处 为 m， 而 这 一 条 件 等 价 于 如 果 和 = (和 1,… ,和 m) 满 
足 等 式 


2 O(fi — QifN+1) =0, i=1,...,N, 
0627 


则 必须 入 = 0. 为 此 在 上 式 中 对 于 AECm,Pek 令 
N= NP), 
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则 上 面条 件 转换 为 证 明 能 够 找到 (a1,… ,an) < CN, 满足 lail < es， 
4 一 1 ,WN, | , Am)) 以 及 Pe K 使 得 


Ofi(P . 
2 A 一 c( 和 A)ai， 1 一 1)…- ,N, (3.2.1) 


则 必须 = 0. 对 此 我 们 考虑 映射 


G:C™xK— CM 
Ofi(p dfn (p 
CA nr (DP Oz 办 Ozi 


以 Bm(0,n) 表示 Cm 中 以 原点 为 球 心 , m 为 半径 的 半球 由 条 件 N > 
2m, 根据 引 理 3.2.3, G(Bm(0,n) x K) 是 CN+1 中 的 零 测 集 . 由 于 这 一 
结论 对 于 任意 n 成 立 , 因此 G(Cm x K) 也 是 CN+1 中 的 零 测 集 . 而 另 
一 方面 , 由 于 映射 对 和 是 线性 的 , 因而 对 于 任意 常数 c 关 0, G(C™ x K) 
与 CN+1 中 的 NN 维 复 平 面 
P.= {2 ,2N, 2N+t1) ECN+IzN+1L 一 c} 

的 交 对 于 不 同 的 c, 只 差 一 常数 因子 , 因而 可 以 看 做 彼此 都 是 相似 的 ， 
在 CN 中 的 测度 相等 . 但 是 , G(C™ x K) 在 CN+1 中 的 测度 是 这 些 交 集 
在 CN 中 的 测度 对 于 c 的 积分 , 我 们 得 到 , G(Cm" x 开 ) 与 CN+1 中 N 维 
平面 P. 的 交 在 CY 中 的 测度 也 必须 为 零 . 因此 只 要 选取 (a1,… ,aw) 
满足 : 对 于 i=1,…,N, al < es 且 (aq1,…,aN,;,1) 不 在 G(C™ x KK) 
与 CN+1 中 N 维 平 面 已 的 交 中 . 则 对 于 任意 c 去 0, (aic,… ,avco) 
也 不 在 G(C™ x K) 与 CN+1 中 N 维 平面 P. 的 交 中 .特别 地 , 对 


于 任意 入 二 (AN ,Xm) € Cm, 如 果 c(X) = ye on # 0 则 


等 式 (3.2.1) 不 能 成 立 ， 而 如 果 c( AN = 0， 则 等 式 2 成 立时 必 
须 人 N=0 对 于 i=1.… ,N + 1 都 成 立 . 但 已 知 矩 阵 


Of 1&i&N+!1 
园 


1<j<m 
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的 秩 为 m, 所 以 必须 入 = 0. 证 毕 . 

如 果 在 上 面 引 理 中 要 求 考虑 的 映射 同时 是 单 射 , 则 有 下 面 引 理 . 

引 理 3.2.5 设 M 是 m 维 的 Stein 流 形 ,K C M 是 紧 集 . 设 N > 
2m 十 1, M 到 CN+1 的 映射 下 = (1,… ,fnrn)EHN+I(M) 在 KK 上 
是 单 射 , 量 在 K 中 每 一 点 Jacobi 算 阵 的 秩 都 为 m, 则 对 于 任意 > 0， 
存在 向 量 (a1,… ,an) e C™, 满足 对 于 i = 1,… ,NN, |ai| < s, 同时 映 
射 

= ( 户 -oyjvt ,fy — onfnr) € HN(M) 

在 KK 上 也 是 单 射 , 且 在 KK 中 每 一 点 Jacobi 秆 阵 的 秩 也 都 为 m. 

证 明 ”与 引 理 3.2.4 的 证 明 相同 , 利用 开 履 盖 定 理 我 们 可 以 假设 天 
为 Cm 中 的 紧 集 . 而 由 引 理 3.2.4, 我 们 知道 除去 CN 中 的 一 个 零 测 集 以 
后 ， 任意 的 (@1,.… ,QN) EC™ 都 满足 (fi 一 ON ,人 —aNfN+1) 
是 KK 上 处 处 满 秩 的 映射 . 我 们 希望 找到 (a1,… ,an) 同时 还 满足 单身 
的 条 件 , 即 如 果 存 在 2', 2” e K, 使 得 


fi(2) — ayfnti(2) = f(2") — ayfn+i(2") 
对 于 j= 1,… ,NN 成 立 , 则 必须 2 = 2". 为 此 , 考 虚 映 射 


H:CxKxK— CNH 


(c， 2 2") PD c(f1(2") 一 户 (20)， 机 ,fN+1(2") 一 fur1(2")). 
由 于 N +1 > 2m 十 1, 因此 的 像 是 CN+! 中 的 零 测 集 ， 这 时 与 引 
理 3.2.4 的 证 明 相同 , 对 任意 常数 c 取 0, FH 的 像 与 CN+1 中 的 NN 维 平 
面 

P= {2 .2N, zN+1) E CN+HIzNT1 c} 

的 交 也 必须 是 零 测 集 . 因而 我 们 可 取 (a1,.… ,aw,1) 满足 引 理 3.2.4 的 
条 件 , 并 且 (a1,… ,av;1) 不 在 旷 的 像 与 CN+1 中 的 六 维 平面 P 的 
交 之 中 . 

假定 存在 2Z',2”E K, 使 得 2 关 2", 而 (fj ajyfn+1)(2') = 
(fj 一 ajfw41)(2”) 对 于 了 = 1,…,N 成立, 则 f(2') -fj(2”) = 
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(fn+1(2 一 fy41(2”))ay, 如 果 令 c= AH 一 AH(20), 由 于 五 = 
(及,… ,fn+1) 在 KK 上 是 单 射 , 因而 c 关 0, 而 


(及 (2 — fi(2), ,fnt(2) 一 JE = (a1 ,Qn, 1), 


得 (a1,… ,an,1) 在 映射 互 的 像 与 CN+1 中 的 N 维 平面 已 的 交 之 
中 , 这 与 (a1,… ,aw) 的 选取 矛盾 . 证 毕 . 

有 了 上 面 几 个 引 理 , 现在 我 们 来 给 出 定理 3.2.17 中 第 一 部 分 和 第 
二 部 分 的 证 明 . 这 里 对 于 定理 中 映射 的 存在 性 , 利用 我 们 在 HN(M) 
上 定义 的 距离 函数 dy( ，) 和 关于 完备 距离 空间 的 “网 定理 ”, 我 们 可 
以 将 定理 3.2.1 中 第 一 部 分 和 第 二 部 分 化 为 下 面 定理 . 

定理 3.2.1” 设 M 是 m 维 的 Stein 流 形 , 则 

(1) 当 入 > 2m 时 , HN(M) 中 在 M 上 不 是 处 处 满 秩 的 映射 
是 HN(M) 中 的 一 个 第 一 纲 集 ; 

(2) 当 NN >2m+1 时 , HN(M) 中 在 M 上 不 是 单 射 或 者 不 是 处 处 
满 秩 的 映射 是 HN(jM) 中 的 一 个 第 一 纲 集 . 

证 明 ”以 第 一 个 结论 的 证 明 为 例 . 

由 于 M 可 以 表示 为 一 列 紧 集 的 并 , 所 以 只 需 证 明 : 如 果 KcM 
是 紧 集 , 以 B(K) 表示 HN(M) 中 在 K 上 不 是 处 处 满 秩 的 映射 全 体 
构成 的 集合 , 则 B(K) 是 HN(M) 中 的 一 个 不 含 内 点 的 闭 集 . 设 {五 ,} 
是 B(K) 中 的 序列 , 在 HN(M) 中 收 僵 于 F. 由 于 HN(M) 中 的 收敛 
等 价 于 {,} 的 每 一 个 分 量 内 闭 一 致 收敛 , 我 们 可 假设 { 互 } 在 天 上 
一 致 收敛 于 F. 对 于 每 一 个 n, 设 已 , 是 映射 已 在 天 上 不 满 秩 的 点 
之 一 , 由 于 KK 是 紧 集 , 我 们 可 设 当 ”一 +oo 时 , PB, 一 己 € K. 而 我 
们 知道 , 如 果 解 析 函 数列 内 闭 一 致 收敛 , 则 函数 列 的 任意 偏 导数 也 是 内 
闭 一 致 收敛 的 . 所 以 由 映射 列 {五 ,} 中 的 每 一 个 映射 的 Jacobi 矩阵 的 
子 行列 式 构成 的 序列 也 内 闭 一 致 收敛 于 下 的 Jacobi 矩阵 的 子 行列 式 . 
因而 映射 在 及 的 Jacobi 抑 阵 不 能 是 满 秩 的 , 即 已 B(K), 我 们 得 
到 B(K) 是 闭 集 . 

下 一 步 我 们 希望 证 明 B(K) 在 HN(M) 中 不 含 内 点 ， 设 启 = 
(及 ,… ,fw) e B(K), 利用 引 理 3.2.2, 我 们 知道 , 当 > 充分 大 时 , 存 
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在 G= (gi,… ,gr) E H"(M), 使 得 G 在 KK 上 是 满 秩 的 映射 . 由 此 ,上 映 
射 ( 思 G) = (有 1,… ,fw;g1.… ;gr) 也 是 K 上 上 处 处 满 牧 的 映射 而 由 
引 理 3.2.4, 我 们 可 选 常数 第 阵 4 = [osr] ;7 W, 使 得 4 中 的 每 一 个 
元 素 |ajx| 任意 小 , 而 映射 


P= (A- Dao jw 一 as) 


在 天 上 仍然 是 处 处 满 秩 的 映射 同 理 , 我 们 可 选 一 列 常数 矩阵 
4 如 = [a%] I ,n= 1,2,. 


使 得 序列 
人 一 (fi 一 >》 a89p 本 
$=1 i=1 


中 的 每 一 个 元 素 F, 在 K 上 是 处 处 满 秩 的 映射 , 而 { 媚 了 在 M 的 任 
意 紧 集 上 一 致 收敛 于 FF. 由 于 内 闭 一 致 收敛 等 价 于 在 HN(M) 中 对 于 
距离 函数 d(，) 收敛 , 得 { 责 } 在 BOMN) 中 收敛 于 已 = ( 户 ,fn)， 
但 {} 显然 都 不 在 B(K) 中 , 所 以 B(K) 中 没有 内 点 . 证 毕 . 

在 上 面 定 理 的 证 明 中 我 们 并 没有 用 到 Stein 流 形 M 的 全 纯 凸 
性 ( 即 M 中 任意 紧 集 的 全 纯 凸 包 也 是 紧 集 ), 当然 ,所 得 的 映射 是 处 
处 满 秩 的 单 射 时 不 能 保证 其 同时 是 逆 紧 的 映射 , 即 不 能 保证 流 形 与 其 
在 复 向 量 空间 中 的 像 是 拓扑 同 胚 的 . 下 面 我 们 将 结合 定理 3.2.1” 的 结 
论 , 并 利用 Stein 流 形 的 全 纯 上 同性 来 说 明 Stein 流 形 到 复 向 量 空间 的 道 
紧 的 、 同时 是 单 射 和 处 处 满 秩 的 解析 映射 是 存在 的 . 为 此 , 我 们 首先 给 
出 一 个 关于 Stein 流 形 上 解析 函数 的 逼近 定理 . 

定理 3.2.5” 设 M 是 Stein 流 形 , K 是 M 中 的 紧 集 , 满足 K 的 
全 纯 凸 包 下 = K. 设 f 是 包含 KK 的 开 集 W 上 的 解析 函数 , 则 对 于 任 
意 。 > 0, 存在 M 上 的 解析 函数 广 使 得 在 天 上 |/ -fi<s. 

这 一 定理 的 证 明 比较 复杂 , 需要 用 到 上 面 我 们 给 出 的 , 在 任意 Stein 
流 形 上 存在 光滑 的 强 多 次 调和 穷竭 函数 , 以 及 关于 5 方程 在 Stein 流 
形 上 可 解 , 存在 6 方程 的 光滑 解 并 满足 L? 估计 等 结论 , 还 有 用 到 “ 泛 
函 分 析 ” 中 有 关 可 分 Banach 空间 上 的 弱 列 紧 定 理 等 其 他 一 些 结论 . 这 
里 我 们 仅 引用 这 一 定理 , 对 定理 证 明 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [8]. 
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在 讨论 Stein 流 形 到 复 向 量 空 间 正 则 嵌入 的 存在 问题 之 前 , 我 们 
先 给 出 下 面 定义 . 

定义 3.2.4” 设 M 是 复 流 形 , 用 ,… ,fy 是 M 上 的 六 个 解析 函 
数 , 令 

5 = {Pe M ||A(P)) < bi=1,2,... | 
取 开 集 $ 中 的 一 部 分 连通 分 支 (不 一 定 是 整个 5) 作 并 , 所 得 到 的 集合 
称 为 M 中 的 N 阶 解析 多 圆 盘 . 

引 理 3.2.6 ” 设 M 是 Stein 流 形 , K C M 是 紧 集 , 满足 K 的 全 
纯 凸 包 KK 与 天 相等 , 则 对 于 包含 KK 的 任意 开 集 W, 存在 解析 多 图 
盘 D, 使 得 KcCDCcwW. 

证 明 ”由 于 KK 是 紧 集 , 因而 不 妨 假定 到 是 紧 集 . 对 于 任意 点 PE 
8W, 由 全 纯 凸 包 的 定义 知 , 存在 M 上 的 解析 函数 f, 使 得 |f| 在 K 上 
小 于 1, 而 |f(P)| > 1. 由 于 |f| 连续 , 因而 存在 已 点 的 邻 域 0(P), 使 
得 在 O(P) 上 也 有 |f| > 1. 另 一 方面 , 6W 是 紧 集 , 所 以 存在 M 上 有 限 
个 解析 函数 户 …' ,jw, 使 得 对 于 任意 Pe 8W, 恒 有 max {|f;(P)|, i = 
1,… ,N} > 1. 因而 在 开 集 


S={P||f(P) <1, i=1,2,.….,N)} 


中 , 与 K 的 交 不 为 空 集 的 连通 分 支 与 6W 不 相交 . 选取 开 集 5 中 包 
含 在 W 内 且 与 KK 的 交 不 为 空 集 的 连通 分 支 作 并 , 由 此 得 到 的 解析 多 
圆 盘 满 足 所 要 的 性 质 . 证 毕 . 

由 于 我 们 需要 利用 M 中 的 一 列 解 析 多 圆 盘 给 出 M 到 复 向 量 空 
间 的 逆 紧 映射 , 因此 , 我 们 还 需要 对 在 上 面 引 理 中 用 以 定义 解析 多 圆 盘 
的 解析 函数 的 个 数 , 即 解析 多 圆 盘 的 阶 数 加 以 限制 . 

引 理 3.2.7 设 M 是 mm 维 Stein 流 形 , KK C M 是 紧 集 , 满足 天 
的 全 纯 凸 包 丽 与 KK 相等 , 设 N > 2m, 则 对 于 包含 KK 的 任意 W+1 
阶 解 析 多 圆 盘 D, 存在 N 阶 的 解析 多 圆 盘 D', 使 得 到 C PC 也. 

证 明 设 DD 是 由 解析 函数 及,… ,fy+1 定义 的 解析 多 圆 盘 . 选 
取 常 数 co, 使 得 0 < co < 二 而 在 天 上 ,|fi|<oo0 对 i=1,2,:……,N+1 
成 立 . 取 定 常数 C1, C2, C3， 满足 0 < co<c<c <cs<l1. 
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选取 M 上 的 解析 函数 方 ,…. , fw 满足 
(1) fw = fw+ 而 映射 ( 斑 / fn,… ,fw/fn+1) 在 集合 


L={PeD|lfyr(P)| > c2} 


”上 的 Jacobi 矩阵 的 秩 处 处 为 mn; 
(2) 对 于 ;= 1 ,NN, | 所 | < oo 在 天 上 处 处 成 立 ; 
(3) 如 果 令 


w= {PeD|IAPI< i=L. ,N+1), 


则 WW 是 D 中 的 相对 紧 集 ( 即 集合 W 的 闭 包 是 集合 D 中 的 紧 集 ). 

对 于 函数 方 ,…. , fw+1 的 存在 性 , 由 条 件 N > 2m, 因此 只 要 在 
紧 集 民 和 K 上 对 映射 ( 户 ,… ,jw) 应 用 上 面 的 引 理 3.2.4, 或 者 定 
理 3.2.1 中 (1) 的 证 明 , 就 不 难得 到 , 存在 在 L 上 处 处 满 秩 , 且 在 天 
上 与 (所 ,… , fw) 任意 接近 的 映射 (加 ,… ,hw), 这 时 只 需 令 


( 户 fos Far) = (fyr :shyfnr fv) 


即 可 . 
对 于 给 定 的 自然 数 v, 考虑 开 集 


As= {PIFP) -PnP < i=b, N}. (322) 


我 们 希望 证 明 : 当 v 充分 大 后 , 如 果 以 D' 记 Au 中 与 KK 的 交 不 为 空 
集 的 连通 分 支 的 并 , 则 解析 多 圆 盘 D’' 满足 引 理 的 条 件 . 

首先 , 当 w 充分 大 , 且 Pe KK 时 ,对 i 二 1,2,…,N, 总 有 | 刀 (P) 一 
及 1(P)| < 2c3 < 0, 因而 Kc D'. 如 果 我 们 能 够 证 明 D' CW c D， 
则 D’ 满足 引 理 . 对 此 应 用 反 证 法 , 假定 D' 不 是 W 的 子 集 , 则 由 DD 
的 每 一 个 连通 分 支 都 含有 KK C W 中 的 点 , 因而 存在 D' 的 一 个 连通 
分 支 0, 使 得 5 包含 KK 中 的 点 , 同时 还 至 少 包 含 一 点 Po € 9W. 如 果 
在 态 点, |fN+41( 妈 )| < cz 则 w 充分 大 后 ， 


(FP < IPP) -f(D tfR(P)| < + < 


这 与 妃 EeE 6W 矛盾 . 所 以 双 必须 在 集合 
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5={PIPssmW lwn(P)|> c2} 


中 ， 不 妨 设 集合 二 包含 在 M 的 一 个 局 部 坐标 (z!,… ,z") 的 邻 域 
中 , 设 玉 的 坐标 为 Zo6， 如 果 令 = 天 /fv+1s 则 对 i = 1,… ,NN 
由 | 妈 (B) 一 筑 11(Po)| < 必 , 因而 


Fr(B) -1 < (2 ) 
C2 


我 们 希望 利用 此 不 等 式 证 明 : 当 充分 大 时 , 对 于 所 有 的 《, 只 要 < 江 
足 | = 1/o2, 则 在 Ze 工 nA。 上 , 总 成 立 


比较 上 面 A, 中 关于 P 的 不 等 式 (3.2.2), 我 们 得 到 , 由 2o 为 球 心 , 1/w2 
为 半径 的 球面 与 A, 的 交 等 于 空 集 . 这 与 B 是 A。 中 的 连通 分 支 U 的 
点 , 而 UNK 关节 盾 . 因此 现在 我 们 只 需 证 明 上 面 的 不 等 式 (3.2.3) 
成 立 . 

对 于 不 等 式 (3.2.3) 的 证 明 . 首先 以 O 表示 有 界 的 变量 (不 同 的 式 
子 中 , O 代表 的 变量 可 以 不 一 样 ), 假定 v 充分 大 , 则 由 


fxn(Zo+0)| = |fwri(2Z0) + O(0)| 2 c2(1 + O(v™?)), 


Max fr (B+O -fhn(Z+O| > (3.2.3) 


得 名 

fn(Zo + OI > (+O )) > 且 (3.2.4) 
对 于 ;= 1 ,NN, 由 
F(ZotO -Bn(Zot+O|= | (20 + 0 -1 (Zo + |. 


考虑 及 (Zo 十 /i(20) 在 20 处 的 Taylor 展开 
F(Zo++ oO) 
Fi(Z0) 
其 中 Li(C) 表示 “ 的 线性 函数 . 这 时 由 于 瓦 = 广 /fw41, 而 我 们 假设 
了 映射 


=1+Li(C) + O(cl?), 


(fi /fwt1' ,fr /fnn) 
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的 Jacobi 矩阵 在 20 邻 域 上 的 秩 处 处 为 m, 因而 对 于 任意 4, 满足 |C| = 
1/v*, 上 面 展 开 中 的 线性 函数 闵 (6) 不 能 同时 为 零 . 所 以 存在 常数 c > 


0, 使 得 
max |Li(C)| > cld. 


i ,N 

但 |= 已， 因此 
F(Zo+ON -4 
(hE =1+vLi(0) + OW™). 


我 们 得 到 , 当 v 充分 大 时 


PZ + 0 -I= P(E 1 ) + -1 
> P| | Irn) -1 


Fr(Zoloi(O) + Ol) (2) 


VY 


而 当 v 一 +oe 时 ,| 本 (20) 一 < (cr/c2)” 一 0, 因 此 | 梧 (20)| 一 所 
以 当 ， 充分 天 时 

[F(Z0+0) -1|> + > (fv+ ol) 
结合 不 等 式 (3.2.4), 我 们 得 到 , 只 要 v 充分 大 , 则 


CA) 
=, max fr(Zo + ONFY (Zo + 0 -1 
c/v + O(v-2)) 
92 


> ol > 7. 


至 此 , 我 们 完成 了 不 等 式 (3.2.3) 的 证 明 . 证 毕 . 

现在 我 们 来 给 出 定理 3.2.1 中 第 三 部 分 的 证 明 . 

证 明 ”首先 由 定理 3.2.1” 中 的 第 二 部 分 , 我 们 知道 , 存在 M 到 
C2m+1 的 解析 映射 G = (g1,… ,gzm+1), 满足 G 在 M 上 是 处 处 满 
秩 的 单 射 . 现在 我 们 需要 改造 这 一 映射 使 其 同时 也 是 逆 紧 的 上 映射. 为 
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此 ， 首先 假定 我 们 可 以 先 构造 出 定义 在 M 上 的 一 个 解析 映射 下 = 
( 玉 ,… ,m41) & HH2m+1(2M), 使 得 对 于 任意 自然 数 w 集合 


{PEM | mg, fiP) nt ma oP) 


都 是 M 中 的 紧 集 . 则 利用 F, 可 以 对 映射 
(FG)= (ffi, ,famt1; 91,*** ,92m+1) 


应 用 引 理 3.2.5 及 其 证 明 来 进行 改造 . 
首先 , 利用 引 理 3.2.5 的 证 明 , 我 们 知道 , 对 于 M 中 任意 给 定 的 

紧 集 K, 除去 Ct"+0x(m+D 中 的 一 个 零 测 集 以 后 , 对 于 Ctm+ Dxtm+tD 
中 任意 向 量 (yr);,x_1.…,m+1; 如 果 令 

2m+1 

方 = 方 十 》，ojkgh， 

k=1 
则 映射 FF = (fi , fam+1) 在 天 上 也 是 处 处 满 秩 的 单 射 . 由 于 M 可 
以 表示 为 一 列 紧 集 的 并 , 而 一 列 零 测 集 的 并 仍然 是 零 测 集 . 因而 , 我 们 
实际 可 以 在 Cm+Dxtm+D 中 的 一 个 零 测 集 以 外 任 取 (jr)jp=1.… ,m+1; 
使 得 如 果 令 


2m++1 


=f+ 》 ajrgg; 
k=1 


则 映射 到 = (万 , fom+1) 在 整个 M 上 都 是 处 处 满 秩 的 单 射 . 这 时 ， 
2m 二 + 


如 果 我 们 进一步 候 定 max {于 as|} < 1, 则 对 任意 自然 数 
j=1,… ,2m+1 \ kl 
我 们 有 


{P eM| ,ma FE(P)| < 中 


c {PemM|, ,mag ,lf(P) < nt, me ,lo(P)|}. 


但 由 映射 的 条 件 , 我 们 知道 , 后 面 一 个 集合 是 紧 集 , 所 以 前 面 一 个 集 
合 也 是 紧 集 , 因而 FF 是 逆 紧 的 映射 . 证 毕 . 
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利用 这 些 讨论 , 下 面 我 们 只 需 证 明 满足 上 面 要 求 的 映射 F = ( 户 ， 
… ,fom+1) €E H2m+1(M) 是 存在 的 . 

为 构造 = (万 ，…… ,fzm+1) E H2mT1(M), 我 们 首先 取 M 中 一 列 
开 集 {K。} 满足 

(1) K 是 M 中 的 紧 集 ; 

(2) KE 与 K, 在 M 中 的 全 纯 凸 包 下 相等, 且 RK C 天 ia; 

() UKs = M. 

对 每 一 个 n， 由 引 理 3.2.6, 存在 阶 为 2m 的 解析 多 圆 盘 D， 使 

得 Ki C Dn C 开设 


Mn= sup {|gi(P)|}. 


PeDn i=1 dm +1 
利用 数列 {Mn,n = 1 2 如 果 我 们 能 名 构造 出 一个 解析 吴 和 下 = 
(及,… ,fom+1) € 五 ?n+1(0M)， 使 得 对 于 每 一 个 n, 以 及 任意 点 P < 
n+l \ Dn,, 恒 有 


;| 天 人 P)| > n+ Mntl (3.2.5) 
则 在 M\ Da 上， 同样 的 不 和 直立 我 们 得 到 集合 
{PeM| ,mag,,, fi(P)| < n+, ,mag,,,l9(P)|} 


是 D,, 中 的 闭 集 ， 办 而 是 取信 己 == (及,… ,fom+1) 就 满足 上 面 我 们 提 
出 的 条 件 . 

对 于 映射 = ( 广 ,…… , fom+1) 的 存在 性 , 我 们 先 来 构造 其 中 前 面 
的 2m 个 函数 = (f1，… , fam) € H2m(M). 

对 mn 应 用 归纳 法 . 设 Do 关 多 , 假定 对 于 二 1,… ,n 一 1, 我们 已 
经 选取 了 M 上 一 组 解析 函数 


{fp k=1, ,no 1;i= 1,.. ,2m} 
满足 : 对 于 k= 二 1,-…,n 一 1, 在 Dk_1i 上 成 立 不 等 式 


1 
ax | | < 网 


i=1,… ,2m 
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而 在 6D 上 成 立 不 等 式 
k—1 


i (foal > 到 十 1 十 ， 1 2 oalt Mat 


对 于 有 = m 由 于 D; 是 2m 押解 析 多 国 盘 . 可 设 其 由 M 上 的 解析 
函数 (hei),… ;htn2m)) 定义 . 这 时 , 由 于 Dn_1 C Kn, 因而 ， 了 ao 
om 在 已 ; 上 小 于 1, 在 8D, 上 为 1. 这 时 对 于 i = 1,… 2m 可 选 
取 和 常数 a; > 1, 以 及 充分 大 的 自然 数 mi, 使 得 函数 ja = (aihen ian) 
在 D,_1 上 满足 

i oo fl < 


而 在 2P。 上 满足 


n—l 
max [foni)| > n+1+ 55 2 | 十 Mari. 


归纳 假设 成 立 . 
已 取 定 , 对 于 i= 1,… ,2m, 考虑 函数 级 数 


十 ce 
方 一 》， jn 
n=1 


由 上 面 关 于 fts， 的 选取 条 件 , 这 些 函 数 级 数 在 任意 D。 上 一 致 收 
化, 因而 在 M 上 内 闭 一 致 收敛 , f; 是 M 上 的 解析 函数 ， 现 令 户 - 
(有 1,… ,fom) € HH2m(M), 则 同样 由 上 面条 件 ,对 于 n 二 1,2,.…, 记 = 
(有 1,… ,fam) 在 9D。 上 满足 


9， | 有 | 之 | TD in 一 i=1 Sle 


3 3 fg) 


k=nt+l1 


i=1 


十 co 1 
>nt1+Mnti— 》， 均 

k=n++l1 
> n+ AL， 
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将 上 式 与 不 等 式 (3.2.5) 进行 比较 , 我 们 还 需要 构造 沙 数 户 ,+1, 使 得 
在 方 … , fom 的 基础 上 , 加 上 户 。: 以 后 , 上 面 的 不 等 式 在 Dnri\ Dn 
上 也 成 立 . 
我 们 需要 利用 归纳 法 来 确定 M 上 的 一 列 解析 函数 {h}, 然后 利用 函 
十 oo 

数 级 数 2 hn, 来 得 到 fom+i: 首先 对 于 k= 1,2, 四 令 

S1k = {P € Deri\Del _Pa%,, | 万 | < k+ Mt 

ok 一 {P € px Jaax， | 及 | 世上 十 Mr}. 


假设 对 于 & = 1,… ,n 一 1, 我 们 已 经 得 到 了 M 上 的 n 一 1 个 解析 函 
数 hi,*-- ;hn_1 满足 在 S1k 上 


而 在 Sz 上 1 
hx| < 3 
对 于 k= mw 由 于 在 6D,, 上 me [> n+ Mn#1, 因而 51, 
与 9 是 Dn+il 中 互 不 相交 的 紧 集 而 Si U Szn 的 全 纯 凸 包 包 含 
在 Kn+2 内 . 设 此 全 纯 凸 包 为 51% U Szn U Un, 则 由 于 对 于 任意 P < 
DiN(Sn U 52n), 在 已 经 得 到 的 函数 广 ,…. ,for 中 , 存在 f, 使 
得 上 (P) > n 十 Mr, 因而 PP 不 在 9 U 92 的 全 纯 凸 包 内 , 我 们 得 
到 UC M \ Dn41. 另 一 方面 , 由 于 S14 与 52n UU。 是 互 不 相交 的 闭 
集 , 所 以 如 果 令 h 是 在 Sa U Un 的 邻 域 上 为 零 , 在 51% 的 邻 域 上 为 2 
的 函数 , 则 h 是 51% U S52n U Un 邻 域 上 的 解析 函数 , 因而 利用 Stein 流 
形 上 解析 函数 的 逼近 定理 3.2.5, 我 们 知道 , 存在 M 上 的 解析 函数 Pr， 
使 得 hh 在 Si 上 大 于 1, 而 在 SznU Un 上 小 于 1. 取 自然 数 m 充分 
大 , 用 hm 代替 h, 则 我 们 可 以 选取 M 上 的 解析 函数 h,, 满足 在 51, 
上 ， 
Ihn| >1+n+M. 
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而 在 Don 上 
1 
|hnl < pz 
归纳 假设 成 立 . 由 此 我 们 得 到 了 M 上 的 一 列 解析 函数 {h,}. 
由 于 Dn C Dryl C Da 因而 Sin C Sa C Sam Ce, 
而 WY $2 = M. 所 以 , 如 果 考 虑 函数 级 数 
n=1 


十 co 
fem+1 一 >》 hy, 
k=1 


则 这 一 级 数 在 任意 52。 上 一 致 收敛 , 因而 在 M 上 内 闭 一 致 收敛 , 所 
以 户 w+1 是 M 上 的 解析 函数 . 另 一 方面 , 由 hn 满足 的 不 等 式 容易 得 
到 , 对 于 任意 Pe Si。 成 立 [femr1(P)| 2 n+ Mri. 因而 , 如 果 令 下 = 
(及 ,… ;fom; fem+1), 则 由 Si 的 定义 得 , 对 于 任意 Pe Dn+1\ Dr, 成 
立 


Tax om+1 | 方 | > n+ Mant, 


即 F=(f,:… pe 满足 条 件 (3.2.5). 证 毕 . 

注 ”如果 在 本 节 的 讨论 中 , 用 微分 流 形 代 替 复 流 形 , 用 光滑 函数 
和 光滑 映射 分 别 代替 解析 函数 和 解析 映射 , 则 Stein 流 形 定义 中 的 条 
件 和 定理 3.2.5 中 关于 解析 函数 的 逼近 性 质 在 实 流 形 上 对 光滑 函数 显 
然 都 成 立 . 由 此 , 只 要 在 上 面 距 离 函数 中 加 入 一 阶 偏 导 的 项 , 将 上 面 定 
理 3.2.1' 的 证 明 用 到 微分 流 形 和 光滑 映射 上 , 我 们 就 得 到 了 对 于 C1 映 
射 的 Whitney 幅 入 定理 的 证 明 . 


习 题 三 
1. 问 解析 函数 z1 . zo 和 加 22 十 1 的 零点 集 是 否 是 复 流 形 . 
2， 设 F(Z 如 是 Ze Cr 邻 域内 关于 实 变量 连续 可 微 的 函数 ， 并 且 满 
足 P(Zo, 20) =0 一 85(Zo, 20) 0 问 能 香 在 Zo 的 邻 域内 由 方程 F(Z,Z) =0 


解 出 z 为 站 全 变量 的 改装 
3. 表述 并 证 明 : 两 个 解析 函数 方程 的 隐 函 数 定理 . 
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4. 设 X 是 一 存在 坐标 覆盖 使 之 成 为 复 流 形 的 拓扑 空间 , 称 X 的 两 个 坐标 
覆盖 {Uo, Za} 和 {Ys, Wa} 有 关系 ~, 如 果 将 其 放 在 一 起 后 仍然 是 X 的 坐标 
覆盖 . 验证 : ~ 是 X 的 所 有 坐标 覆盖 构成 的 集合 上 的 一 个 等 价 关 系 . 一 般 称 满 
足 关系 ~ 的 每 一 个 等 价 类 称 为 X 上 的 一 个 复 结构 . 证 明 : 对 于 X 的 一 个 复 结 
构 , 存在 蕊 的 一 个 坐标 履 盖 , 使 得 其 不 是 其 他 坐标 覆盖 的 子 集 . 

5. 设 n > 2, 试 类 比 于 复 投影 空间 的 构造 . 证 明 : C” 中 所 有 二 维 复线 性 子 
空间 构成 一 复 流 形 . 

6. 设 P(Z) 和 Q(2) 是 2 = (zo0,z1,… ,zn) 的 两 个 m 次 齐 次 多 项 式 , 其 
中 Q(2) 不 恒 为 零 . 证 明 : P(2Z)/Q(2) 是 CP"” 上 的 亚 纯 函数 . 

7, 设 王 : Mi 一 Mz 是 解析 映射 , g(Z) 是 M。 上 的 亚 纯 函数 , 间 go 下 是 
否 是 Mi 上 的 亚 纯 函 数 . 

8. 证 明 : CP" 是 Housdoff 拓扑 空间 . 

9. 设 户 : Cm+l 一 Cn"+1 是 线性 变换 , 证 明 : 下 诱导 了 一 个 解析 映射 让 : 
CP™ 一 CPn". 

10. 如 果 及,… , 户 +1 是 紧 Riemann 曲面 R 上 的 亚 纯 函数 , 证 明 : 户 ,……， 
户 +1 给 出 了 R 到 CP" 的 一 个 解析 上 映射， 

11. 证 明 : CP! 到 自身 的 任意 全 纯 自 同 胚 都 是 由 C? 上 的 线性 自 同 构 诱 时 
得 到 的 . 

12. 设 C"+1 Cm"tt+1 是 由 脆 射 

(2 ， Zn 二 1) FF (2 ,Znt+1) 0 ,0) 
定义 的 嵌入 映射 . 证 明 : 此 映射 诱导 了 嵌入 映射 CP" 一 CP"+*. 

13. 复 流 形 M 上 的 亚 纯 函 数 g1,.… ,9r 称 为 代数 独立 的 函数 , 如 果 不 存在 
非 零 的 多 项 式 P(z1,… ,zr), 使 得 P(9 ,gr) 在 M 上 恒 为 零 . 证 明 : CP" 
上 有 个 代数 独立 的 亚 纯 函 数 . 

14. 证 明 : 如 果 M 是 复 投影 空间 CP” 的 m 维 复 子 流 形 , 则 M 上 存在 m 
个 代数 独立 的 亚 纯 函数 . 

15. 设 h= f/f/g 是 原点 0€ C" 邻 域 上 的 亚 纯 函 数 , 其 中 n>1,f 和 9 在 
原点 互 素 . 证 明 : 对 于 任意 ae C, 存在 序列 P, 一 0, 使 得 h(P,) = a. 

16. 设 工 = aozo 十 Qi1 思 十 … 十 anzn 是 一 非 零 的 线性 函数 , 证 明 :三 在 CP" 
中 的 零点 构成 CP” 的 一 个 n 一 1 维 复 子 流 形 . 

17. 设 {Wy,… ,Wan} 是 Cn 中 2n 个 实 线性 独立 的 向 量 , 令 

L= {niWi t+ nan Wan | ni € Z)}, 


习题 三 157 


工 称 为 由 {WV,… ,Wzn} 生成 的 格 . 利用 工 在 C" 上 定义 等 价 关系 ~ 为 21 ~ 
22, 如 果 21 一 22 €E 上 . 证明: C"/ ~ 是 一 紧 复 流 形 , 并 给 出 C/ ~ 的 图 像 . 一 般 
称 C"/ ~ 为 n 维 环 面 . 

18. 与 第 5 题 相 同 , 证 明 : 令 Gi(C") 为 C" 中 所 有 上 维 复线 性 子 空间 给 出 的 
集合 , 给 Gk(C") 一 个 坐标 覆盖 使 之 成 为 一 紧 复 流 形 . Gi (C") 称 为 Grassmann 
流 形 . 

19. 设 M 是 复 流 形 , {Us。} 是 M 的 开 和 覆盖 , 假定 对 于 每 一 个 Us mn Us 冯 
2, 在 Us Us 上 给 定 了 一 个 处 处 不 为 零 的 解析 函数 fp, 满足 fagfpa = 
1, faeferyfya = 1. 在 集合 U(UV。x C) 中 定义 关系 ~ 为 : (已 ZJ) < UV xC 
与 (Q,W) EUs xC 有 关系 ,如果 书 = Q, 而 2 = fasW 证 明 : ~ 是 一 等 价 
关系 , 而 {LJ(Us x C)}/ ~ 是 一 复 流 形 . 

20, 设 M 是 一 n 维 实 流 形 , 证 明 : 如 果 用 光滑 函数 代替 Stein 流 形 定义 中 
的 解析 函数 , 则 M 满足 Stein 流 形 的 条 件 . 

21. 设 M 是 一 紧 的 n 维 实 流 形 , 利用 第 21 题 的 结论 证 明 : 当 N 充分 大 
时 , M 可 CT 的 典 入 R* 成 为 子 流 形 . 

22. 设 M 是 紧 致 实 流 形 , 已 : M 一 RN 为 实 满 秩 的 单 射 . 证 明 : FF 是 正则 
磋 入 . 

23. 试 构造 两 个 实 流 形 Mai, M2 和 光滑 映射 斑 : Mi 一 M2, 使 得 FF 是 满 秩 
的 单 射 , 但 FF 不 是 正则 婴 入 . 

24. 证 明 : 如 果 存 在 复 流 形 M 到 Cn 的 逆 紧 的 嵌入 映射 , 则 M 是 Stein 流 
形 . 

25， 证 明 : Stein 流 形 的 乘积 仍然 是 Stein 流 形 ,Stein 流 形 的 子 流 形 仍然 
是 Stein 流 形 . 

26. 设 M 是 Stein 流 形 , {P,} 是 M 中 的 点 列 , 满足 {Ps} 在 M 中 无 聚 
点 . 证 明 : 存在 M 上 的 解析 函数 六 使 得 ，lim_f(P;) = oo 

27. 设 D1, Dz 都 是 C" 中 的 有 界 开 区 域 , 满足 D1 C D2. 证 明 : 对 于 我 们 在 
本 章 83.2 中 , 对 于 解析 函数 空间 互 (D) 上 定义 的 距离 函数 ,限制 映射 玉 (D2) 一 
H(D1) 是 一 紧 算 子 . 即 其 将 瓦 (Daz) 中 的 任意 有 界 集 映 为 也 (D1) 中 闭 包 是 紧 集 
的 集合 . 

28. 证 明 : 定理 3.2.5 中 关于 解析 函数 的 逼近 性 质 对 于 M 上 光滑 函数 在 M 
的 任意 紧 集 上 都 成 立 . 
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在 这 一 章 里 我 们 希望 将 在 微分 流 形 和 Riemann 几何 研究 中 讨论 
的 一 些 基本 概念 和 方法 推广 到 复 流 形 上 . 为 此 , 我 们 将 讨论 复 流 形 上 
的 (p,q)- 形式 , 研究 复 流 形 上 的 全 纯 向 量 丛 , 并 对 全 纯 向 量 丛 的 可 微 截 
影 推广 5 算 子 . 我 们 还 将 讨论 复 向 量 从 的 Hermite 度量 、 复 联络 , 并 定 
义 一 类 特殊 的 复 流 形 一 一 Kibler 流 形 . 本 章 相关 内 容 可 参阅 文献 [9]. 


84.1 复 流 形 上 的 (p,q)- 形式 


设 M 是 一 给 定 的 复 流 形 , P < M 是 任意 给 定 的 点 , 我 们 以 A(P) 
表示 由 已 点 邻 域 上 的 复 值 可 微 函 数 全 体 组 成 的 环 (4(P) 中 不 同 的 函 
数 可 以 有 不 同 的 定义 域 ), 下 面 类 比 于 实 的 微分 流 形 , 我 们 首先 给 出 复 
流 形 M 在 PP 点 的 复 切 空间 的 定义 . 

定义 4.1.1 设 PP 是 复 流 形 M 中 给 定 的 点 , 映射 +: 4(P) 一 C 
如 果 满 足 

(1) 线性 性 ”对 于 任意 pc C, f,g € 4(P), 恒 有 

taf + bg) = at(f) + W(g9); 

(2) Leibniz 法 则 ”对 于 任意 f,g e A(P), 恒 有 

tf9) = t(f)9(P) + fF(P)i(9), 
则 称 上 为 M 在 PP 点 的 一 个 复 切 向 量 . 

例 1 设 /=c 是 尸 点 邻 域 上 的 常 值 函数 ,上 是 已 点 的 一 个 复 切 

向 量 , 则 由 te) =t&1.e) = te+tc, 得 t(1) = 0, 因而 
t(c) = ct(1) = 0. 

以 了 (P) 表示 M 在 已 点 所 有 复 切 向 量 组 成 的 集合 , 在 T(P) 中 

定义 元 素 之 间 的 加 法 为 : 对 于 任意 三, 刀 ET(P) 以 及 fe A4(P), 令 
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(H+ta)(f)=t(f) + ta(f). 


同样 地 , 定义 T(P) 中 元 素 对 复数 的 数 乘 为 : 对 于 任意 te T(P),ae C 
以 及 任意 f e A(P), 令 


(at)(f) = at(f). 


不 难看 出 (ti 十 t) 和 at 都 是 P 点 的 复 切 向 量 . 利用 这 些 加 法 和 数 乘 
运算 , T(P) 构成 一 线性 空间 , 称 为 流 形 M 在 PP 点 的 复 切 空间 . 与 实 
流 形 上 切 空间 的 定义 比较 , 在 上 面 复 切 空间 的 定义 中 , 我 们 看 到 除了 用 
复数 代替 实数 , 用 复 值 函数 代替 实 值 函数 , 用 复线 性 映射 代替 实 线性 映 
射 外 , 其 余部 分 都 是 一 样 的 . 但 是 , 对 于 复 流 形 , 除了 可 微 函 数 之 外 , 最 
基本 的 讨论 对 象 是 解析 函数 . 因此 , 自然 的 问题 是 : 在 考虑 了 复 流 形 上 
的 解析 结构 之 后 , 复 流 形 的 切 空间 能 够 产生 什么 新 的 变化 ?与 实 流 形 
的 切 空间 比较 有 什么 不 同 ? 下 面 我 们 以 五 (P) 表示 由 P 点 邻 域 上 的 解 
析 函 数 全 体 构 成 的 环 , 则 五 (P) 是 4(P) 的 子 环 . 令 


H(P)= {f |f eH(P)}, 


互 (P) 中 的 函数 称 为 PP 点 邻 域 上 的 反 解析 函数 . 

定义 4.1.2 ” 复 切 向 量 4 e T(P) 如 果 满 足 : 对 于 PP 点 邻 域 上 的 
任意 反 解 析 函 数 fe 五 (P), 恒 有 t(f) = 0, 则 称 t 为 PP 点 的 全 纯 切 
向 量 ; 复 切 向 量 te T(P) 如 果 满 足 : 对 于 P 点 邻 域 上 的 任意 解析 函 
数 fe HH(P), 和 恒 有 t(f) =0, 则 称 t 为 P 点 的 反 全 纯 切 向 量 . 

由 定义 不 难看 出 , 全 纯 切 向 量 的 和 以 及 全 纯 切 向 量 对 于 复数 的 数 
乘 仍然 是 全 纯 切 向 量 , 而 反 全 纯 切 向 量 的 和 以 及 反 全 纯 切 向 量 对 于 复 
数 的 数 乘 仍然 是 反 全 纯 切 向 量 . 因此 , 如 果 以 Tao(P) 和 ToDn(P) 分 
别 表示 由 P 点 所 有 全 纯 切 向 量 和 反 全 纯 切 向 量 构成 的 集合 , 则 Tl1,0)(P) 
和 Tto,y(P) 都 是 了 (P) 的 线性 子 空间 . 

引 理 4.1.1 7T(P) = Tio)(P) @ Tio,y(P). 

证 明 ” 取 定 尸 点 一 个 邻 域 Z 和 Z 上 的 局 部 坐标 (z1,… ,z”") 满 
是 zi(P) = 0(i==1,.…,m), 并且 7 与 由 坐标 2 = (z!1,… ,2z") 给 出 
的 单位 球 B(0,1) = {2| 12| < 1} 相同 . 对 于 任意 fe 4(P) 以 及 任意 
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给 定 的 Z = (z!,… ,zm) EU, 令 h(t) = f(t2), 其 中 te [0,1]. 利用 可 
微 函数 h(t) 在 已 点 的 带 积分 余 项 的 Taylor 展开 , 我 们 知道 


h(t) = h(0) + (Ot+ 3 [ (at — s)ds. 
0 


令 t= 1, 根据 求 导 的 链 法 则 , 我 们 得 到 , 函数 f 关于 复 变 量 z1,…. , zm 
和 丈 … :到 在 已 点 (2 = 0 的 点 ) 带 积 分 余 项 的 二 阶 Taylor 展开 


)+ (0)z + 六 
Ff | j 
十 了 E> 本 0 厅 (8 )(1 一 s)dsztz 
一 
,人 ss )(1 — s)dsz’z 
i,7=1 
十 与 ;> 和 i 一 8)dsz'27, 


下 面 为 了 符号 简单 , 我 们 将 f 在 PP 点 令 域 上 的 这 一 展开 表示 为 


f(2)= f(0) + fi(2)+ fo(Z )+ nl )gi(2), 


of of 


其 中 岂 (2) = 呈 玉 0) 革 和 户 (2 = 光宗 (0 分 别 是 汉 ， 


和 如,… ,到 的 线性 函数 , 因而 分 别 是 P 点 邻 域 上 全 纯 和 反 全 纯 的 函 
数 . 而 对 于 i = 1,… ,my hi(Z) 和 9%(2) 是 已 点 邻 域 上 的 可 微 函 数 ， 
满足 hi(0) = gi(0) = 0. 对 于 f, 上 面 展 开 中 的 函数 有 和 户 是 唯一 确 
定 的 . 

现 设 te Tio0)(P) 门 Too)(P), 则 对 任意 fe 4(P), 在 上 面 的 展开 
中 , 成 立 t(f(0)) = 0,t( 及 ) = 0,t(f2) = 0, 以 及 t(higi) = t(hi)gi(0) + 
hi(0)ti(g) = 0(i = 1,… ,m), 我 们 得 到 t(f) = 0. 但 是 其 中 的 f 是 任 
意 的 , 因此 必须 t=0, 即 Tuo0)(P) 门 Teo,1)(P) = {0}. 

另 一 方面 , 对 于 任意 te T(P), fe A(P), 设 f(2)= f(0)+ 有 (2Z)+ 


84.1 复 流 形 上 的 (p,q)- 形式 161 


及 (2) + 时 和 (2)6(2) 是 上 面 给 出 的 分 解 ,由 t( 芝 hg:) =0, 令 


ti(f) = tA), t2(f) = t(f2), 


则 H€ Too(P), tz € Tio1)(P), 而 上 = 二 十 刀 . 证 毕 . 

线性 空间 To(P) 和 Tio,1)(P) 分 别称 为 复 流 形 M 在 PP 点 的 全 
纯 切 空间 和 反 全 纯 切 空间 . 

同样 与 微分 流 形 上 余 切 空间 的 定义 相同 , 我 们 定义 复 流 形 M 在 P 
点 的 复 余 切 空 间 为 复 切 空间 T(P) 的 对 偶 空间 T*(P), 即 M 在 点 Pe 
MM 的 复 余 切 空间 T*(P) 定义 为 


T*(P) = {I |L:T(P) 一 C 是 T(P) 上 的 复线 性 函数 }. 


T*(P) 中 的 元 素 称 为 复 流 形 M 在 PP 点 的 余 切 向 量 , 通常 也 称 为 P 点 
的 一 次 微分 形式 . 

例 2 设 函 数 fe 4(P) 给 定 , 利用 f 可 以 定义 T(P) 到 C 的 映 
射 df 为 : 对 于 任意 te T(P), 令 df(t) =t(f), 则 df 是 T(P) 上 的 线 
性 函数 , 因而 df e T*(P) 是 一 余 切 向 量 , 或 者 说 是 一 个 一 次 微分 形式 ， 
通常 将 这 一 微分 形式 , 或 者 说 映射 df : T(P) 一 C 称 为 函数 /在 书 点 
的 微分 . 

相应 于 切 空间 关于 全 纯 切 空间 和 反 全 纯 切 空间 的 直 和 分 解 T(P) 
= Tt,0)(P) ©@ Teo1)(P). 余 切 空间 也 有 同样 的 直 和 分 解 . 

定义 4.1.3 ” 余 切 向 量 a e T*(P) 如 果 满 足 : 对 于 任意 反 全 纯 
切 向 量 t < To (P), 恒 有 a(t) = 0, 则 称 a 为 全 纯 余 切 向 量 ; 余 切 
向 量 a € T*(P) 如 果 满 足 : 对 于 任意 全 纯 切 向 量 te Taio(P), 恒 
有 alt) = 0, 则 称 a 为 反 全 纯 余 切 向 量 . 

显然 全 纯 余 切 向 量 ( 反 全 纯 余 切 向 量 ) 的 和 以 及 对 复数 的 数 乘 仍 
然 是 全 纯 余 切 向 量 ( 反 全 纯 余 切 向 量 ), 因此 如 果 我 们 以 T% oo(P) 和 
T% (了 ) 分 别 表示 P 点 的 全 体 全 纯 余 切 向 量 和 全 体 反 全 纯 余 切 向 量 
组 成 的 集合 , 则 73 o(P) 和 7T% 1(P) 都 是 T*(P) 的 线性 子 空间 . 而 相 
应 于 切 空间 的 直 和 分 解 了 (P) = TL,0)(P) @ Tio,1)( 了 P), 余 切 空间 也 有 直 
和 分 解 
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T*(P) = Te,0)(P) ® To)(P). 

通常 我 们 将 76 0)(P) 和 7% 0(P) 中 的 元 素 分 别称 为 (1,0)- 型 和 (0,1)- 
型 微分 形式 , 将 76 0,(P) 称 为 全 纯 余 切 空间 , T%% 1,(P) 称 为 反 全 纯 余 
切 空间 ， 当 然 , 我 们 也 可 以 将 6 om(P) 和 Tu(P) 分 别 看 做 线性 空 
闻 Tao(P) 和 To.0(P) 的 对 偶 空间 . 

下 面 我 们 利用 P 点 邻 域 的 局 部 坐标 给 出 上 面 切 空 间 和 余 切 空 间 
的 具体 表示 . 设 (z1,… ,z™) 是 已 点 邻 域 的 局 部 坐标 , 满足 对 于 i = 
1 ,7 zi(P) = 0. 对 j= 1 ,m, 我 们 定义 映射 二; : 4(P) 一 C 
和 地; : A(P) 一 C 分 别 为 ,对 于 任意 fe A(P), 令 


9 ,Of 9 ,._ 81 
Bzi(f) = Bi ); 天 = 六 人 0 


利用 偏 导数 的 性 质 不 难 验证 ， 和 二 都 是 点 的 切 向 量 
线性 基 
证 明 “对 于 任意 fe 4(P), 利用 引 理 4.1.1 中 给 出 的 函数 / 在 已 
点 (Z =0 的 点 ) 关于 复 变量 (z1,… ,zm) 和 (如 ,… ,zm"m) 的 Taylor 展 
开 得 , 当 (2 …. ,zm) 充分 小 时 ， 
1 = 0 + DSO + OF + jg 
1 一 1 


i=1 


其 中 对 于 i 二 1… ,m, 态 和 四 是 书 点 邻 域 上 的 可 微 函数 , 满足 (0) = 
gi(0) = 0. 


Vadof, 0 
而 由 定义 得 (0) = Fi 


意 te7(P), 利用 上 面 的 展开 得 


(f); Bay = 涛 作 ， 因此 , 对 于 任 
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即 
t= | De 人 + Duo) 充 | 


而 另 一 方面 , 对 于 ;7 二 1.… 


0 了 Fi) 0 jy— 0 ;i A 
(2 ) = 可， 30 过 加 =0， 其 四 ) = 
0 D 0 0 、 
因此 | 天 小 性 开关 证 


利用 本 书 第 1 章 关 于 解析 函数 的 讨论 , 我 们 知道 , 判断 一 个 函数 
是 否 是 解析 函数 的 Cauchy-Riemann 方程 可 以 表示 为 : 可 微 函 数 f 为 


解析 函数 的 充分 必要 条 件 是 号 二 0(i 二 1.…,m). 而 可 微 函数 f 为 
反 解析 函数 的 充分 必要 条 件 是 ea 二 0(i = 1.…,m). 因此 对 于 切 空 
间 , Cauchy-Riemann 方程 也 可 以 表示 为 


0 0 
B21 :Bem 

都 是 全 纯 切 向 量 , 它们 构成 全 纯 切 空间 Tu on(P) 的 线性 基 ; 而 
0 0 
021’ O02" 


都 是 反 全 纯 切 向 量 , 它们 也 构成 了 反 全 纯 切 空间 To,1)(P) 的 线性 基 . 
同样 地 , 利用 局 部 坐标 (z!,… ,z"), 我 们 也 可 以 构造 出 余 切 空间 
T*(P) 的 一 组 线性 基 . 
首先 对 于 局 部 坐标 (z!,… ,z"), 分 量 z1,…. ,zm 和 列 … ,z"m 都 
是 己 点 邻 域 的 可 微 函 数 , 因此 其 微分 dz1,… ,dzm 和 dz!,… ,dz" 都 
是 PP 点 的 余 切 向 量 . 而 另 一 方面 , 由 余 切 向 量 的 定义 得 


i 0 Ox fo 02 

63 -87 63 一 一 
所 以 集合 {dz!,… ,dzm; dz ,dz"} 构成 T*(P) 的 线性 基 , 其 中 
dz!,… ,dzm 都 是 全 纯 余 切 向 量 , 构成 了 全 纯 余 切 空间 7& 0)(P) 的 线 
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性 基 . 这 组 基 是 Tu oj(P ) 中 线性 基 | 8 人 人 | 的 对 偶 基 而 dz 
. ,dzm 都 是 反 全 纯 余 切 向 量 , 构成 了 反 全 纯 余 切 空间 7% 1)(P) 的 线 
性 基 , 这 组 基 是 Tio)(P) 中 线性 基 {高 … . | 的 对 偶 基 . 
如 果 (wl,… ,um) 是 已 点 邻 域 的 另 一 局 部 坐标 , 则 


{去 090.0. 5 
Dul” Own’ Ow "Ow"™ 
以 及 

{dw ,... ,dw™; dT,... ,dw"™} 
也 分 别 是 T(P) 和 7T*(P) 的 一 组 线性 基 . 利用 求 导 的 链 法 则 , 不 难得 
到 , 对 于 坐标 变换 (2 …… ,z") m (wL ,w"), 我们 有 相应 的 切 空间 
和 余 切 空间 的 线性 基 的 变换 公式 

Bui 0 


0 TT wi 0 0 Wa 
一 


da -2 让 dy, tT 

我 们 看 到 ， 在 从 标 变 换 下 (1,0) 方向 和 (0,1) 方向 的 切 向 量 分 别 变 到 
(1,0) 方向 和 (0,1) 方向 的 切 向 量 , 而 (1,0)- 型 微分 形式 和 (0,1)- 型 微 
分 形式 分 别 变 到 (1,0)- 型 微分 形式 和 (0,1)- 型 微分 形式 ， 即 我 们 前 面 
给 出 的 切 空间 和 余 切 空间 的 直 和 分 解 T(P) = Tu o(P) BToa(P) 以 
及 T*(P) = 1 0(P)@T% i(P) 都 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 . 当然, 对 于 
这 一 点 , 由 于 我 们 在 定义 全 纯 切 向 量 和 反 全 纯 切 向 量 时 就 没有 用 到 局 
部 坐标 , 因而 上 面 的 分 解 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 也 是 显然 的 . 

类 似 于 上 面 的 坐标 变换 , 更 一 般 地 , 我 们 可 以 考虑 切 空间 和 余 切 空 
间 在 可 微 映 射 下 的 关系 , 设 : M1 一 M2 是 m 维 复 流 形 Mi 到 nn 维 
复 流 形 Ma 的 可 微 映射 , P e Mi 是 任意 给 定 的 点 . 对 于 Ms 中 点 FP(P) 
邻 域 上 的 任意 可 微 函 数 f, fo 下 是 Mi 中 P 点 邻 域 上 的 可 微 函数 . 因 
此 ,如果 te T(P) 是 PP 点 给 定 的 切 向 量 , 则 可 用 作用 在 fo 上 ,由 
此 我 们 可 以 定义 一 个 映射 FE(#) : A(F(P)) 一 CC 为 FR(D)(f) = t(f 0 友 ). 
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不 难看 出 , F(t) 满足 线性 性 和 Leibniz 法 则 , 因而 是 M2 中 F(P) 点 的 
切 向 量 . 利用 此 , 我 们 得 到 线性 映射 


E:T(P) —» T(F(P)), tr F(t). 


五. 称 为 映射 在 PP 点 的 切 映射 

另 一 方面 , 对 于 流 形 Ma 在 FP(P) 点 任意 给 定 的 一 个 余 切 向 量 w e 
T*(F(P)), w 是 T(F(P)) 上 的 线性 函数 , 因而 利用 线性 映射 玉 : T(P) 
一 了 (FF(P)), 我 们 可 以 定义 T(P) 上 的 一 个 线性 函数 Fr(w) 为 : 对 于 
任意 te T(P), 令 让 (w)(#) = (及 的 )) 则 天 (wo) e T*(P). 由 此 得 到 
觅 射 已 的 对 偶 映 射 


FY :TF(P) oT*(P),, wm PF”(w). 


F* 称 为 映射 斑 的 拉 回 映射 , 也 称 为 映射 下 的 微分 . 

现 设 (2 … ,zm) 和 (wi,… ,w”) 分 别 是 已 点 邻 域 和 F(P) 点 
邻 域 的 局 部 坐标 ,映射 已 在 P 点 邻 域 表示 为 已 : (zl)… ,zm) 一 
(w!,… ,w")， 利 用 求 导 的 链 法 则 ,对 于 利用 局 部 坐标 给 出 的 切 空间 
T(P) 和 7T(F(P)) 的 线性 基 , 切 上 映射 及 可 表示 为 

8 wi word 
Br) 


8\ ow 0 Lomo 
及 = +v 20. 
( 产 ) 2 5 2 zr 有 


同 理 , 对 于 利用 局 部 坐标 给 出 的 余 切 空间 T*(F(P)) 和 T*(P) 的 线性 
基 , 拉 回 映射 F* 可 表示 为 


; Bu Ow’ 
F*(dw’) = 》 Fide + 》 Ed, 
一 0 * k=1 92 
pr mg 
F (dw ) 一 Dard 十 > Br 


如 果 进 一 步 假 设 下 : Mi 一 M2 是 解析 映射 , 则 切 映射 F, 可 表示 
为 
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0 ~ Owi 8 0 2 wi 8 
而 拉 回 映射 Pr* 可 表示 为 
F*(dw*) = 3 Ow da F* (dw*) 一 > 
Ozi ” 全 


i=1 


Owk 
dz. 
Ozi “ 


F* 和 玉 将 全 纯 和 反 全 纯 的 向 量 分 别 映 为 全 纯 和 反 全 纯 的 向 量 . 
例 3 设 f:M 一 C 是 m 维 复 流 形 M 上 的 解析 函数 ,Pe M 
是 任意 给 定 的 点 , (z1,… ,z™) 是 P 点 邻 域 的 局 部 坐标 , 以 dz 表示 复 


平面 C 上 的 全 纯 微分 , 则 f*(dz) = | 号 dz = df 就 是 矿 在 通常 意 
义 下 的 微分 

例 4 设 M 是 mm 维 复 流 形 , 1 : (a,) -JM 是 实 轴 妈 中 的 区 
间 (a 如 到 2 的 光滑 映射 ，! 称 为 M 中 的 光滑 曲线 . 如 果 我 们 以 二 
表示 实 轴 的 切 向 量 , 则 1 (§) 就 是 曲线 1 的 切 向 量 , 现 设 (z1,… ,z") 
是 M 的 局 部 坐标 , ! 表示 为 1(#) = (z1(t),… ,zm™()), 则 曲线 1 的 切 向 


最为 , d diD Cdzid 
t := (局 ) -OE 

对 于 微分 流 形 的 研究 , 我 们 需要 利用 各 种 各 样 的 工具 来 描述 流 形 
的 性 质 并 讨论 流 形 之 间 的 相互 关系 . 因此 , 除了 切 空 间 和 余 切 空间 外 ， 
我 们 还 必须 以 切 空 间 和 余 切 空间 为 基础 , 通过 其 相互 间 的 代数 运算 在 
流 形 上 构造 出 更 多 的 空间 , 以 丰富 我 们 用 以 研究 流 形 的 工具 和 表述 流 
形 性 质 的 语言 . 为 此 , 我 们 这 里 先 对 向 量 空间 的 张 量 积 和 外 积 做 一 点 
简单 介绍 . 熟悉 张 量 积 、 外 积 和 微分 形式 的 读者 可 以 跳 过 这 部 分 内 容 . 

设 页 ,本 分 别 是 m 维和 nn 维 的 复线 性 空间 , Vi x 他 上 的 一 个 双 
线性 函数 f 是 一 个 映射 


f:xb—=C, 


满足 1 对 于 Vi 和 蕊 的 变量 分 别 都 是 线性 的 . 类 似 于 以 V* 记 由 线性 
空间 V 上 所 有 线性 函数 组 成 的 空间 , 我 们 以 你 @ 耽 记 瑟 x 了 网上 所 
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有 双 线 性 函数 构成 的 空间 . 对 V* @ WV 中 元 素 按照 通常 函数 的 加 法 和 
数 乘 定 义 相 应 的 运算 , 则 Vr @ Vz 成 为 一 线性 空间 . 

线性 空间 VY@V 也 可 以 理解 为 : 任 取 je Vr,g e 个, 定义 矶 x 本 
上 的 一 个 双 线 性 函数 f @ 9g : Vi x 胡 一 C 为 对 于 任意 (a,b8) e Vi x 用， 
令 

(f ® 9)(a,b) = f(a)g(b). 
容易 看 出 f 8 ge Vr @ 说 . 利用 此 , 我 们 得 到 了 一 个 映射 @， 
BS: x We, ,9)=189. 
不 难 验证 @ 是 一 双 线 性 映射 , 即 对 于 V* 和 WW 中 的 元 素 分 别 都 是 
线性 的 ， 我们 进一步 希望 证 明 映 射 @ :Wx 语 一 太 @ 克 的 像 生 
成 六 @ 评 , 即 任意 Vr @ VY 中 的 元 素 都 可 以 表示 为 形 如 f &@g 的 元 
素 的 有 限 线性 组 合 . 

设 {e@1,… ,em} 和 {wi,… ,wn} 分 别 是 Vi 和 芒 的 线性 基 , 而 
{P fm} 和 {9g1,…,g"} 分 别 是 {ei)… ,em} 和 {wi,… ,un} 
在 VW 和 WW 中 的 对 偶 基 . 利用 双 线 性 函数 的 定义 , 我 们 知道 Vi x 也 
上 的 一 个 双 线 性 函数 由 其 在 集合 

{ (ei, 3),1 = 1 ,mj = 1 ,n} 
上 的 值 唯一 确定 . 因此 利用 
1， 当 i = s,7 = 
0， 当 i 大 s, 或 者 j 关 . 
我 们 得 到 {fi@ gi,i ==1,… ,m;j = 1,… ,n} 构成 WY 8 让 的 一 个 线 
性 基 . 

线性 空间 Vr @ Vz 称 为 线性 空间 Vr 与 VW 的 张 量 积 , f @ 9 称 为 
元 素 f 与 9 的 张 量 积 . 当然 , 如 果 利 用 页 = (他 ) 琴 = (这 )*, 我 们 
用 同样 的 方法 可 以 定义 线性 空间 VV 与 全 的 张 量 积 Vi @ 公 , 即 

Vi@ 友 = {f1f 是 达 x 友 上 的 双 线性 函数 ). 


对 此 , 我 们 同样 有 张 量 积 @ : Vi x 的 一 VW, (a,5) 忆 a@b. 而 同样 
的 推理 得 集合 


f' @ gi(es,u) = f'(es)g9’ (ut) = | 
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{ei @ uj,i = 1,... ,m7 一 二 
构成 Vi @ 怒 的 线性 基 . 
另 一 方面 , 对 于 任意 f@ ge VY 六 ,我 们 定义 VW 名 太 上 的 一 个 
线性 函数 为 : 对 于 形式 为 e & wu e Vi 8 区 的 元 素 , 令 


f ®gle Bu) = fle)g(u), 
由 于 Vi 人 W 中 的 任意 元 素 可 以 表示 为 有 限 个 形 如 e &@ v 的 元 素 的 线 


性 组 合 , 因此 利用 线性 性 可 以 将 f @g 定义 为 VW @ 全 上 的 线性 函数 ， 
即 f@ ge (Vi 8@ 似 )* 我 们 得 到 线性 映射 

Vo (Vm). 
而 由 上 面 给 出 的 关系 式 我 们 知道 , {fi @ gi,i = 1… ,m;j = 1,… ,n} 
与 {6i@ ,i 二 1,… ,mm;j = 1,… ,n} 互 为 对 偶 基 . 这 样 我 们 得 到 同 
构 关 系 

WOW = (Ve). 
如 果 将 这 一 关系 进一步 推广 , 我 们 可 以 利用 张 量 积 来 讨论 一 般 的 多 重 
线性 映射 , 首先 我 们 给 出 下 面 定义 . 

定义 4.1.4 设 Vi,Ww 和 WW 都 是 有 限 维 的 复线 性 空间 ,如果 Vx 


Ww 到 W 的 映射 
fi:iVxV—oW 


满足 : 了 对 Vi 入 的 变量 分 别 都 是 复线 性 的 , 即 对 于 任意 wb c,d e 
C,e1,e2 € Vi,u1,uz E WW, 恒 有 
flae1 + bez, cu1 + du2) 
= acflei, Wi) + adflei, u2) + bef (e2, 11) + baf (e2, vu2), 
则 称 为 六 x Ww 到 W 双 线 性 映射 . 
例 5 设 页 ,三 都 是 复线 性 空间 , 则 张 量 积 


BO: x V8 (eupPe®u 


是 VxW 到 V8 的 双 线性 映射 
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张 量 积 使 得 我 们 能 够 将 双 线 性 映射 化 为 线性 映射 , 对 此 , 我 们 有 下 
面 关 于 线性 空间 上 双 线 性 映射 的 基本 定理 . 

定理 4.1.1 设 访 ,WW 和信 痢 是 有 限 维 的 复线 性 空间 , 则 对 Vx 
翁 到 W 的 任意 一 个 双 线 性 映射 f， 存 在 唯一 的 一 个 线性 映射 已 : 
V8 一 W, 使 得 f= 下 o®@. 

证 明 ” 设 {e@1,… ,em} 和 {wi,… ,zn} 分别 是 页 和 了 剑 的 线 
性 基 , 则 {ei @ ,i = 1,… ,m;j = 1,… ,n} 构成 VW 8@ 区 的 线性 
基 . 这 时 Vi x WW 到 W 的 一 个 双 线 性 映射 由 其 在 集合 {(ei,w;),i = 
1,… ,m;j 二 1,… ,n} 上 的 值 唯一 确定 . 而 V8@W 到 多 的 一 个 线性 
映射 由 在 集合 { (ei @ 1 = 1… ,m;j = 1,… ,n} 上 的 值 唯一 确定 . 
因此 只 要 定义 线性 映射 下: 名 仍 一 邢 为 Fle; 8 wj) = f(ei,wj),i= 
1,… ,mm;j 二 1,… 就 得 到 下 . 定理 的 其 余部 分 显然 . 证 毕 . 

如 果 我 们 以 L(Vi 8@ WW,W) 表示 VW 8 WW 到 WW 的 所 有 线性 映射 构 
成 的 线性 空间 , 以 Sh(Vi x w,W) 表示 Vi x WW 到 W 的 所 有 双 线 性 映 
射 构成 的 线性 空间 , 则 上 面 定理 表明 : 利用 与 张 量 积 @ 的 复合 , 我 们 
得 到 了 L(V @ 陋 , 厂 ) 到 5h(Vi x 访 ,W) 的 线性 同 构 ， 而 如 果 假定 线 
性 映射 比较 简单 , 我 们 对 其 已 经 有 了 充分 的 了 解 , 则 上 面 的 同 构 告诉 我 
们 , 对 于 双 线 性 映射 的 讨论 , 我 们 只 需 研究 张 量 积 

BS:VxB—o oh 


这 一 个 特殊 的 双 线 性 映射 即 可 , 其 他 的 双 线 性 映射 都 可 通过 它 化 为 线 
性 映射 . 这 是 张 量 积 的 意义 所 在 . 

更 一 般 地 , 类 比 于 上 面 的 讨论 , 设 万 …… , 六. 部 是 复线 性 空间 , 则 
我 们 可 以 定义 张 量 积 Vi @… ®@ Vi， 

8.…@W= 人 |f: Vx.…xWW 一 C 是 多 重 线性 映射 上 
我 们 同样 有 张 量 积 

@:VxE[xW— VV®-...®. 

利用 与 这 一 张 量 积 的 复合 , 我 们 可 以 将 Vi x … x Vi 到 其 他 线性 空间 
的 多 重 线性 映射 都 化 为 Vi @… @ Ve 上 的 线性 映射 ， 


170 第 4 章 复 几 何 


下 面 我 们 来 定义 向 量 空间 的 另 一 重要 运算 一 一 外 积 . 
定义 4.1.5 设 V 和 W 都 是 有 限 维 复线 性 空间 , 如 果 了 映射 
r 次 
太太 XXX 一 于 (aar) 呈 Fa ,ar) EW 


满足 : /对 每 一 个 分 量 ci 是 复线 性 的 , 而 在 分 量 之 间 是 反对 称 的 , 即 
对 于 任意 1 < i<j 乏 m 以 及 任意 (a1,… ,ar) EV x.…xV, 恒 有 


(al ,Qi 07 ,ar) 一 —f(a1,.…: ,Qj iy , Qr), 
7 次 

则 称 ff 为 Vx:…xV 到 Ww 的 一 个 r 阶 反对 称 线性 映射 ,如 果 W = C， 
则 了 称 为 VY 上 的 一 个 x 阶 反对 称 线性 函数 . 

例 6 设 (f1,…,f") EV*x.…xV*, 定义 映射 

r 次 
fiA---:Afr:Vx-:xVoC 
为 : 对 任意 (a1,… ,ar) EVx.…xV, 令 
有 户 人 Ar(o ar)= 》 sn )f aa) f" (0,), 
(人 

其 中 (fr) 是 (1,… ,7) 的 任意 一 个 置换 , sgn(j… 7 ) 是 这 一 置 
换 的 置换 符号 , 即 对 于 偶 置换 其 为 1, 而 对 奇 置换 其 为 一 1. 

由 上 面 的 表达 式 不 难看 出 , fi1 入 -… 人 入 f” 是 V 上 的 一 个 + 阶 反 对 
称 线性 函数 . 

另 一 方面 , 假定 {ei1,… ,em}》 是 V 的 一 组 线性 基 , {f1,… , f"™》 
是 {e1,… ,em} 在 V* 中 的 对 偶 基 . 由 定义 我 们 知道 ,V 上 的 一 个 ~ 阶 
反对 称 线性 函数 矿 由 其 在 集合 

{(ei ei)l Si < <ir gm} 

上 的 值 唯一 确定 . 而 对 于 任意 多 重 指标 ( 订 ,… ,各 ), 满足 1 志和 < < 
ir < Mm, 由 定义 ， fi A Af™ 在 元 素 (ei , €i; ) 上 的 值 为 1; 在 集 
合 fei ei) 攻 <… < 计 < m} 中 其 他 元 素 上 的 值 为 零 . 因 
此 V 上 任意 一 个 7 阶 反对 称 线性 函数 了 都 是 集合 
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{fiAAT IS < <ir sm} 


中 元 素 的 线性 组 合 . 

如 果 以 ArV* 记 线 性 空间 V 上 所 有 的 > 阶 反 对 称 线性 函数 组 成 
的 线性 空间 , 则 上 面 的 讨论 表明 

{ 了 入 AP|1 志 站 < <ir Sm} 

构成 ArY* 的 线性 基 , 同时 我 们 有 映射 

A:V*xA x oNV, A(P fID ALAT. 
我 们 将 线性 空间 A"Y* 称 为 线性 空间 V* 的 > 阶 外 积 , 而 将 映射 人 称 
为 外 积 映 射 ， f1 入 … 人 入 f" 称 为 元 素 (f1,… , f") 的 外 积 . 不 难看 出 , 外 
积 (f1,… ,了 ") P= 1 人 .… 信 f" 对 每 一 个 分 量 fi 都 是 线性 的 , 而 在 分 
量 之 间 是 反对 称 的 , 因此 和 是 V* x… x Vr* 到 A"V* 的 一 个 + 阶 反 
对 称 线性 映射 . 与 张 量 积 相同 , 对 于 外 积 成 立 下 面 定理 . 

定理 4.1.2 设 V 和 W 都 是 有 限 维 的 复线 性 空间 , 则 对 V* 到 Ww 
的 任意 一 个 > 阶 反 对 称 线性 映射 f, 存在 唯一 的 一 个 线性 映射 已 : 
ArVy* 一 W, 使 得 = 不 o 和 . 

证 明 ”假定 {e1,… ,em} 是 了 的 一 组 线性 基 , {f1,… ,f"} 是 
{e1,… ,em]} 在 V* 中 的 对 偶 基 . 则 V* 到 W 的 一 个 7 阶 反对 称 线性 
映射 f, 由 f 在 集合 


{(f3,. ,7) | < < < < m} 
上 的 值 唯一 确定 . 而 ArY* 到 W 的 一 个 线性 上 映射 F, 由 下 在 A"V* 的 
线性 基 


{fAAfT Il < <ir gm} 
上 的 值 唯 一 确定 . 定理 其 余部 分 显然 . 证 毕 . 
定理 4.1.2 表明 : V 上 的 所 有 7 阶 反对 称 线性 映射 都 可 通过 外 积 
化 为 ^"V* 上 的 线性 映射 . 因此 只 需 讨论 外 积 这 一 特殊 的 阶 反对 称 
线性 映射 . 而 如 果 在 上 面 定 理 中 令 W = C, 则 我 们 得 到 , A"Y* 上 所 有 
线性 函数 组 成 的 空间 , 即 (ArY”)*, 同 构 于 V* 上 所 有 r 阶 反对 称 线性 
函数 组 成 的 空间 A"Y, 我 们 得 到 , (ArV*)* = Ar(VY?)* = 人" 亿 
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现在 我 们 回 到 复 流 形 . 设 M 是 一 给 定 的 复 流 形 , P < M 是 给 定 
的 点 ,T(P) = To)(P)@ Toy(P) 和 T*(P) = Ts 0(P)® T%.y(P) 分 
别 是 PP 点 的 切 空 间 和 余 切 空间 对 于 全 纯 和 反 全 纯 向 量 的 直 和 分 解 . 利 
用 上 面 定 义 的 张 量 积 和 外 积 , 我 们 可 以 通过 对 切 空 间 和 余 切 空间 的 运 
算 在 复 流 形 上 构造 出 更 多 的 线性 空间 (或 者 说 流 形 上 更 多 的 结构 ), 用 
以 丰富 我 们 对 复 流 形 进行 讨论 的 工具 和 描述 的 语言 . 


首先 , 令 
7 次 s 次 


Tr(P)=T(P)®...® T(P)®T*(P) .8 T*(P), 
T?(P) 中 的 元 素 称 为 已 点 的 (7,s)- 型 张 量 ， 而 如 果 考 虑 直 和 分 解 
T(P) = Tao)(P) @ Too,y (P) 和 T*(P) = TH 0, (7) 8 Te) (DP), 对 
于 复 流 形 , (7, s)- 型 张 量 又 可 进一步 分 解 为 (r1,72, s1, s2)- 型 张 量 . 我 
们 以 下 面 例题 来 说 明 这 样 分 解 的 表示 以 及 相关 的 符号 . 
例 7 设 (z!,… ,z™m) 是 复 流 形 M 在 P 点 邻 域 的 局 部 坐标 , 则 
利用 Tt,o)(P), To, UP ) 和 T%o)( 了 ), 7%, 了) 的 线性 基 


Da 3... | 
Ozl” pzm | Dzl” O02" 


{dz ,dz™}, (有 dz 
P 点 的 一 个 (1, 1, 1, 1)- 型 张 量 可 以 表示 为 
> a 8 地 ® dz’ ® dzi, 
其 中 0 和 E C, 而 对 应 于 反 全 纯 变 量 z 的 分 量 , 系数 a 中 对 应 的 指标 
也 加 上 了 共 箔 符号 . 
而 己 点 的 一 个 (1, 0, 0, 1)- 型 张 量 可 以 表示 为 
3 a 四 dzt. 
i,t=1 
对 于 外 积 运 算 , 我 们 通常 仅 考 虑 余 切 空间 的 外 积 A"T*(P), 这 时 
A 人"T*(P) 中 的 元 素 称 为 P 点 的 +- 次 微分 形式 ， 而 相对 于 直 和 分 解 
7T*(P) = TW 0)(P)@ T% 1(P), 对 Ar7*(P), 我 们 同样 有 直 和 分 解 
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AT*(P) = 个 [A? TH,0)(P)] A [A Ti)(P)], 
2 十 9 一 了 
其 中 [A? 7% 0)(P)] [A476%1)(P)] 中 的 元 素 称 为 (p,q)- 形式 . 设 (z， 
,2z") 是 己 点 邻 域 的 局 部 坐标 , 利用 由 (z1,… ,z") 给 出 的 Ta oa(P) 
和 7 0(P) 的 线性 基 (dz ,dz"} 和 {dza，… ,dz"}, 已 点 的 一 
个 (p,q)- 形式 w 可 以 唯一 地 表示 为 
W 二 》， 让 了 了 人 人 dz Ad 和 和 dz， 
1&i < < 和 和 mi 由 


一 般 地 , 为 了 在 上 面 的 求 和 中 对 于 作 和 的 指标 有 较 好 的 对 称 性 , 利用 外 
积 人 在 因子 之 间 的 反对 称 性 , 我 们 通常 将 (p,q)- 形式 表示 为 
一 a Da 人 四 人 dz 人 dz 和 机 和 人 dz’e, 
和 


其 中 系数 Co 满足 


一 31)… ,Sp b1y bg 
Ca Sgnt .i )8gn(，.… DdsspiBi Eo 


这 时 .ip 关于 指标 1， “" 


,ip 和 指标 广 ,… ,为 分 别 都 是 反对 
称 的 . 
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上 一 节 我 们 在 复 流 形 1 的 一 个 给 定点 PP 上 讨论 了 流 形 在 这 点 的 
切 空间 、 余 切 空间 , 以 及 切 空间 和 余 切 空间 的 张 量 积 、 外 积 等 . 这 一 节 
我 们 希望 将 不 同 点 的 切 空 间 、 余 切 空间 等 线性 空间 连接 起 来 , 使 我 们 
能 够 从 整体 上 讨论 这 些 空间 以 及 相互 之 间 的 映射 . 
首先 以 全 纯 切 空间 为 例 . 设 M 是 一 给 定 的 m 维 复 流 形 , 令 
To (M) 一 U Ti,0) (P), 


PEM 
定义 Too(M) 到 M 的 投影 映射 r : To)(M) 一 M 为 : 对 于 任意 
点 Pe M, 7 将 PP 点 的 全 纯 切 空间 Tii0)(P) 映 到 PP 点 . 现在 我 们 
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希望 在 集合 To (2M) 上 定义 一 个 复 结构 , 使 其 也 成 为 复 流 形 , 并 使 映 
射 x 是 解析 映射 . 

首先 , 设 {U6, (22)} -是 M 的 一 个 坐标 覆盖 , 在 每 一 
个 U0。 上 , 对 于 任意 点 P € Uo， 


0 
{六 … 四 | 
是 Ti o(P) 的 线性 基 . 利用 这 组 线性 基 Th n(P) 中 的 任意 一个 向 量 


可 唯一 地 表示 为 
了 
一 2 Br (P) 2 EC 


利用 此 ,我们 定义 映射 go ;LU Thai(P) 一 Da x Cn 为 
EL a 
galt) = (县 (有 (P)ia ,a™) € Co™. 
我 们 得 到 , 集合 U Tu o(P) 到 C2m 中 开 集 UsxCm 上 的 一 个 一 一 对 
PeUo 


应 . 利用 这 一 对 应 , 按照 复 流 形 对 于 坐标 覆盖 的 要 求 , 将 g 看 做 拓扑 同 
是 我 们 可 以 将 Taoi(P) 与 Vx Cn 等 同 起 来 , 则 ,LTiuo(P) 
ELCa EUa 


成 为 C2m 中 的 一 个 开 集 , 而 集合 { _U Tao(P)} 是 Tho(M)= 
PEeU_ caES 

U T(1,0)(P) 的 一 个 覆盖 . 

PeM 


当 忆 门 08 8 时, 映射 
gs og51: ga( UU Tuo(P)) = 90( (J Tun(P) 


PeUafN Ug PeUa NUg 
可 表示 为 
7 了 m 由 9 
人 7 Bb 
7 人 过 总) 
(人 
或 者 表示 为 
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Wa ;28 人 i029 

Ce 7 9 (De Wp 并 )) 
9809a1 显然 是 C2m 中 开 集 (Us 门 Ue) x Cm 到 (U6 人 UV) x Cm 的 解 
析 同 胚 , 并 且 当 点 Pe ra 站 Vs 固定 时 , ga o gx! 表示 为 

mm Ozl O028 

Ce | 
是 Cm 到 Cm 的 线性 同 构 . 因此, 如 果 我 们 利用 拓扑 同 胚 {96},。s， 
将 {U Tao(P), gx) 。 作为 To)(M) 的 坐标 观 盖 , 则 Tt.o)(M) 
成 为 一 复 流 形 . 而 投影 7: To o(M) 一 M 局 部 可 表示 为 


((zz 20); (0 ,am)) 上 (2 ,Za ), 
7 显然 是 解析 映射 
另 一 方面 , 利用 与 上 面 变换 
(za (a, ,0™)) 
mm Oz) 028 
上 > (%- ,28); (Pe Ba '20 ‘Bt )) 


同样 的 讨论 不 难看 出 , 我 们 在 集合 Ti1 0)(M) 上 定义 的 复 流 形 结构 与 M 
的 坐标 覆盖 【De ( 马 ,… ,z?)} es 的 选取 无 关 , 2 的 不 同 坐标 覆盖 给 
出 了 Tao(CAM) 的 不 同 坐标 覆盖 . 

复 流 形 To0)(M) 称 为 复 流 形 M 上 的 全 纯 切 向 量 从 . 

用 完全 同样 的 方法 , 如 果 令 

To = () Te 0(P), 
PeM 

令 :T6o(M) 一 MM 为 将 7T6 0)(P) 映射 到 PP 点 的 投影 , 则 我 们 可 以 
构造 M 上 的 全 纯 余 切 向 量 从 :73 0)(M) 一 M. 

而 以 全 纯 切 向 量 从 Tuo(M) 和 全 纯 余 切 向 量 从 7% 0,(M) 为 模 
型 , 我 们 可 以 在 复 流 形 M 上 定义 更 一 般 的 全 纯 向 量 从 . 
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定义 4.2.1 设 M 和 已 都 是 复 流 形 , x : EF -，M 是 一 解析 映 
射 , 如 果 这 一 映射 满足 : 存在 M 的 一 个 开 覆 盖 {U6}, 并 对 每 一 个 开 
集 UC M, 给 定 了 一 个 解析 同 胚 
ga : -1(U,) — Uo x C", 
使 得 当 U6 门 UVa 了 2 时 , 解析 同 肥 


gpoga : (veNv) xC 一 (vv) xC 
在 Us 门 Us 上 是 恒 等 映射 , 而 对 于 每 一 个 点 Pe Ua 门 Us, 映射 
geoga!:{P}xC’ SC” — {P} xCSC 


都 是 Cr 到 Cr 的 线性 同 构 , 则 称 r : 已 一 M 是 复 流 形 M 上 的 一 个 > 
维 全 纯 向 量 从 . 

在 上 面 的 定义 中 , 如 果 用 微分 流 形 代 替 复 流 形 , 用 可 微 映射 代替 
解析 映射 , 则 按照 同样 的 方法 我 们 不 难 定义 微分 流 形 上 的 光滑 向 量 从 ， 
具体 的 表述 留 给 读者 完成 . 

回 到 全 纯 向 量 从 . 在 定义 4.2.1 中 , 设 点 P e Us 门 Us 固定 , 由 向 
量 从 的 定义 , 映射 gs og931: {P} xC" 一 {P}xC" 是 C" 到 Cr" 的 线 
性 同 构 . 假设 这 一 线性 同 构 的 表示 矩阵 为 G8(P), 则 映射 P 一 GZ(P) 
是 U6 门 Ug 到 GL(r,C) 的 解析 映射 . 这 里 GL(r, C) 表示 所 有 7 阶 非 奇 
异 (行列 式 不 为 零 ) 的 复 和 矩阵 构成 的 集合 , 将 GL(7,C) 看 做 Crxr 中 开 
集 , 则 其 是 一 复 流 形 . {GG} 称 为 向 量 丛 r :已 一 M 对 于 开 覆 盖 {Uo} 
以 及 解析 同 胚 gu : -i(U6) 一 Us。 x Cr 的 转移 矩阵 . 由 定义 不 难看 出 
转移 矩阵 在 其 有 定义 的 区 域 上 满足 


GY.G = 了 GY.08.G7=], 
这 里 7 表示 单位 矩阵 . 例如 , 对 于 全 纯 切 从 Tiio(M), 坐标 变换 的 Ja- 
O23 


cobi 矩阵 G3 = | | 就 是 Tuo(M) 对 坐标 柳 盖 的 转移 矩阵 . 


ci 
反 过 来 , 设 {U。} 是 流 形 M 的 一 个 开 覆 盖 , 假定 当 Uo 站 0g 产儿 
时 , 在 Us 门 Us 上 给 定 了 一 个 解析 映射 
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Gg :Us[ Us — GL(r, ©), 


并 且 G8 满足 上 面 的 关系 式 . 则 我 们 可 以 利用 GS, 定义 (Vs 站 U8)xCr 
到 (U6 站 Ua) x Cr 的 解析 同 胚 为 (Pa) 一 (PaG3(P)). 利用 此 , 可 以 
将 Us x Cr" 与 Us x Cr" 在 Us 门 Us 上 粘 接 起 来 . 而 G3 满足 的 关系 式 
表明 这 一 粘 接 过 程 是 合理 的 , 由 此 我 们 得 到 M 上 的 一 个 ” 维 全 纯 向 
量 丛 ， 从 这 个 观点 来 看 , 流 形 上 给 一 个 向 量 丛 与 给 一 个 开 履 盖 以 及 上 
面 的 转移 矩阵 是 一 样 的 . 
例 1 设 M 是 任意 复 流 形 , 令 已 = MxCr,Tr :已 一 M 为 MxCr 
到 M 的 投影 , 则 是 M 上 的 一 个 + 维 全 纯 向 量 从 , 称 为 M 的 维 
平凡 向 量 从 . 
例 2 一 维 全 纯 向 量 从 称 为 全 纯 线 从 . 下 面 是 构造 全 纯 线 从 的 一 
个 特殊 方法 ， 设 M 是 复 流 形 ，{Us} 是 M 的 一 个 开 履 盖 , 假定 在 每 
一 个 VU。 上 给 定 了 一 个 亚 纯 函数 gu, 满足 当 Us 站 Us 了 2 时 , ga /gp 
是 Us。 门 Ue 上 的 处 处 不 为 零 的 解析 函数 ( 即 在 Us 门 Ve 上 , 亚 纯 函 
数 go 与 gg 的 零点 和 极点 完全 相同 ). 利用 go, 在 Uo 门 0s 上 , 令 
G$= 站 
98 
则 G9 满足 线 丛 转移 矩阵 的 条 件 , 从 而 定义 了 M 上 的 一 个 全 纯 线 从 工 . 
这 时 称 D = {(06,9o)} 为 M 上 的 一 个 除 子 , 称 线 丛 工 为 由 这 一 除 子 
定义 的 全 纯 线 从 , 记 为 L = [D]. 
例 3 在 上 面 的 例 2 中 , 如 果 特 别 假定 M 是 一 维 紧 复 流 形 , 即 
紧 Riemann 曲面 . 设 D = {(Va,ga)} 是 M 上 的 一 个 除 子 , 假定 P 是 
亚 纯 函 数 go 在 开 集 UV。 上 的 n; 阶 零点 , 而 Q; 是 go 在 Us。 上 的 mj 
阶 极点 , 则 由 除 子 定义 , 零点 和 极点 以 及 零点 和 极点 的 阶 都 与 UV。 的 选 
取 无 关 , 因此 我 们 可 以 将 除 子 形式 地 表示 为 


; 


D=nP+.…+nsPs — m1 一 一 Tt 
其 中 P,Q; € M,ni, my € Ni = 1 ,517 一 1 反 过 来 ， 任 给 
一 个 同样 的 形式 和 D 一 m+ + nsPs — m1 oo Mm 则 


不 难 找到 M 的 一 个 开 履 盖 {U。}, 使 得 我 们 能 够 在 每 一 个 U。 上 找 一 
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个 亚 纯 函 数 gu, 满足 当 Pe U6。( 或 者 Qj € U6) 时 , 点 号 (或 者 点 @)) 
是 ge 的 ni 阶 零 点 (或 者 rm 阶 极点 ), 而 gu 无 其 他 零点 和 极点 . 这 
样 利用 DD, 我 们 得 到 了 M 上 的 一 个 除 子 {(U6, ga)}, 并 进一步 得 到 M 
上 的 一 个 全 纯 线 从 .利用 此 , 在 紧 Riemann 曲面 上 , 我 们 通常 都 用 形 
式 和 = mPt+ +nsPs — miQi— ~ mt 表示 曲面 上 的 除 子 ， 
而 将 和 ni 十 … 十 ns 一 mi 一 … 一 mt 称 为 除 子 D 的 阶 , 记 为 deg( 刀 ). 
在 本 书 第 6 章 中 , 我 们 将 证 明 紧 Riemann 曲面 上 任意 全 纯 线 丛 都 是 由 
这 样 的 除 子 定 义 的 线 丛 . 

在 上 面向 量 从 的 定义 中 , 对 于 任意 点 Pe M, 设 Pe V6, 由 假设 
我 们 有 一 个 一 一 对 应 go : x-1(P) 一 {P} x Cr". 而 当 Pe Vo 人 Va 时 ， 
映射 gu ogjl:{P} x Cr 一 {P} x Cr" 在 Cr 上 是 线性 同 构 . 通过 这 一 
同 构 , 可 以 将 r-1(P) 看 做 一 > 维 复线 性 空间 , 这 时 x-1(P) 上 的 线性 
结构 , 即 x-1(P) 中 元 素 的 线性 运算 , 与 UV。 的 选取 无 关 . 

利用 这 样 的 观点 , 复 流 形 M 上 的 一 个 维 全 纯 向 量 从 EF 可 以 
理解 为 : 对流 形 M 中 的 每 一 个 点 P < M 给 定 了 一 个 7 维 复线 性 
空间 Ep, 且 Ep 全 纯 地 依赖 于 点 已, 即 EE = UEP 是 一 复 流 形 ， 
而 7 :已 _，Mix(Ez) = 了 是 全 纯 映 射 ， 此 外 , 在 定义 中 我 们 特别 地 
假定 了 对 于 任意 点 P < M, 都 存在 P 的 一 个 邻 域 0, 使 得 ,EP 
与 Ux Cr 解析 同 胚 , 其 中 Ep {P} x Cr ~ Cr 是 线性 同 构 , 即 互 限 
制 在 开 集 UV 上 后 是 平凡 向 量 丛 . 向 量 丛 的 这 一 性 质 称 为 局 部 平凡 化 . 
换 句 话说 , 全 纯 向 量 从 可 以 看 做 是 由 一 族 以 M 中 的 点 为 参 变量 的 复 
线性 空间 构成 的 , 具有 局 部 平凡 化 性 质 的 复 流 形 ， 下 面 我 们 将 按照 这 
样 的 观点 来 讨论 向 量 从 , 我 们 希望 从 这 个 角度 来 说 明 , 向 量 空间 的 各 种 
运算 和 了 映射 都 可 以 推广 到 向 量 从 上 . 在 下 面 讨论 中 , 我 们 将 假定 所 考 
虑 的 向 量 从 都 是 可 微 向 量 丛 , 读者 不 难 将 相关 的 运算 和 映射 转换 到 全 
纯 向 量 从 上 . 

向 量 从 的 直 和 ” 设 轧 = 凯 Bip, 本 = U Bzp 都 是 流 形 M 上 

PeM PEM 


的 癌 量 从 , 定义 Bi 与 EE 的 直 和 已 = B19 为 : 对 于 任意 点 PeM,， 
令 Ep = Bip@Bzp. 利用 Ei 和 Es 的 局 部 平 几 化 不 难得 到 EE= Ei@E 
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的 局 部 平凡 化 , 因而 已 也 是 M 上 的 向 量 从 . 现 设 GG 和 F8 分 别 是 思 
和 2 对 于 M 的 开 履 盖 {V6} 的 转移 和 矩阵, 则 
[os 

0 Fg 

是 直 和 马 = i @ Eo 对 {Ua} 的 转移 矩阵 . 
向 量 从 的 张 量 积 ” 设 轧 = U 轧 p, 二 U Eop 都 是 流 形 M 

PEM PeM 
上 的 向 量 从 , 定义 轧 与 Eo 的 张 量 积 = 户 8 Es 为 : 对 于 任意 
点 Pe M, 令 Ep = ip Bop. 与 上 面 讨论 相同 ,利用 和 到 的 局 
部 平凡 化 不 难得 到 巨 = i &@ Ez 是 M 上 的 向 量 从 . 忆 = 思 8 Eo 称 为 


向 量 丛 | 与 Bo 的 张 量 积 . 
向 量 从 的 外 积 ” 设 轧 = U Ep 是 流 形 M 上 的 向 量 从 , 定义 古 
PeM 


的 7 阶 外 积 和 "5 为: 对 于 任意 点 Pe M, 令 (AE)p = 和 A"Ep, 则 A"E 
也 是 M 上 的 向 量 从 . 

例 4 设 EE 是 m 维 复 流 形 M 上 的 维 向 量 从 , 则 对 于 任意 
点 Pe M, (AE)p = A"Ep 是 一 维 复线 性 空间 , 因而 和 "EB 是 线 从 . 这 
时 , 如 果 G8 是 E 对 于 开 禾 盖 {U。} 的 转移 箱 阵 , 则 det[G3] 是 A"E 
的 转移 函数 , 因而 和 "EB 也 称 为 BB 的 行列 式 线 从 . 

向 量 丛 的 对 偶 丛 ” 设 互 = A Ee 是 M 上 的 向 量 从 , 定义 户 的 


对 偶 丛 E* 为 : 对 于 任意 Pe iM, 令 (E*)p = (Ep)’, 即 (BE*), 是 Ep 
的 对 偶 空间 . 则 E* 也 是 M 上 的 向 量 从 .EB* 称 为 向 量 从 已 的 对 偶 从 . 
如 果 GS 是 巨 对 于 开 禾 盖 {U6} 的 转移 矩阵 , 则 [G8]-! 是 E* 的 转移 
和 矩阵. 
例 5 设 T(M)= 出， Tp 是 流 形 M 的 切 向 量 从 , 则 T*(M) = 
本 


ps 是 M 的 余 切 向 量 从 . 如 果 Ti,0)(M) = UU, Tu,0)(P) 是 复 流 

所 所 

形 M 的 全 纯 切 向 量 从 , 则 760)(M) = U 了 oa(P) 是 M 的 全 纯 余 
PeM 

切 向 量 从 . 如 果 M 是 mm 维 复 流 形 , Te 0(M) 是 M 的 全 纯 余 切 从 , 令 


K = A™T 0)(M), 
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则 K 是 复 流 形 M 上 的 全 纯 线 从 , 一 般 称 KK 为 M 的 典 则 线 从 . 这 时 
如 果 {Uo (2 ,zr)} 是 M 的 坐标 覆盖 , 则 7 。(M) 的 转移 矩阵 

Ozi1™ Ozi]™ 
为 ba ,而 天 的 转移 覆 为 ad 2 加 

例 6 设 呈 是 一 紧 Riemann 曲面 , 我 们 将 上 面 在 例 3 中 给 出 的 号 
上 的 除 子 统一 表示 为 D = ni 十 … 十 nsPs, 其 中 对 于 = 1,.… ,5s， 

. 忆 Be€R, 而 ni €Z, ni 可 以 为 零 . 我 们 以 Div(R) 表示 R 上 所 有 除 子 
构成 的 集合 , 而 在 除 子 之 间 定 义 运 算 为 : 设 Di = niPi 十 “+ nsP,, 
D2=mP+t+.+msP,, 令 

Di + D2 = (n+ mi)P + (ns + ms)P,, 
一 六 = -nh —.…— nsP,, 
则 Div(R) 成 为 由 R 中 的 点 生成 的 Abel 群 , 称 为 ER 的 除 子 群 . 

另 一 方面 , 如 果 以 PLR) 表示 R 上 所 有 全 纯 线 从 构成 的 集合 , 则 
利用 线 从 之 间 的 张 量 积 和 对 偶 运 算 ，P(R) 也 是 一 Abel 群 , 称 为 已 的 
线 从 群 . 

现 设 Di = 辐 忆 二 十 nsP D2 二 mi 十 … 十 msP, 是 上 给 定 
的 两 个 除 子 , [D1] 和 [Da] 分 别 是 由 Pi 和 Ds 定义 的 线 从 . 选取 的 一 
个 开 覆 盖 {U。}, 使 得 能 够 在 每 一 个 [ 上 选取 亚 纯 函 数 f。 和 h。, 满 
是 在 Us。 上 , D1, Ds 分 别 由 大 和 hs 的 零点 和 极点 给 出 . 则 在 Uo 站 Ug 
上 , [Di] 和 [Da] 的 转移 函数 分 别 是 f/fe 和 ho/hg. 这 时 , [Di] @ [Da] 
和 [Djj* 都 是 R 上 的 线 从 , 而 (fo/f8) . (ha/ha) 和 (fa/fa) 分别 
是 [Dil@[Dz] 和 [D1]* 的 转移 函数 . 而 这 一 关系 可 以 转换 为 [D1] 8 [Da| 
和 [D1]* 分 别 是 由 {f。: hs} 和 {21} 定义 的 线 从 , 我 们 得 到 ， 


[Di1+ Dz] = [Di] 8 [D2], [-Di] = [D1]. 


线 丛 之 间 的 张 量 积 和 对 偶 运 算 就 是 除 子 之 间 的 和 以 及 道 运算 , 即 关系 : 
D 性 [D] 是 R 上 除 子 群 到 线 从 群 的 一 个 群 同 态 . 在 本 书 第 6 章 中 , 我 
们 将 利用 这 一 同 态 给 出 紧 Riemann 曲面 上 全 纯 线 从 的 分 类 . 

向 量 空间 之 间 的 线性 映射 也 可 以 定义 到 向 量 从 上 . 
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定义 4.2.2 设 而 一 U bip 和 Ez = U Ezp 都 是 流 形 ME 上 
PE PEM 


的 可 微 向 量 从 ， Tri: 五 一 MM 和 Ao : Bo 一 M 是 投影 , 设 FF: 户 | — Eo 
是 包 到 多 的 可 微 映 射 , 如 果 下 满足 

(1) zi = m2 0 古 , 即 对 于 任意 点 Pe M, F(Bip) C 本 pi 

(2) 对 于 任意 点 Pe M, 映射 | (p) : BiP 一 Eap 都 是 线性 空 
间 Elp 到 Eop 的 线性 同 态 ， 

则 称 F 为 向 量 从 Bi 到 Es 的 同 态 映 射 . 

如 果 玉 ;有 轧 一 Bo 是 同 态 映 射 , 并 且 对 于 每 一 点 Pe M, 线性 映 
射 五: Eip 一 Bzp 都 是 同 构 , 则 称 五 为 向 量 从 的 同 构 映射 称 向 量 
丛 与 本 同 构 . 

如 果 在 上 面 的 定义 中 假定 M 是 复 流 形 , EB 和 Es 都 是 M 上 的 全 
纯 向 量 从 , F : Bi -Ez 是 全 纯 映 射 , 则 称 下 为 全 纯 的 同 态 ( 辐 构 ) 映 
射 . 

现 设 轧 和 Es 都 是 流 形 M 上 的 可 微 向 量 从 , 已 : Bl 一 Ba 是 
可 微 的 同 态 映射 , 选取 M 的 一 个 开 履 盖 {U6}, 使 得 巨 和 Es 在 UU 
上 分 别 有 局 部 平凡 化 Vx Cr 和 Uo x Cs. 利用 这 一 局 部 平凡 化 , 对 
于 任意 点 Pe U6, 线性 同 态 Flii(p) : lp 一 Bzp 可 用 一 "xs 算 
阵 记 (P) es C(r,s) 给 出 , 这 里 Clr,s) = Crxs 表示 由 所 有 +r xs 复 
算 阵 构成 的 复 流 形 ，F 是 可 微 的 映射 , 因而 第 阵 Fo(P) 的 分 量 都 是 关 
于 PP 可 微 的 函数 . 利用 F(P), 映射 Fliicp, :Ep 一 Ep,C" 一 人 
可 表示 为 i tFs(P). 现在 假设 G3 和 G8 分 别 是 ,Bz 对 于 开 覆 
盖 {Ua} 的 转移 矩阵 ,， 则 利用 线性 同 态 五 : Bip 一 Eop 与 局 部 平凡 
化 的 选取 无 关 , 当 Pe UUVs 时 , 设 te Bp=C 是 妃 在 凡 。 
上 的 局 部 平凡 化 UV x Cr 下 的 表示 , 则 相对 于 Ei 在 Use 上 的 局 部 平 
让 Ua x Cr 下 的 表示 tG8(p), t 与 4G8(P) 是 同一 个 向 量 ， 同 理 ， 

Fo(P)G8(P) 与 GS(P)Fa(P) 是 BB 在 Us 和 Us 上 不 同 平凡 化 下 的 
同 个展 最 ， 因而 成 立 下 面 关 系 : 
tFs(P)GS(P) = 1G¢$(P)Fg(P). 
由 于 上 € C" 是 任意 的 , 我 们 得 到 向 量 从 轧 , Bz 的 转移 矩阵 {G8} 
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和 {G8} 与 同 态 FF 的 表示 矩阵 { 本 (P)} 之 间 必须 满足 下 面 关系 式 
F,(P)GS(P) = GS(P) Fa(P). (4.2.1) 

反之 , 对 于 上 面 的 开 履 盖 {UV。}, 如 果 在 每 一 个 U。 上 给 定 一 个 U。 
到 Clr,s) 的 可 微 映射 已 一 Fo(P), 且 {Fs(P)} 满足 关系 式 (4.2.1). 
则 利用 FF, 我 们 可 在 0。 上 定义 Us x C" 到 Us x Cs 的 一 个 映射 , 使 
得 Pe Us 固定 时 , 这 一 映射 是 由 矩阵 及 (P) 给 出 的 线性 同 态 . 这 时 
关系 式 (4.2.1) 保证 了 这 样 定义 的 映射 在 Uo 门 Us 上 是 相同 的 , 即 这 一 
映射 与 ru 的 选取 无 关 . 通过 {}, 我 们 得 到 向 量 从 Bl 到 的 一 个 
同 态 . 特别 地 , 如 果 = s, 而 Fo(P) 是 处 处 非 奇 异 的 矩阵 , 则 由 {五 ,》， 
我 们 得 到 向 量 从 Ei 到 到 的 一 个 同 构 上 映射 . 

例 7 符号 与 假设 和 例 6 相同 . 设 G : [Di] 一 [D2] 是 线 从 的 一 个 
解析 的 同 构 映射 , 则 在 re 上 G 由 一 处 处 不 为 零 的 解析 函数 g 给 出 . 
而 在 Uo 门 Us 上 , 关系 式 (4.2.1) 表明 gu 满足 


我 们 得 到 在 Us 让 Us 上 


利用 此 , 如 果 我 们 在 曲面 R 上 定义 一 个 函数 / 为 站， = 9 站， 则 / 


是 R 上 的 亚 纯 函数 . 而 如 果 以 div(f) 表示 由 f 的 零点 和 极点 ( 按 重 
数 记 ) 定义 的 除 子 时 , 由 于 ga 是 处 处 不 为 零 的 解析 函数 , 因此 

div(f) = D1 ~ D,», 
即 除 子 Di 与 Ds 的 差 是 由 R 上 一 个 亚 纯 孙 数 的 零点 和 极点 定义 的 除 
子 , 这 时 称 Di 与 Ds 线性 等 价 . 反之 , 如 果 除 子 D1 与 D2 线性 等 价 ， 
即 D1 一 D2 = div(f), 其 中 f 是 R 上 的 亚 纯 函 数 . 在 U。 上 令 


ha 
ga 一 fe 
则 ga 是 U。 上 处 处 不 为 零 的 解析 函数 , 并 且 在 [站 Us 上 满足 oo 天 


= 各 gs 因此 ,利用 {9。} 我 们 得 到 线 从 [Di] 到 [D 的 一 个 同 构 网 
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射 . 这 样 我 们 得 到 在 紧 Riemann 曲面 R 上 , 线 从 [Di] 与 [Da] 同 构 的 
充分 必要 条 件 是 除 子 Di 与 Pa 线性 等 价 . 这 一 结论 也 可 表示 为 ; 对 
于 上 除 子 群 到 线 从 群 的 群 同 态 映射 


Div(R) 一 P(R),, Do [D), 


映射 的 核 ( 即 像 为 平凡 线 从 的 除 子 全 体 ) 就 是 由 R 上 所 有 不 恒 为 零 的 
亚 纯 函 数 定 义 的 除 子 所 组 成 的 集合 . 对 于 高 维 复 流 形 上 由 除 子 定义 的 
全 纯 线 从 , 同样 的 结论 也 是 成 立 的 . 

关于 向 量 丛 的 另 一 重要 概念 是 向 量 丛 的 截 影 . 

定义 4.2.3” 设 x :加 一 M 是 复 流 形 M 上 一 全 纯 向 量 从 ,UC M 
是 M 中 的 开 集 , s : U 一 是 定义 在 UV 上 的 一 个 全 纯 (可 微 ) 映射 , 如 
果 s: 厅 一 已 满足 ros= Id, 即 对 于 任意 点 PeU,s(P)eE rx!(P)= 
Ep, 则 称 s 为 巨 在 0U 上 的 一 个 全 纯 (可 微 ) 截 影 . 

我 们 以 T(U, B) 表示 BB 在 U 上 的 全 纯 截 影 全 体 , 而 以 A(U, 巨 ) 表 
示 轧 在 U 上 的 可 微 截 影 全 体 . 下 面 以 讨论 全 纯 截 影 为 主 , 同样 的 结论 
可 以 平行 地 转移 到 可 微 截 影 上 . 设 si sy? ce T(U, 本 , 对 于 任意 Pe Ud, 
由 于 Ep 是 线性 空间 , 因而 可 定义 运算 (sl + s2)(P) = si(P) + sz(P) 
以 及 (cs1)(P) = csi{P), 其 中 ce C. 利用 向 量 从 的 局 部 平凡 化 不 难看 
出 , sl + sz 和 csl 都 是 在 U 上 的 全 纯 截 影 . 利用 这 些 运算 , T(U, 如 
成 为 一 线性 空间 , 称 为 向 量 丛 已 在 X 上 的 截 影 空间 . 

在 上 面 关 于 疝 量 丛 的 定义 中 , 我 们 特别 强调 了 向 量 从 有 局 部 平凡 
化 . 即 % :EE 一 M 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 则 对 任意 点 Q < M, 存 
在 Q@ 点 的 邻 域 U0, 使 得 x-1(U0) 与 Ux Cr 解析 同 胚 , 并 且 对 于 任意 
点 PEeUrrI(P) 一 {P} xcCr 是 线性 同 构 . 现 设 

{Ce = (1,0,.… ,0), 包 = (0,1,.. 0) ,8 = (0,0,.…. ,1)} 

是 C" 的 标准 线性 基 , 将 zx-1(U) 与 UV x Cr 等 同 , 对 于 6 = 1,:… ,7， 
定义 U 到 U x C" 的 映射 e6 为 : 对 于 任意 点 P e U, 令 ea(P) = 
(P28), 则 e8 A 在 U 上 的 全 纯 截 影 . 这 时 对 每 一 点 PE U， 
{el(P) ,e”(P)} 都 构成 +-1(P) = {P}xC" 的 线性 基 , 因而 T(Z 本 
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中 每 一 个 元 素 都 可 表示 为 {el … ,er} 对 于 D 上 解析 函数 的 线性 组 合 . 
反之 , 如 果 UC MM 是 开 集 , 假设 向 量 从 r :BM 在 U 上 存在 7 
个 全 纯 截 影 el,… ,er, 使 得 对 每 一 点 Pe U, {er(P),… ,er(P)} 都 构 
成 rI(P) = {P} x C" 的 线性 基 , 则 对 于 任意 a € r-I(P),a 可 唯一 
地 表示 为 
a = clel(P) 十 …: 十 Cre (P),c: EC,i= 1 ,7. 
利用 此 , 定义 映射 
Gi UV HUxC, ear (P(e ,cr)), 

则 这 一 映射 是 x-1(U) 到 UV x Cr 的 解析 同 胚 , 而 当 P e U 给 定时 ， 
ri(P) 一 {P} x C" 是 线性 同 构 , 映射 G 给 出 了 向 量 从 忆 在 U 上 的 
局 部 平凡 化 . 所 以 , 向 量 从 在 开 集 UV 上 局 部 平凡 化 的 存在 性 等 价 
于 在 UV 上 存在 E 的 一 组 全 纯 截 影 el,… ,e”, 使 得 对 于 任意 点 已 < UU， 
{el(P),… ,er(P)} 都 构成 Ep 的 线性 基 . 例如 , 向 量 从 x:E 一 M 是 
平凡 向 量 从 ( 即 = M x C") 的 充分 必要 条 件 是 存在 互 在 M 上 的 
个 全 纯 截 影 el,.… ,e", 使 得 对 于 任意 P e M, {e!(P),… ,er(P)} 都 
是 7-1(P) = Ep 的 线性 基 . 

对 于 满足 上 面 性 质 的 一 组 截 影 e!,… ,er, 我 们 有 下 面 定义 . 

定义 4.2.4 设 r: 瑟 一 M 是 复 流 形 M 上 一 全 纯 (可 微 ) 向 量 
从 ,UC M 是 开 集 , ei,… ,er 是 互 在 UU 上 的 一 组 全 纯 (可 微 ) 截 影 , 如 
果 对 于 任意 点 Pe UV, {fel(P)……,er(P)} 都 是 线性 空间 -1(P) = Ep 
的 线性 基 , 则 称 {e1(P),… ,er(P)} 为 在 UU 上 的 一 个 全 纯 (可 微 ) 
的 局 部 标 架 . 

由 于 局 部 平凡 化 的 存在 , 向 量 丛 的 局 部 标 架 总 是 存在 的 .而 如 果 
从 局 部 标 架 的 观点 来 看 向 量 从 , M 上 的 全 纯 向 量 丛 互 则 可 以 看 做 是 
以 M 中 的 点 Pe MM 为 参 变量 的 一 族 线性 空间 Ep 构成 的 复 流 形 

E= [|] Er, 
PeM 

满足 对 于 任意 点 P € M, 存在 PP 点 的 邻 域 UU 和 互 在 UV 上 的 +r 个 
全 纯 截 影 el,… ,e”( 即 ei 是 UV 到 友 的 解析 映射 , 满足 ei(P) € Ep). 
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使 得 {e1(P),… ,er(P)} 构成 Ep 的 线性 基 . 利用 这 一 性 质 , 我 们 可 
以 找到 M 的 一 个 开 窗 盖 {U0。}, 并 在 每 一 个 U。 上 , 找到 一 组 全 纯 堆 
影 e5,… ,ei, 构成 0。 上 的 全 纯 局 部 标 架 . 当 Us 门 Us # @ 时 , 局 部 
标 架 的 变换 关系 ez. = 3 af2ez 就 给 出 了 向 量 从 5 的 转移 矩阵 G8 = 


[a], 因而 向 量 从 的 转移 箱 阵 也 可 以 理解 为 向 量 从 的 局 部 标 架 之 
间 的 变换 箱 阵 

作为 向 量 从 及 其 截 影 的 重要 应 用 , 我 们 这 里 来 考查 怎样 表示 复 流 
形 到 复 投影 空间 的 解析 映射 ， 首 先 , 设 r : 工 一 M 是 复 流 形 M 上 
的 一 个 全 纯 线 从 ， 设 0,… ,sn 都 是 线 从 工 在 M 上 的 全 纯 截 影 , 满 
足 9,… ;sn 在 M 上 没有 公共 零点 . 设 {U0。} 是 M 的 开 获 盖 , 在 每 
一 个 UV。 上 有 局 部 平凡 化 Lo。 = U。 x C, { 邮 } 是 工 对 于 这 一 局 部 平 
凡 化 的 转移 矩阵 ， 则 对 于 每 一 个 [全 纯 截 影 s?,… ,s" 在 UV。 上 可 
表示 为 解析 函数 s&，…,s&， 且 s5,… ,s4 没有 公共 零点 ,利用 此 , 我 
们 定义 映射 到 :De 一 CP" 为 


Po Fa(P)= [sa(P),.. ,sa(P) eCP", 


其 中 {20, 27, ,2"| 是 CP" 的 齐 次 坐标 . 由 于 在 Uo NUBg 上 ， 对 于 ;1 = 
0 ,1, 8% = pss, Bp YP € Uo N Uo, 


(sa(P),... ,su(P)) = ha(P)(sB(P),.. ,sB(P)). 


因此 作为 齐 次 坐标 , Fa(P) = Fg(P), 即 FE(P) € CPr" 与 a 的 选取 无 
关 . 由 此 如 果 定 义 玉 : M 一 CP" 为 P|/，= Fo, 则 下 是 定义 在 整个 M 
上 的 到 投影 空间 CP" 的 解析 映射 . 这 样 , 利用 复 流 形 上 全 纯 线 从 的 一 
组 没有 公共 零点 的 全 纯 截 影 , 我 们 得 到 了 复 流 形 到 复 投影 空间 的 一 个 
解析 映射 . 

反 过 来 , 设 FF : M 一 CP" 是 一 给 定 的 解析 映射 利用 CP" 
的 齐 次 坐标 , 对 于 任意 点 P e M, 存在 P 点 的 邻 域 UV 和 U 上 无 
公共 零点 的 解析 函数 f0,… , f", 使 得 FF 在 UV 上 可 表示 为 F(P) = 
[fF?(P),… ,了 ”(P)] 取 M 的 一 个 开 覆 盖 {U6}), 使 得 在 VU。 上 下 可 表 
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示 为 FP(P) = [89(P),… ,2(P). 则 当 Us 门 Us 冯 8 时 ,由 齐 次 坐标 的 
定义 得 , 存在 Us 门 Us 上 处 处 不 为 零 的 解析 函数 {h8}, 满足 


(fa(P), ,fa(P)) = RG(P)FB(P), ,fB(P)). 


由 于 是 整体 定义 的 映射 , 因而 不 难 验 证 {h8} 满足 线 从 转移 函数 的 
条 件 (4.2.1)， 所 以 如 果 以 {h8} 作为 转移 函数 , 我 们 得 到 M 上 一 个 
全 纯 线 从 工 而 由 定义 , {s0 := {有 2}},… , {sn :一 {让}} 都 是 线 从 工 
在 M 上 的 全 纯 截 影 , 并 且 这 组 截 影 无 公共 零点 .由 此 我 们 得 到 ，M 
到 CP" 的 解析 野 射 都 可 以 表示 为 由 M 上 一 全 纯 线 从 的 n +1 个 无 
公共 零点 的 截 影 定义 的 映射 . 比较 我 们 在 上 一 章 中 利用 亚 纯 函数 给 出 
的 复 流 形 到 复 投 影 空 间 的 映射 , 显然 由 于 这 里 不 需要 考虑 亚 纯 函数 的 
分 母 的 零点 , 因而 利用 全 纯 截 影 给 出 的 映射 表示 起 来 更 加 清楚 , 更 容易 
讨论 . 

从 另外 一 个 角度 , 如 果 si = {s164), sz = {s2a} 是 全 纯 线 从 上 的 
两 个 线性 独立 的 截 影 , 在 VU。 上 令 f|,，= sia/sza, 则 由 线 丛 截 影 的 变 
换 公 式 容 易 看 出 , 当 [ns 了 台 时 ,在 InDs 上 siay/sau = 818/s28; 
因此 f 实际 是 定义 在 整个 M 上 的 亚 纯 函数 ， 反之, 如 果 户 …… ,下 
是 M 上 给 定 的 ”个 亚 纯 函 数 , 则 由 我 们 在 本 书 第 1 章 中 给 出 的 解 
析 函 数 芽 环 的 唯一 分 解 性 ， 容 易 得 到 ， 存 在 M 上 的 除 子 {Uo,g6)， 
使 得 在 每 一 个 U。 上 ,gs 都 是 解析 函数 , 并且 对 于 i = 1,… ,n, 如 
果 令 sia = gafiju， 则 sio 也 都 是 V。 上 的 解析 函数 ， 即 go 的 零 
点 包含 了 刻 ,… ,fi 在 U。 上 的 分 母 的 所 有 零点 , 或 者 说 {U6,g。} 
是 由 扩 '，… , 所! 的 所 有 零点 形成 的 除 子 ， 这 时 , 如 果 设 工 是 由 除 
子 {Uo,9a} 定义 的 线 从 , 则 g = {go},s1 = {s1a},… ,sn = {sna} 都 
是 工 的 全 纯 截 影 . 而 M 由 亚 纯 函 数 所 ,… , fi 定义 的 到 复 投影 空间 的 
映射 , 与 M 由 线 从 工 的 全 纯 截 影 g, s1,… ,sn 定义 的 映射 是 相同 的 . 
利用 线 丛 截 影 与 亚 纯 函 数 的 这 些 关 系 , 在 讨论 高 维 复 流 形 时 , 我 们 一 般 
不 直接 讨论 亚 纯 函 数 , 而 是 用 全 纯 线 丛 的 截 影 来 代替 亚 纯 函 数 ， 这 样 
做 可 以 避免 由 亚 纯 函 数 分 母 零点 的 非 孤 立 性 对 于 讨论 带 来 的 困难 , 当 
然 一 般 向 量 丛 的 截 影 则 可 以 看 做 线 丛 截 影 的 推广 . 
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下 面 我 们 将 给 出 一 些 向 量 从 以 及 向 量 从 的 全 纯 截 影 和 可 微 截 影 的 
例子 , 这 些 例子 在 今后 的 讨论 中 都 会 经 常用 到 . 

例 8 设 M 是 复 流 形 , 工 =M xC 是 M 上 的 平凡 线 从 , 则 对 于 
任意 开 集 Uc M, 工 在 U 上 的 一 个 全 纯 截 影 就 是 [ 上 的 一 个 解析 函 
数 .因此 一 般 向 量 从 的 全 纯 截 影 可 以 看 做 是 解析 函数 的 推广 . 而 这 里 
需要 特别 注意 的 是 在 紧 复 流 形 上 没有 非常 什 的 全 纯 函 数 , 但 确 可 能 存 
在 全 纯 线 从 , 使 得 线 从 有 许 许多 多 线性 无 关 的 全 纯 截 影 

例 9 设 Tiio(M) 是 m 维 复 流 形 M 的 全 纯 切 从 , 通常 我 们 
将 Tao)(M) 在 开 集 Uc M 上 的 一 个 全 纯 截 影 称 为 0 上 的 一 个 全 纯 
切 向 量 场 . 对 于 任意 点 8 € M, 设 (z1,… ,zm) 是 @ 点 邻 域 U 上 的 
局 部 坐标 , 则 对 于 1 = 1,… ,mu 0 都 是 U 上 的 全 纯 截 影 , 而 对 于 任 


意 Pe D{ 芒 四 构成 Tao(P) 的 线性 基 因此 Tuo)(M) 


在 U 上 的 平凡 化 是 通过 线性 基 | 二 办] 实现 的 , 而 Tu oO 


在 UV 上 的 任意 全 纯 截 影 可 只 一 地 表示 为 = 中 疡 3 ,其 中 产 是 避 
上 的 解析 函数 . 

在 继续 讨论 以 前 , 我 们 先 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 4.2.5 设 呈 是 紧 Riemann 曲面 ,DD = niP 十 … 十 ns 
是 R 上 的 一 个 除 子 , 如 果 对 于 i = 1,… ,s, 成 立 n; > 0, 则 称 D 为 非 
负 除 子 , 记 为 D > 0; 如 果 D1, D; 都 是 R 上 的 除 子 , 满足 Di - Da > 0， 
则 称 除 子 D 大 于 等 于 除 子 D2, 记 为 Di > DD，. 

例 10 设 丸 是 一 紧 Riemann 曲面 , D =ni 呈 十.… 十 ns 是 有 R 
上 给 定 的 一 个 除 子 , 选取 RR 的 一 个 开 覆 盖 {U。}, 使 得 可 在 每 一 个 U。 
上 选取 一 亚 纯 函数 f。, 满足 在 VU。 上 D 由 f。 的 零点 和 极点 给 出 . 由 
于 限制 在 Ue 上线 从 [DD]|w = Us x C, 因此 [DI] 在 Us 上 的 一 个 全 
纯 截 影 。 是 0。 上 一 个 解析 函数 , 而 [D] 在 R 上 的 一 个 全 纯 截 影 s 
可 表示 为 : 在 每 一 个 0。 上 给 一 个 解析 函数 so, 满足 当 Us Ug 名 


时 ,在 UUs 上 成 立 so = esp. 利用 此 , 对 于 线 从 [DI 的 一 个 全 纯 堆 
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影 s, 如 果 我 们 定义 一 个 函数 f 为 fl ，= sa/fa, 则 f 是 R 上 的 亚 纯 
函数 . 这 时 如 果 以 div(f) 表示 由 f 的 零点 和 极点 定义 的 除 子 , 由 于 so 
是 VU。 上 的 解析 函数 , 因此 由 sa 的 零点 定义 的 除 子 是 非 负 的 除 子 . 但 
在 Us。 上 f. f= su 我 们 得 到 div(f)++D>0. 

反之 , 如 果 f 是 R 上 的 亚 纯 函 数 , 满足 div(f) 十 D>0, 在 Us。 上 


令 so 二 ff, 则 so 是 解析 函数 , 在 Us 站 Us 上 满足 s。 = Psp, 因此 
s = {sa} 就 是 线 从 [D] 在 R 上 的 一 个 全 纯 截 影 . 由 此 , 如 果 令 
1(D) = {7 | 7 是 已 上 亚 纯 函 数 , 满足 div(f) + D>0}， 


则 1(D) 是 一 线性 空间 , 而 上 面 讨论 表明 T(R,[D]) 兰 !D), 这 里 1(D) 
是 传统 的 紧 Riemann 曲面 理论 中 关于 亚 纯 函数 需要 讨论 的 基本 空间 ， 
对 此 读者 可 参阅 本 书 第 6 章 中 Riemann-Roch 定理 的 讨论 . 
例 11 设 M 是 m 维 的 实 微 分 流 形 ,TT(M) 和 T*(M) 分 别 是 MM 
的 切 从 和 余 切 从 . 张 量 积 
r 次 s 次 
TM)=T(M)®:...8T(M) ST(M)...® T*(M) 


称 为 M 上 的 (r,s)- 型 张 量 从 , T7(M) 的 可 微 截 影 称 为 M 上 的 (7, s)- 
型 张 量 . 如 果 P e M, (xz1,… ,zm") 是 P 点 邻 域 UV 上 的 局 部 坐标 ， 
则 Tr(M) 在 Z 上 的 可 微 截 影 可 以 表示 为 

s= 》， 所 @.…@ 3 ® dz’ @.. @ de”, 


3 
了 1 ;Is=1 


其 中 记 …r 都 是 5 上 的 可 微 函数 . 

例 12 设 M 是 m 维 的 实 微分 流 形 , T*(M) 是 M 的 余 切 向 量 
从 . 考虑 外 积 AT*(M), A"T*(2M) 中 的 可 微 截 影 就 是 我 们 熟知 的 7- 次 
微分 形式 . 对 于 任意 点 Pe M, 设 (z1,… ,zm) 是 忆 点 邻 域 UV 上 的 


局 部 坐标 , 则 UV 上 的 ~ 次 微分 形式 w 可 表示 为 


1 之 ， ， 
Ww == 四 >》， 访 QZ 人 “A dz”, 
1 


by sir 
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其 中 hii 是 U 上 的 可 微 函 数 ， 关于 指标 人 hr 反对 称 . 
例 13 ” 设 M 是 复 流 形 , Ta 0,(M) 和 7%,(M) 分 别 是 M 的 全 
纯 余 切 从 和 反 全 纯 余 切 从 . 考虑 利用 外 积 得 到 的 向 量 从 


T'(p,g) (M) 一 [A? Ti0) (M)] 和信 [AT2 1)(M)] ; 


则 T2209(M) 的 可 微 截 影 就 是 在 本 章 第 1 节 中 定义 的 (p,q)- 形式 ， 
例 14 设 M 是 复 流 形 , EF 是 M 上 一 全 纯 向 量 丛 , 令 


TD(E) 一 E® | Az Ti 0o)(M)] 人 [As Ti (M)] = 全 T PY(M), 


向 量 从 TC2.0(E) 的 可 微 截 影 称 为 E- 值 (p,q)- 形式 设 Pe Mm, 
(z!,… ,zm) 是 PP 点 邻 域 U 上 的 局 部 坐标 , {e!,… ,er} 是 问 量 从 互 
在 UV 上 的 局 部 标 架 , 则 Z 上 的 豆 值 (p,q)- 形式 w 可 表示 为 

WW 二 


ED > fa.. 7 .ge @dza A .人 dzip 入 dz 和 ， .人 人 dz， 
B=1 i 


31, 


bi ‘ip joiB 都 是 U 上 的 可 微 函数 ， 关于 指标 1 “1 ,br 和 指 
标 了 1,… ,多 分 别 是 反对 称 的 
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如 果 我 们 将 流 形 上 的 函数 看 做 流 形 上 平凡 线 从 的 截 影 , 则 一 般 向 
量 从 的 截 影 可 以 看 成 函数 的 推广 ， 对 于 函数 我 们 有 微分 d, 对 于 向 量 
从 , 一 个 自然 的 问题 是 怎样 在 向 量 从 的 截 影 上 推广 微分 d? 

首先 , 设 M 是 mm 维 实 微分 流 形 , 7*(M) 是 M 的 余 切 从 , 向 量 
从 A"T*(M) 的 截 影 就 是 ~ 次 微分 形式 .对 于 这 样 的 微分 形式 , 一 个 
基本 的 算 子 是 外 微分 算 子 d. 设 w 是 开 集 UC M 上 的 一 个 ~ 次 微分 
形式 , Pe U, (z1,… ,zm) 是 已 点 某 一 邻 域 上 的 局 部 坐标 , 则 在 这 一 
邻 域 上 w 可 以 表示 为 


w= faidr 和 和 dzr， 


ly sin=l 
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其 中 万. 是 UV 上 的 可 微 函数 , 关于 指标 生 ,… ,ir 反对 称 ， 对 于 这 
样 的 表示 , 定义 w 的 外 微分 dw 为 


1 Ua ， 
5 一 2 dfiiiiii, Adr'! AAAdz 


31 7 一 | 
一 本 》， . (二 号 六 do 和 Adzia 入 …. 人 dzer. 

让 和 1 
利用 直接 计算 不 难 验证 由 此 得 到 的 (r + 1)- 次 微分 形式 dw 与 局 部 坐 
标 (z1,… ,zm) 的 选取 无 关 , 即 外 微分 是 一 个 整体 定义 的 算 子 , 其 定义 
了 线性 映射 

A(U,AT*(M)) 3 A(U, ATIT*(M)), 
其 中 A(U,A"T*(M)) 表示 U 上 所 有 7- 次 微分 形式 构成 的 线性 空间 ( 即 
向 量 从 Ar7*(M) 在 UV 上 的 可 微 截 影 全 体 ). 

现 设 x :一 M 是 实 微分 流 形 M 上 的 可 微 向 量 从 , 将 EE 作为 平 

凡 向 量 从 M x C 和 向 量 从 ArT*(M) 的 推广 , 自然 的 问题 是 外 微分 d 
是 否 可 以 定义 在 EF 的 截 影 上 ? 以 线 从 为 例 , 设 {f8} 是 线 从 巨 对 于 开 
覆盖 {Us。}》 的 转移 函数 , 则 E 的 截 影 在 UV。 上 可 表示 为 光滑 函数 so， 
而 在 友人 Ts 上 满足 so = f8s8. 两 边 应 用 外 微分 , 得 


d(sa) = f&d(s8) + d(fa)sp. 


如 果 其 中 线 丛 的 转移 函数 {f8} 满足 d(f8) = 0, 则 d(sa) = f8d(sgp)， 
因此 {d(sa)} 是 向 量 从 互 @T*(M) 中 的 截 影 . 由 此 我 们 就 将 外 微分 推 
广 到 了 五 的 截 影 上 . 然而 , d(f8) = 0 的 条 件 表明 f8 都 是 常 值 函数 ， 
显然 , 对 于 一 般 的 向 量 从 , 这 样 的 转移 函数 是 不 存在 的 (如 果 对 于 向 量 
从 五 存在 转移 矩阵 使 得 其 都 是 由 常数 组 成 , 则 已 称 为 平坦 的 向 量 从 )， 
因此 对 于 实 微分 流 形 , 外 微分 不 能 定义 在 一 般 向 量 从 的 截 影 上 . 

但 是 另 一 方面 , 在 复 分 析 中 , 利用 复 坐 标 (z1,… , z™), 我 们 可 以 
将 微分 d 分 解 为 


mm 


0+9 SE 9 gz 
A010 Bi + 
i=1 i=1 
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这 时 , 对 于 复 流 形 上 的 全 纯 向 量 从 EE, 由 于 EE 关于 全 纯 标 架 的 转移 算 
阵 {G8} 都 是 由 解析 函数 组 成 , 而 Cauchy-Riemann 方程 告诉 我 们 , 这 
些 函 数 在 5 算 子 的 作用 下 为 零 , 即 5G8 = 0. 对 此 , 我 们 称 复 流 形 上 的 
全 纯 向 量 从 在 (0,1) 方向 上 是 平坦 的 . 利用 这 一 点 , 我 们 可 以 将 9 算 子 
作用 在 全 纯 向 量 从 的 光滑 截 影 上 . 

设 7: 巨 一 M 是 m 维 复 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 从 , Pe M 是 任 
意 点 , {e1,… ,e"} 是 巨 在 PP 点 邻 域 U 上 的 局 部 全 纯 标 巢 , 则 巨 在 U 


上 的 可 微 截 影 w 可 表示 为 w = > jic', 其 中 记者 是 7 上 的 可 微 函 数 
设 (21，… ,zm") 是 已 点 邻 域 上 的 局 部 坐标 , 如 果 定义 
)= Da ac =》 六 外 tm 


这 1 j=1 
则 5(w) 是 Z 上 的 已 值 (0J)- 形式 ， 而 要 使 得 5 在 流 形 上 整体 
有 意义 , 必须 验证 截 影 5(w) 与 局 部 坐标 (z1,.… ,z") 和 局 部 全 纯 标 
架 {el,… ,6"]} 的 选取 都 无 关 ， 现 设 {人 @，…- ,外 } 是 吾 在 尽 上 的 另 一 
局 部 全 纯 标 架 , ei = -2 aie7 是 标 架 变换 ， 则 其 中 的 i 都 是 UV 上 的 解 
析 函 数 , 由 Cauchy- Riemann 方程 得 5(o) = 0. 这 时 可 微 截 影 w 在 标 
哥 变 换 下 满足 w = 2 fie: = 也 fa 名. 而 由 定义 5 算 子 对 于 局 部 全 


纯 标 架 {如 ，…… ,人 8} 应 应 表示 为 


5W= >》 fiaj) BF = 2 


;j=1 


dfi)ay BF = > .5( 有 Ge 
7,i=1 i=1 
这 与 w 在 标 架 {el,… ,e"} 下 所 得 的 从 (0, 1)- 形式 相同 , 所 以 9(w) 
与 局 部 全 纯 标 架 的 选取 无 关 . 同 理 , 设 (2,…. , 2") 是 另 一 局 部 坐标 , 由 
of, ww Oo, eC of 
2 >》, Bid 一 > dd, 


i=1 i,7=1 j=1 0 


(fi) = chas 
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在 任意 坐标 下 都 是 一 样 的 , 或 者 说 与 坐标 选取 无 关 . 我 们 得 到 6(w) 是 
整体 定义 的 , 其 将 EE 的 可 微 截 影 映 为 E- 值 (0,1)- 形式 . 

如 果 我 们 以 A(U, E) 表示 全 纯 向 量 从 EB 在 UV 上 的 可 微 截 影 全 体 
构成 的 线性 空间 , 则 6 算 子 定义 了 一 个 线性 映射 

0: A(U, E)— A(U, E ® Ti (M)). 

更 一 般 地 , 设 w 是 - 值 (p,q)- 形式 , 即 向 量 从 

TOA(E) = E@ NT (MI AA TE (M)] = E® TE M) 
的 可 微 截 影 , 设 P < M 是 任意 点 , {el,… ,er 了 是 忆 在 PP 点 邻 域 U 
上 的 局 部 全 纯 标 架 , (z!,… ,zm) 是 UV 上 的 局 部 坐标 , 则 w 在 UV 上 可 
表示 为 


Pla, > D2 ishale Ode A A dzir A dz A A daia. 


一 1 Uh 了 一 
O(w) 一 pa >》, Se 人 Di 
了 9 31 ,p=1; i=1i 
j11°" ,Jq=1 


Adzi 和信.… 人 人 dz Adz A...A dz 
一 1 》， 3 Dj se “ja; ;) ce! ® dzi 
Adza A...Adzi? 入 dz 入 .…. 入 dz， 
则 与 上 面 的 讨论 相同 , 直接 计算 不 难 验证 由 此 得 到 的 E- 值 (p,q 十 1)- 
形式 6(w) 与 互 的 局 部 全 纯 标 架 和 7 上 局 部 坐标 的 选取 都 无 关 , 因此 5 
是 对 可 微 的 E- 值 (p,q)- 形式 整体 定义 的 算 子 . 如 果 以 4(zaf EE) 表 
示 U 上 所 有 可 微 的 EB- 值 (p,q)- 形式 全 体 , 则 
0: AP'D (局 E)—APItD) (U, E) 


是 一 线性 映射 . 
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从 上 面 讨论 我 们 看 到 对 于 复 流 形 上 的 全 纯 向 量 从 , 我 们 可 以 直接 
将 微分 d 的 (0,1) 部 分 , 即 5 算 子 作用 在 向 量 从 的 可 微 截 影 上 . 现在 我 
们 的 问题 是 怎样 对 向 量 从 的 截 影 推广 微分 d 的 另 一 部 分 一 一 (1,0) 部 
分 . 对 于 这 一 问题 , 下 面 我 们 先 从 实 流 形 上 的 可 徽 向 量 丛 开始 讨论 . 我 
们 将 首先 对 “微分 几何 ”中 的 一 些 重要 概念 一 “联络 ”和 “曲率 ”等 
做 一 些 简单 介绍 , 目的 是 帮助 不 熟悉 这 些 概念 的 读者 理解 我 们 将 要 讨 
论 的 问题 , 以 及 我 们 需要 的 语言 和 工具 . 在 这 之 后 , 我 们 将 结合 上 面 给 
出 的 , 关于 复 流 形 上 全 纯 向 量 从 的 可 微 截 影 已 有 的 5 算 子 , 对 全 纯 向 
量 从 的 联络 和 曲率 做 更 深入 的 讨论 . 

设 M 是 一 实 流 形 , r : 一 M 是 M 上 的 向 量 从 , 怎样 对 瑟 的 
截 影 定义 微分 呢 ? 首先 设 Pe M 是 任意 给 定 的 点 , {el,… ,er} 是 艺 
在 了 点 邻 域 U 上 的 一 个 局 部 标 架 . 对 于 已 在 X 上 的 任意 截 影 w, w 
可 以 表示 为 " 

Ww 二 > fie’, 


i 二 1 
其 中 f 是 上 上 的 可 微 函数 . 现 假定 我 们 对 EB 的 截 影 已 经 有 了 一 个 微 
分 D, 我 们 先 来 考查 怎样 表示 D, 以 及 DD 需要 满足 什么 条 件 才 能 保证 
其 与 局 部 标 架 的 选取 无 关 . 首先 与 通常 的 微分 d 相同 , D 应 该 满足 微 
分 的 线性 性 和 Leibniz 法 则 , 因此 
D(w) = > [D(fi)ei + f.D(e)]. 


i=1 
而 对 于 函数 6, 我 们 已 经 有 了 普通 的 微分 dfi, 新 的 微分 应 该 与 之 一 致 
所 以 令 D(fi) = dfi. dfi 是 UV 上 的 一 次 微分 形式 , 而 dfiei 应 理解 
为 df; @ ei, 其 是 向 量 从 T*(M) @ 互 中 的 截 影 . 因此 , 上 面 和 式 中 的 第 
二 部 分 fiD(e’) 也 应 该 是 T*(M) 8 中 的 截 影 . 设 对 于 i= 1,… ,7， 


Dle’) = 》 ® e’, 
了 一 1 


则 wi 都 是 Z 上 的 一 次 微分 形式 . 因此 如 果 我 们 对 已 的 截 影 有 微分 万 ， 
则 对 于 的 任意 局 部 标 架 {el,… ,er}, 通过 就 得 到 一 个 由 一 次 微 
分 形式 wi 组 成 的 7 阶 和 矩阵 
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反之 , 如 果 在 U 上 对 于 局 部 标 架 {el，… ,e"}, 给 定 了 一 个 由 一 次 微分 
形式 wi 组 成 的 > 阶 矩 阵 W = [加 只 要 定义 


一 》 Wi @ 6 
j=1 


则 我 们 就 可 以 按照 微分 的 线性 性 和 Leibniz 法 则 对 向 量 从 互 在 上 
的 截 影 定义 微分 D 了 . 一 次 微分 形式 wi (i,j = 1,… ,7), 称 为 微分 D 
对 应 于 局 部 标 架 {e1,… ,e} 的 联络 形式 ， 而 入 降 Ww - [加 ， 称 
为 微分 D 对 应 于 局 部 标 架 {e1,.… ,er} 的 联络 矩阵 . 下面 为 了 符号 简 
单 ,我 们 将 []，，， 直接 表示 为 [w 
由 上 面 讨论 坊 们 看 到 , 如 果 希 望 在 局 部 对 向 量 从 瑟 的 裁 影 定义 微 
分 ,我们 只 需 对 已 在 局 部 给 定 的 某 一 个 标 架 {e1,… ,e"}, 给 出 一 个 由 
一 次 微分 形式 wi 组 成 的 + 阶 矩 阵 W = [wi]. 而 要 在 整个 流 形 M 上 
对 向 量 从 EE 的 截 影 定义 微分 , 我 们 则 必须 对 的 任意 一 个 局 部 标 架 
给 定 一 个 由 一 次 微分 形式 组 成 的 + 阶 和 矩阵 , 即 联络 矩阵 ， 而 微分 作为 
一 个 整体 算 子 又 必须 与 局 部 标 架 的 选取 无 关 , 因此 对 于 不 同 的 局 部 标 
架 , 这 些 由 局 部 标 架 确定 的 联络 形式 之 间 还 必须 满足 一 定 的 条 件 . 
现 设 {2?,… ,2"} 是 妃 在 0 上 的 另 一 局 部 标 架 , 页 = [26] 是 生 
分 也 对 应 于 这 一 标 架 的 联络 矩阵 , 设 到 = =- oje; 是 标 架 之 间 的 变换 
关系 , 则 瑟 的 截 影 w 对 于 标 架 {EL,.，, 冲 } 可 表示 为 
w= Ye YY fo e7 = De 
i=l i=1 j=1 


这 时 


rT 


-+ EE 


《一 上 
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T 


一 1 l=1 


ee 


(好 + Djia) ® (3°) 


p(w) = (DU)e + fp)) 
-> (aoe AY so 


?一 | J=1 


了 


-+ ER 


7 一 1 


D(w) 与 标 架 无 关 , 因此 比较 上 面 两 式 , 我 们 得 到 对 于 j = 1 
3 (oF + Di 到) =d 方 十 》 Fo 
?一 工 


1 一 1 
= 郊 fial, 因此 
l=1 


Tr 


dfj = 》, (Gin 十 Rae) ) 


{ 一 1 
代 人 上 式 右 边 得 
3 (oF 十 Sa )s 一 -人 (ap 十 Fa 十 >》 >》 fralwi. 
i 二 1 i=1 t=1 1 一 1 l=1 
由 于 起 是 任意 的 , 因而 让 可 任 取 . 上 式 两 边 相 等 必须 对 于 1 = 1,… ,7, 记 
的 系数 都 相等 , 即 对 于 1,7 = 1 … ,7, 成 立 


》， Wa’ 一 doy 十 》， Q4a0 (4.3.1) 
i=1 i=1 


反之 , 如 果 上 式 成 立 , 则 同样 的 推导 得 D(w) 对 于 这 两 个 局 部 标 架 所 得 
的 截 影 相等 ,因此 要 使 得 微分 DD 与 局 部 标 架 的 选取 无 关 , 其 充分 必要 
条 件 是 微分 D 对 于 局 部 标 架 给 出 的 联络 形式 与 标 架 之 间 的 转移 矩阵 
满足 上 面 的 关系 式 . 如 果 用 矩阵 的 形式 来 表示 关系 式 (4.3.1), 令 


A= [ai], W = [ws], W= [名] 


196 第 4 章 复 几 何 


则 (4.3.1) 可 以 表示 为 : 如 果 
(@ ,@) 一 (el,.: ,er]4 
是 向 量 丛 局 部 标 架 之 间 的 变换 公式 , 则 D 对 应 于 局 部 标 架 的 联络 矩阵 
之 间 满 中 四 
WA= dA4+ AW, (4.3.2) 
或 者 表示 为 
W=dA4™'+ AWA-. (4.3.3) 
将 上 面 这 些 讨论 转换 为 定义 , 我 们 可 以 用 公理 化 方法 给 出 向 量 从 
的 微分 D( 一 般 又 称 为 联络 (connection)) 的 定义 . 
定义 4.3.1 ”向 量 从 7 :一 M 的 一 个 联络 D 是 对 互 的 每 一 个 
局 部 标 架 {e1,… ,er} 给 定 的 一 个 由 一 次 微分 形式 wi 组 成 的 + 阶 矩 
阵 W = fw 让, 使 得 这 些 矩 阵 在 的 标 架 变换 下 满足 关系 式 (4.3.3) 
在 上 面 的 定义 中 , 如 果 进 一 步 假 设 (z1,… ,z™) 是 互 的 局 部 标 
架 {el,… ,e"} 所 在 区 域 Vc M 上 的 局 部 坐标 , 将 联络 形式 表示 为 


wi 一 3 T3 dz®, 
a=1 . 
则 {T2 } 称 为 联络 D 的 对 应 于 局 部 标 架 {e!,… ,er 和 局 部 坐标 (zx1， 
… ,Xm) 的 联络 符号 , 也 称 为 Christoffel 符号 . 

另 一 方面 , 如 果 不 利用 局 部 标 架 , 我 们 也 可 以 按照 微分 的 性 质 用 映 
射 的 形式 直接 定义 联络 . 

定义 4.3.2 向量 从 天 :五 一 M 的 一 个 联络 D 是 对 五 在 任意 
开 集 U 上 的 可 微 截 影 定义 的 映射 

D: AU, BE) AU,T*(M) ® E), 

满足 

(1) 线性 性 ”对 于 任意 wi,w2 e A(U, 琴 ), 成 立 

Dlwi + wa) = D(wi) + D(wa); 

(2) Leibniz 法 则 对 于 UV 上 任意 可 微 函数 f 和 万 在 U 上 的 可 

微 截 影 w, 恒 有 
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D{fw) = df w+ fD(w). 

不 难 验 证 , 对 于 任意 PeU 和 we 4(Z 可, D(w)(P) 仪 与 w 在 P 
点 邻 域 的 取 值 有 关 , 与 开 集 U 的 选取 无 关 . 

这 里 还 应 该 说 明 的 是 在 上 面 的 定义 中 , 联络 作用 于 向 量 丛 三 的 截 
影 后 之 所 以 得 到 的 是 向 量 从 T*(M)@ 中 的 截 影 , 是 因为 在 定义 中 我 
们 并 没有 给 出 求 导 的 方向 . 例如 , 设 f 是 开 集 U 上 的 可 微 函数 , df 是 f 
的 微分 , 这 时 对 于 任意 点 Pe U, 设 te Tp 是 已 点 给 定 的 一 个 切 向 量 ， 
则 对 偶 作 用 (df,t) =t(f) 就 是 f 沿 t 方 向 的 方向 导数 . 这 里 (dj,) 表 
示 切 空间 Tp 与 余 切 空间 3 的 相互 对 偶 关系 . 如 果 上 是 Z 上 的 一 个 
切 向 量 场 ( 即 切 从 7T(M) 在 UV 上 的 一 个 截 影 ), 则 (dj 为 表示 f 沿 此 
切 向 量 场 的 方向 导数 , 其 也 是 UV 上 的 函数 . 

同样 地 , 如 果 DD 是 向 量 从 7x: 一 M 的 一 个 联络 , Pe M,w 是 巴 
在 P 点 邻 域 的 一 个 截 影 , 则 对 于 任意 te Tp, 令 Di(w) = (D( 四 泊 , 这 
里 (D(w),t) 表示 D(w) 中 的 一 次 微分 与 切 向 量 上 的 对 偶 作 用 . 例如 ， 
如 果 {e!,… ,er} 是 在 点 邻 域 的 一 个 局 部 标 哥 , [wi] 是 DD 对 于 
这 一 标 架 的 联络 矩阵 , w = je 则 


Di(w) = (D(w),t) = > [fn de 十 ide 
l=1 


Di(iv) e Ep 称 为 截 影 w 在 了 点 沿 方向 的 方向 导数 . 而 如 果 t 是 P 
点 邻 域 的 切 向 量 场 , 则 Di(w) 也 是 在 点 邻 域 的 截 影 

有 了 上 面 利用 联络 得 到 的 关于 向 量 从 截 影 的 方向 导数 后 , 我 们 就 
可 以 定义 向 量 从 的 向 量 沿 流 形 中 曲线 的 平移 ， 首 先 设 1 : [la 日，M 
ti 忆 /人 的 是 M 中 连接 两 个 给 定点 已 和 Q 的 光滑 曲线 , 设 i(a) = 
P16) = QO， 这 时 , i = 上 (号 是 此 曲线 的 切 向 量 , 而 直接 计算 不 难 
看 出 , 如 果 w 是 巨 在 曲线 上 一 点 邻 域 的 截 影 , 则 D;(w) 仅 与 w 在 曲 
线 上 的 信 有 关 . 因此 在 考虑 沿 曲线 1 切线 方向 i 求 忆 的 截 影 的 方向 导 


数 时 , 我 们 可 以 假定 截 影 仅 定义 在 曲线 上 . 
定义 4.3.3 设 x:B 一 M 是 流 形 M 上 的 可 微 向 量 从 ,1 是 MM 
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中 连接 点 P 和 8 的 光滑 曲线 , w 是 向 量 从 互 在 1 上 的 截 影 , 如 果 
Di(w) = 0, 
则 称 w 为 向 量 从 BE 沿 曲线 ! 平移 的 截 影 . 当 w 是 沿 曲线 1 平移 的 截 
影 时 , 向 量 w(Q) s Eo 称 为 向 量 w(P) e Ep 沿 曲线 上 由己 点 到 Q 点 
的 平移 . 
现 设 {el,… ,er} 是 已 在 开 集 7 上 的 局 部 标 架 , (z1，… ,zm) 是 U 


上 的 局 部 举 标 , 而 。 
= [| 


是 对 标 架 {e1,… ,e"} 的 联络 矩阵 . 设 w= 和 /it(b)e 是 已 在 曲 
?一 二 
线 ! 上 的 截 影 , 这 时 曲线 的 切 向 量 场 可 以 表示 为 
， d dr? 0 
i () -2 a es 
平移 方程 Di(w) = 0 则 可 以 表示 为 
Di(w) = > (areo) be Dt wd)e) 


i=1 


Ofi dz i 
(这 ne 


-> 人 131 > 下 )e =0. 
由 于 {el,… ,e”} 是 局 部 标 架 ， 因而 上 式 等 从 于 


全 + 区 0 fbr 


这 是 关于 函数 ( 户 ,… , 广 ) 的 一 个 一 阶 常 微分 方程 组 , 对 于 任意 给 定 
的 初始 值 (CCP) :万 (P) 方程 组 有 唯一 解 . 即 对 于 Ep 中 任意 向 
w(P) = 2 filP) eiE€ Ep, 存在 唯一 的 一 个 沿 曲 线 ! 到 Eo 的 平移 . 


而 由 于 平和 是 相对 称 的 如 果 wi es Eq 是 wo € Bp 沿 曲线 1 的 平 
移 , 则 wo € Ep 同样 是 wi < Eg 沿 [! 从 到 PP 的 平移 . 由 此 我 们 
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得 到 沿 1 的 平移 给 出 了 Ep 到 Eo 的 线性 同 构 . 反 过 来 , 如 果 有 这 样 的 
同 构 , 在 给 定 的 方向 上 沿 给 定 的 曲线 将 不 同 点 的 截 影 平 移 到 同一 点 作 
差 , 并 与 曲线 参数 作 比 较 , 我 们 也 可 定义 截 影 沿 给 定 方向 的 方向 导数 ， 
进而 得 到 向 量 从 的 联络 ， 因 此 , 联络 从 本 质 上 讲 就 是 给 出 向 量 丛 在 不 
同 点 之 间 向 量 空间 的 一 种 同 构 关 系 . 当然 一 个 向 量 由 P 点 到 @ 点 的 
平移 一 般 都 依赖 于 连接 PQ 的 曲线 , 或 者 说 平移 一 般 与 路 径 有 关 . 怎 
样 表 示 这 样 的 依赖 性 呢 ? 对 此 , 在 几何 上 我 们 需要 考虑 联络 的 曲率 . 首 
先 , 欧 氏 空间 中 平移 与 路 径 无 关 可 以 等 价 地 表示 为 求 导 与 顺序 无 关 , 即 
O°f Of 


我 们 熟知 的 了 7 = 5 对 i 六 成 立 , 或 者 表示 为 


2 2 
| a Of [windri-0. 
?< 了 


8zi8zjy ”8z78zr 

对 于 向 量 从 互 的 联络 Dp, 怎样 表示 平移 与 路 径 的 关系 呢 ? 设 Pe 
M, w 是 瑟 在 PP 点 邻 域 的 截 影 , ti 和 如 是 己 点 邻 域 的 切 向 量 场 ， 
则 Ds (w) 也 是 巨 在 PP 点 邻 域 上 的 截 影 , 因而 仍然 可 求 导 , 我 们 可 以 
定义 Di, (Di,(w)). 平移 与 路 径 有 关 则 可 表示 为 上 面 的 求 导 一 般 与 顺序 
有 关 ， 即 Di, (Di (2w)) 与 De, (Dz, (w)) 不 一 定 相 等 . 类 比 于 欧 氏 空间 上 
用 d?f = 0 表示 求 导 与 顺序 无 关 , 对 于 联络 所 需要 考虑 的 求 导 与 顺序 
的 关系 , 我 们 也 可 以 用 二 阶 微分 D? 来 表示 . 

首先 , 联络 DD 将 互 的 截 影 映 为 T*(M)8E 中 的 截 影 ,而 T*(M)@E 
中 的 截 影 局 部 可 表示 为 T*(M) 中 的 截 影 ( 即 一 次 微分 形式 ) 与 忆 中 截 
影 的 张 量 积 的 和 . 对 于 一 次 微分 形式 , 与 上 面 处 理 可 微 函 数 相 同 , 我 们 
已 经 有 了 外 微分 d 而 中 的 截 影 则 已 有 了 联络 D. 因而 利用 微分 的 
线性 性 和 Leibniz 法 则 , 我 们 可 以 用 外 微分 d 和 联络 D 对 TT*(M)@E 
中 的 截 影 定义 联络 . 设 w= > wi@ei 是 向 量 从 7T*(M)@ 巨 在 开 集 U 
上 的 截 影 , 定义 | 

D(w) = > [dw’ ® ei — wi A D(e')), 

则 D(w) 是 A27*(M) @ 瑟 中 的 截 影 , 与 局 部 坐标 和 局 部 标 架 的 选取 都 
无 关 . 映射 
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D:AU,T(M) 8 E)— AU, NT*(M) ® BE) 


通常 记 为 D?, 与 上 面 的 讨论 相同 , 对 A2T*(M) 中 的 截 影 我 们 有 外 微 
分 d, 而 对 互 中 的 截 影 我 们 有 联络 D, 因而 同样 通过 DD, 我 们 得 到 A27* 
(M)8@8E 上 的 联络 , 记 为 D3. 类 似 地 , 通过 万 , 我 们 得 到 A"T*(M)@ 忆 
上 的 联络 , 记 为 Dr+!. 通过 这 些 联络 , 对 于 忆 中 的 截 影 , 我 们 就 可 以 
定义 高 阶 微分 了 . 

何 到 我 们 的 问题 , 由 联络 定义 的 方向 导数 Di,(Di,(w)) 一 般 与 求 
导 顺 序 有 关 , 我 们 可 以 用 二 阶 微分 D? 来 说 明 这 一 点 , 即 对 于 的 截 
影 w, D2(w) 一 般 不 为 零 . 二 阶 微分 D? 反映 的 就 是 平移 与 路 径 的 关 
系 , 或 者 说 二 阶 导 与 求 导 有 顺序 的 关系 , 通常 也 表示 为 联络 D 的 曲率 . 下 
面 我 们 先 给 出 D? 的 表示 . 

设 {fel…… ,er} 是 向 量 从 已 在 点 PEe M 的 邻 域 太 上 的 局 部 标 架 ， 
(z1，… ,2") 是 UV 上 的 局 部 坐标 , W = [wi] 是 也 对 于 标 架 {e!，… ,er} 
的 联络 矩阵 . 用 向 量 的 符号 , 这 三 者 的 关系 可 以 表示 为 


DD(e ,er 并 一 [oj(e ,er) 


= ([aw] — [ud] A fai] (es, en 

D2 = 0, 即 求 导 与 顺序 无 关 , 就 等 价 于 
[dw;] — [ws A [ws] =0. 
所 以 在 微分 几何 中 , 令 
= [7]; ;a = [dw3] ~ [3] A [ew], 

下 面 我 们 同样 用 [Q] 记 [05] 人 _,, 对 于 j= 1.… ,7, 05 称 为 联络 D 
对 于 局 部 标 架 {e1，,… ,er} 的 曲率 形式 , 而 9 = [0i] 称 为 联络 D 对 
于 局 部 标 架 {el,…. ,er} 的 曲率 矩阵 ， 从 形式 上 看 , 对 于 开 集 U 上 给 
定 的 局 部 标 架 {el,… ,er}, 0 是 一 个 以 UV 上 的 二 次 微分 形式 为 元 素 
的 7 阶 矩 阵 , 满足 
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D2(e5 ;enT = [Qi] @ (el,... ,er)T. 

现在 来 考查 曲率 对 于 向 量 从 标 架 变换 的 关系 . 设 {H,… ,名 } 是 互 

在 U 上 的 另 一 局 部 标 架 ,[ 人 0] 是 联络 D 对 应 于 这 一 标 架 的 联络 矩 

阵 , 设 训 = > aie’ 是 标 架 之 间 的 变换 关系 , 以 fo] 记 加 ， 则 
由 (人 a,…. ij [as](e!,… ,er)T, 得 


D(2,... ,名 ) 一 [do;] (el ,2")T 十 [ai] [wi](e!, ,€"), 


十 [es] [dwil(e!, ,€")™ 一 [oi] lw;lDle,, ., ,ET)T 


= 一 [day| 人 [lw](e,, en) 十 [do;j 人 [ws](e), ,er")T 


十 [oj] ([dwi] 一 po] 人 fwi]) (e’, . ,er)T 


另 一 方面 , 如 果 以 G = [Qa] 表示 联络 D 对 于 标 架 { 包 ，,… ,名 } 的 曲率 
和 矩阵, 则 得 
D2(6L…. ,2 二 Ge ,Er) 一 [os] (el,... ,er)T. 
比较 上 面 两 式 , 我 们 得 到 
[oj = [es] [0], 
或 者 表示 为 i 
B= [a ola] (3 
上 一 节 我 们 曾 对 向 量 从 定义 了 5 的 对 偶 丛 B*, 我 们 知道 , 如 
果 [oj] 是 向 量 丛 的 转移 矩阵 , 则 [di 一 是 互 的 对 偶 丛 E* 的 转移 
矩阵 . 因而 利用 此 不 难看 出 , 等 式 式 (4.3.4) 实际 表明 9 = [0i] 是 向 量 
从 A27*(M) @@ Er 在 整个 M 上 的 一 个 截 影 . 即 如 果 {e!,……. ,er]} 
是 马 在 点 Pe M 的 领域 U 上 的 局 部 标 架 , 而 {e1,… ,er} 是 {e!,…， 
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e} 在 的 对 偶 从 E* 中 确定 的 对 侦 标 染 , (z1,… ,zm) 是 UV 上 的 局 
部 坐标 , 假定 , 
0 = 》， Ra pgdze Adzp， 
a,B=1 

则 

0 = 》， 》， Ry a ge’ ® ei ® ddr" A dzC 

op8=127=1 
€ A(M, NT*(M)® ES® PB’). 


由 于 曲率 形式 Q = [Qi] 是 向 量 从 和 2T*(M)@8E8E* 在 M 上 的 
整体 截 影 , 因而 通常 将 其 称 为 曲率 张 量 .需要 注意 的 是 这 一 点 与 联络 
形式 是 非常 不 同 的 . 虽然 联络 矩阵 对 于 局 部 标 架 同样 表示 为 由 微分 形 
式 组 成 的 矩阵 , 但 由 联络 矩阵 在 标 架 变 换 下 的 变换 公式 (4.3.3) 不 难看 
出 , 联络 矩阵 并 不 是 任何 向 量 丛 的 截 影 , 联络 矩阵 在 菜 一 个 局 部 标 架 下 
的 性 质 并 不 表明 联络 矩阵 在 其 他 标 架 下 也 有 同样 的 性 质 ， 例 如 , 联络 
矩阵 对 于 某 一 局 部 标 架 的 表示 在 某 一 点 为 零 并 不 表明 对 其 他 标 架 在 该 
点 也 为 零 . 但 曲率 形式 是 向 量 丛 的 截 影 , 因而 曲率 形式 的 性 质 , 例如 ， 
是 和 否 在 某 些 点 为 零 , 是 否 有 某 种 正定 或 负 定 性 , 等 等 , 具有 整体 性 , 或 
者 说 与 局 部 坐标 和 局 部 标 架 的 选取 都 无 关 . 因此 曲率 张 量 也 经 常 被 用 
来 讨论 和 表述 流 形 上 向 量 从 的 性 质 , 或 者 流 形 本 身 的 性 质 , 其 是 “微分 
几何 ”研究 的 主要 对 象 之 一 . 在 本 书 第 5 章 中 我 们 将 利用 曲率 张 量 构 
进 流 形 上 复 向 量 从 的 陈 示 性 类 , 在 本 书 第 7 章 中 我 们 将 利用 紧 复 流 形 
上 线 从 的 曲率 张 量 的 正定 性 给 出 代数 流 形 的 特征 . 关于 曲率 张 量 进 一 
步 的 讨论 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 有 关 “ 微 分 几何 ”的 书 . 

例 1 设 刀 是 向 量 丛 瓦 的 联络 ， 

9 = | | = 》， 》， Rio pe Bei® dr Adz 
Qa,B=11i,j=1 
是 品 的 曲率 ,将 其 中 马 与 B* 中 的 向 量 相互 按 对 偶 关 系 作用 , 由 (ei, ei) 
= 03, 得 
R= ,Ripdz® A deh, 


a,B=1 i=1 
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RR 是 实 流 形 M 上 的 二 次 微分 形式 , 称 为 联络 D 的 Ricci 曲率 . 

上 面 我 们 都 是 在 实 流 形 上 对 可 微 向 量 从 进行 讨论 . 对 于 复 流 形 及 
其 上 的 全 纯 向 量 从 ， 上 面 的 讨论 都 可 平行 地 转移 过 来 .而 复 流 形 和 全 
纯 向 量 从 由 于 有 其 特殊 的 全 纯 结 构 , 因而 关于 联络 等 概念 还 必须 有 一 
些 结合 全 纯 结构 的 特殊 要 求 . 

设 M 是 一 复 流 形 , r : 一 M 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 我 们 需要 
对 EE 的 可 微 截 影 定义 微分 . 在 本 节 开 始 时 关于 6 算 子 的 讨论 中 , 我 们 
已 经 说 明了 由 于 向 量 从 EE 对 于 全 纯 标 架 的 转移 和 矩阵 都 是 由 解析 函数 
组 成 , 因而 如 果 w 是 E 的 可 微 截 影 , 则 6(w) 与 局 部 全 纯 标 架 的 选取 
无 关 , 是 向 量 从 7% 1)(M) @ 5 的 截 影 . 即 对 于 全 纯 向 量 从 巨 在 M 中 
任意 开 集 U 上 的 可 微 截 影 , 我 们 在 余 切 从 的 反 全 纯 方 向 上 已 经 有 了 一 
个 满足 线性 性 和 Leibniz 法 则 的 映射 

0:A(U,E) — A(U, To1) ® E). 


另 一 方面 , 如 果 D 是 向 量 从 EE 的 联络 , 利用 复 流 形 的 余 切 向 量 

从 T*(2M) 对 全 纯 和 反 全 纯 方 向 的 直 和 分 解 
T*(M) = To (M) ©® Teo (M), 
对 于 5 的 任意 可 微 截 影 w, D(w) 可 唯一 分 解 为 
D(w) = DO (w) + DEV (w), 
其 中 DQ.%(w) 是 向 量 从 Thio(M)@E 中 的 截 影 , 而 D(0.D(w) 是 向 量 
从 T% i (M)®@E 中 的 截 影 . 我 们 将 这 一 分 解 表示 为 
D = D1) + DW. 

D040) 称 为 全 纯 方向 的 微分 , 其 对 应 的 方向 导数 Df0) 仅 对 全 纯 切 向 
量 te Tuio) 才 有 意义 , 在 反 全 纯 方 向 上 都 为 零 ; 而 D'0.1 称 为 反 全 纯 
方向 的 微分 , 其 对 应 的 方向 导数 D(02) 仅 对 反 全 纯 切 向 量 te Tuo 才 
有 意义 , 在 全 纯 方向 上 为 零 . 


然而 , 如 同 我 们 上 面 得 到 的 , 对 于 刀 的 可 微 截 影 w, 5 算 子 已 经 在 
反 全 纯 方向 定义 了 一 个 微分 5(w) < T5 (MD)@ 巨 即 由 于 复 流 形 和 全 
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纯 向 量 从 特有 的 全 纯 结构 , 我 们 在 切 从 的 反 全 纯 方向 , 即 Tio 方向 上 
已 经 有 了 一 个 自然 的 微分 一 5 算 子 . 因此 在 对 全 纯 向 量 从 引入 联络 
时 , 对 反 全 纯 方 向 , 我 们 应 该 用 这 个 已 有 的 微分 , 就 如 同 我 们 在 讨论 函 
数 和 微分 形式 的 微分 时 ,只 需 用 外 微分 即 可 . 我 们 希望 在 复 流 形 和 全 纯 
向 量 从 上 新 定义 的 微分 能 够 与 复 流 形 和 全 纯 向 量 从 上 特有 的 复 结构 相 
容 , 对 此 我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 4.3.4” 复 流 形 M 上 全 纯 向 量 从 万 的 联络 DD 如 果 满足 : 对 
于 分 解 D = DG0 + D00D, 成 立 DoD = 可 则 称 DD 为 BB 上 的 复 联 
络 . 即 复 联络 D 是 在 反 全 纯 方向 上 与 5 相等 的 联络 . 

下 面 定理 用 联络 形式 给 出 了 复 联络 的 特征 . 

定理 4.3.1 ”全 纯 向 量 从 马上 的 联络 万 为 复 联络 的 充分 必要 条 
件 是 , 对 于 已 的 任意 局 部 全 纯 标 架 {e1,.… ,e"}, D 对 于 这 一 标 架 的 联 
络 形式 { 吗 }, ,_，，， 都 是 (1,0)- 形式 

证 明 首先 设 {wij}, ,_，、， 是 DD 对 于 局 部 标 架 {e1,… ,er] 的 
联络 形式 , wi = w+wi0 1 是 wi 对 于 (1, 0) 方向 和 (0, 1) 方向 的 
分 解 , 设 w = Die 是 互 的 可 微 截 影 , 则 由 分 解 4 = 8 二 豆 得 


7 rT 


Dlw) = 5 (fe + Do fre’ ja 


i=1 7=1 


=》, (725 十 Dae ) (8f;) 
记 1 j=1 


+1) (Ge + oj 
i=1 j=1 
= Dw + DODow, 


如 果 好 中 只 有 (1,0)- 形式 , 即 对 于 i,7 = 1,… ,7, wj = 0, 则 对 可 
微 截 影 w 成 立 DD(w) = (Bfi)ei = 5(w), D(0) = 56. 
i=1 


反之 , 如 果 {el,… ,e"} 是 互 的 一 个 局 部 全 纯 标 架 , w = > fiei 是 
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了 -- 一 


一 可 微 鹤 影 , 有 6w = (68f;)ei. 因而 , 如 果 D 是 复 联络 , 由 于 {e!,.… ， 


er 是 全 纯 标 架 ， 所 以 对 于 = 1 ,7, D(V (ei) = ei = 0， Dle’) 一 
D0) (ei), oo) = 0， {o ji. 是 (10)- 形式 . 证 毕 . 

对 于 一 个 给 定 的 向 量 从 EE, 进一步 的 问题 是 : 妃 上 是 否 存在 联络 ， 
以 及 通过 什么 方法 能 得 到 E 上 面 的 联络 , 对 此 问题 我 们 将 结合 向 量 从 
的 男 一 重要 概念 向 量 从 的 Hermite 度量 来 进行 讨论 . 

如 果 一 个 n 阶 的 复 和 矩阵 [aj] 满足 

[a3] = [6]", 
则 称 [az] 为 Hermite 矩阵 . 如 果 Hermite 矩阵 faz] 满足 对 于 任意 不 
为 零 的 ” 维 复 向 量 4 = (al ,an) EC" 恒 有 

Alad]A >0, 
则 称 [oz5] 为 正定 和 矩阵， 如果 n 维 复 向 量 空间 Cr* 上 给 定 了 一 个 正 
定 的 Hermite 矩阵 [oz 则 (Cn", [az]) 称 为 Hermite 空间 ， 这 时 对 
于 C" 中 的 向 量 4 = (et ,an), B = (B1,… ,Bn), 定义 4 与 B 
的 Hermite 内 积 


(4, B) = Alas]B" = 3 aijiosB,. 


i,j=1 


利用 此 , 我 们 将 欧 氏 度量 定义 在 复 向 量 空间 上 . 当然 , 我 们 也 可 用 


ds2 = 》 oa5dzi dz 
7=1 
作为 Cn 的 弧 长 微 元 来 表示 这 一 度量 . 

流 形 M 上 的 7 维 复 向 量 从 五 可 以 看 做 是 由 一 族 以 M 中 的 点 为 参 
变量 的 ” 维 复 向 量 空间 {Bp} ,yy 组 成 的 流 形 , 要 在 上 推广 Hermite 
度量 的 概念 , 我 们 需要 对 每 一 点 P € M, 在 复 向 量 空 间 Ep 上 给 定 一 
个 Hermite 度量 , 并 要 求 这 一 度量 光滑 地 依赖 于 点 已. 

定义 43.5 设 7 :EBM 是 流 形 M 上 的 一 个 复 向 量 从 ,EE 上 
的 一 个 Hermite 度量 ds? 是 对 每 一 点 Pe M, 在 复 向 量 空间 Ep 上 给 
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定 的 一 个 Hermite 度量 ds2 = (, )p, 满足 对 于 M 中 的 任意 开 集 U0， 
以 及 五 在 7 上 任意 的 可 微 截 影 wl, wo, 映射 PP (wi(P),wo(P))p 都 
是 Z 上 的 可 微 函 数 . 
如 果 {e!,.… ,er} 是 马 在 开 集 U 上 的 一 个 局 部 标 架 , 对 于 i,; = 

1,.… ,7, 令 

aog(P) = (e’, ei)p, 
则 PP a3(P) 是 UV 上 的 可 微 函 数 , 而 对 每 一 点 Pe UV, [eas(P)] 都 
是 7 阶 正定 的 Hermite 矩阵 ， 反 之 , 如果 在 UV 上 给 定 一 个 由 可 微 函 
数 oz 组 成 的 7 阶 Hermite 矩阵 [oz] , 使 得 对 每 一 点 Pe U, [a3(P)] 
都 是 正定 的 , 则 利用 巨 的 局 部 标 架 {1,.… ,er}, 只 需 令 

(e', ei)p = as(P), 
我 们 就 得 到 E 限制 在 VU 上 的 一 个 Hermite 度量 ， 利 用 此 以 及 正定 
的 Hermite 矩阵 的 和 仍然 是 正定 的 Hermite 矩阵 , 再 应 用 流 形 上 的 单 
位 分 解 定理 就 不 难 证 明 , 对 于 流 形 M 上 的 任意 复 向 量 从 E, Hermite 


度量 在 上 总 是 存在 的 . 
现 设 M 是 复 流 形 , EF 是 M 上 的 复 向 量 从 , 如 果 EE 上 给 定 了 一 
个 Hermite 度量 ds? = (，, )p, 则 (已 ,ds2) 称 为 Hermite 向 量 从 .这 


时 对 于 任意 P e M,w(P) € Ep, |w(P)| = Vlw(P),w(P))p 就 是 向 
量 w(P) 的 长 度 . 如 果 我 们 同时 在 EE 上 给 定 了 一 个 联络 D, 则 利用 
由 D 得 到 的 微分 , 我 们 可 以 定义 向 量 w(P) e Ep 从 书 点 沿 M 中 某 
一 条 曲线 1 到 另 一 点 Q 的 平移 w(Q). 而 平移 是 同一 向 量 经 过 移动 变 
到 不 同 点 , 即 w(P) 与 w(@) 应 该 是 同一 向 量 在 不 同 的 位 置 . 因此 要 使 
得 度量 ds? 与 联络 D 不 矛盾 , w(P) 在 平移 前 和 平移 后 应 该 有 相同 的 
长 度 , 或 者 说 
(w(P),w(P))P = VY (w(Q), wv(Q))e 

对 任意 向 量 及 所 有 的 平移 都 成 立 . 对 此 我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 4.3.6 设 7 :EE 一 M 是 流 形 M 上 的 复 向量 从 , ds? 是 到 
上 的 一 个 Hermite 度量 , D 是 EB 的 一 个 联络 . 如 果 ds? 不 改变 万 中 
对 于 DD 平移 向 量 的 长 度 , 则 称 度量 ds? 与 联络 D 是 相 容 的 . 
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下 面 定 理 是 关于 复 联 络 与 Hermite 度量 之 间 关 系 的 基本 定理 . 

定理 4.3.2 ( 复 几 何 基本 定理 ) ” 设 M 是 复 流 形 , 是 M 上 的 全 
纯 向 量 丛 , 则 对 于 互 上 任意 给 定 的 Hermite 度量 ds2, 在 已 上 存在 唯 
一 的 一 个 与 之 相 容 的 复 联络 万 . 

证 明 设 D 是 上 给 定 的 复 联络 , 我 们 首先 来 给 出 平移 关系 对 
于 局 部 标 架 的 表示 . 

设 Pe M 是 任意 给 定 的 点 , to e Tp 是 任意 给 定 的 切 向 量 , 1 = L(t) 
是 一 过 P 点 且 以 to 为 在 已 点 的 切 向 量 的 曲线 . 任 取 wii € Ep, 
设 wa(i 的 )aoa( 人 的) 分 别 是 winyao 沿 10) 的 平移 , 即 wait) aoa 人 的 ) 
沿 L(t) 的 切 向 量 i 的 方向 导数 为 零 . 设 {el,.… ,er} 是 已 在 书 点 
邻 域 0 上 的 一 个 局 部 全 纯 标 架 ，[wi] 是 联络 D 对 标 架 {el,… ,er] 
的 联络 矩阵 . 如 果 wi = > fie, wa = > giei, 则 平移 方程 可 表示 为 


Di(w1i) 一 0, Di(uwo) 一 0， 即 
0 一 Di(wi) 一 2 afde 十 Dl, 
0 = Di(w) = > [Good + | 


i=1 

现 设 ds? = (, )p 是 已 上 给 定 的 一 个 Hermite 度量 , 对 局 部 标 
架 {el,… ,er}, 设 [a5] = [(ei,e’)] 是 7 阶 度量 矩阵 . 如 果 ds2 与 DD 
相 容 , 则 ( ，)p 不 改变 平移 向 量 的 长 度 , 因而 也 不 改变 平移 向 量 之 间 
的 内 积 , 所 以 (wa 人 的) wa( 的 )) 在 曲线 1(t) 上 是 常数 ， 如果 以 di 表 
示 曲 线 1(t) 上 的 函数 沿 曲线 切 向 量 方向 的 方向 导数 ， 则 dj(wi (1(t))， 
ua 的 )) =0, 即 

0= di(w(l0), wl) = di( 并 ef, ) 


2 一 1 


-ac fi + 并 odilf)9, + Dafidi(0,) 


17 一 1 27 一 工 17 一 1 


将 上 面 给 出 的 wa( 人 的 ) aa0 人 OO) 沿 [平移 的 方程 代 人 , 则 上 式 为 
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r 


0= 》， [ao 一 Da (ws, DD 一 Dp 2] fi9;- 
2,7=1 S 一 工 t=1 
将 上 式 限 制 在 已 点, 由 于 wi,w2 e Bp 以 及 to & Tp 都 是 任 取 的 , 而 上 
式 对 于 任意 wi,w2 和 to 都 为 零 , 因此 相关 的 系数 也 必须 为 零 . 我 们 得 
到 |， 对 于 人 了 一 1 2 3 7 恒 有 
da5 好 人 asiw’ 加 Dam 
s=1 


如 果 用 矩阵 的 形式 , 上 面 的 方程 可 表示 为 
[da™] = [wila®] + [ov lh]. (4.3.5) 


反之 , 如 果 对 于 任意 局 部 全 纯 标 架 {e1,.… ,er}， ds? 的 度量 矩阵 
[ai] 与 D 的 联络 矩阵 [wi] 之 间 满足 (4.3.5), 将 上 面 的 推导 返回 去 ， 
则 得 到 当 互 的 截 影 utlftb) 和 wz 人 的 ) 沿 曲线 1(5) 平移 时 , 我 们 总 
有 di(wi (L(t)), wa (L(t))) = 0 因而 (w(t)), wali(t))) 在 曲线 l(t) 上 是 
常数 . 度量 不 改变 平移 向 量 的 内 积 , 因而 不 改变 平移 向 量 的 长 度 , 联络 
与 度量 相 容 . 所 以 方程 (4.3.5) 是 联络 与 度量 相 容 的 充分 必要 条 件 . 

另 一 方面 , 由 定理 的 假设 , D 是 复 联络 , 而 {e1,… ,er} 是 已 在 也 
点 邻 域 UV 上 的 一 个 局 部 全 纯 标 架 , 因而 标 架 {el,…. ,er} 对 应 的 联络 


形式 {如 }, ,， ,都 是 (LO)- 形式 , 而 { 可 }，_，，， 都 是 (0,1)- 形 
式 . 比较 方程 (4.3.5) 的 两 端 ,我 们 得 到 

[9a®] = [wg] [oe®], 
或 者 表示 为 

[加 = [eave (£3.6) 


联络 矩阵 由 度量 唯一 确定 . 

反之 , 对 于 万 上 给 定 的 度量 ds?, 设 {e1,.… ,er} 是 马 的 局 部 全 纯 
标 架 , ds? 对 这 一 标 架 的 度量 矩阵 为 [oz], 则 只 需 对 标 架 {el,…. ,er}， 
定义 对 应 的 联络 矩阵 [wi] 为 


[wy] = [OJ le] ， 
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通过 直接 计算 不 难 验证 , 对 于 全 纯 标 架 变换 (1.0)- 形式 的 矩阵 [wi] 满 

足 联 络 变换 的 关系 式 (4.3.3), 因而 定义 了 巨 上 的 一 个 与 ds? 相 容 的 复 

联络 . 这 样 我 们 就 得 到 与 ds? 相 容 的 复 联络 的 存在 和 唯一 性 . 证 毕 . 
下 面 我 们 来 计算 由 度量 ds? 确定 的 复 联络 的 曲率 形式 . 由 


0 = [9 = (dws] ~ fws] A fews], 
而 lwi] = [cz[o5]-: 得 
9 = [Qi] =d([0a3] [lad] 一) — [9803] [a A [003] [3]™. 
又 由 了 = [a 多 ] [oo 一， 因此 
0=d([o5])[o5 + [ov]d([od]™ ), 
d([la®] )= -lo%] de)fo . 
其 中 , 由 于 d=6+6, 而 由 d=0 得 =0,60= -60, 代 人 上 式 ,得 
d([eo5][o5] ") = [oo]a( [es] + [B90] [os 
= [Bag] [oo 一 A [ Ba] fas] + [8a] [a3] A [a Joz] 一 
~ [55oz oz] 
代 人 曲率 形式 的 表达 式 , 我 们 得 到 
Q= [i] =- [05a] [od]! + [B05] fa] A [Bo3][as] 
由 这 一 表达 式 我 们 看 到 Q 是 一 由 (1,1)- 形式 组 成 的 算 阵 , 进一步 利 
用 a] 是 Hermite 矩阵 , 我 们 得 到 


= ode] 和 区 
= -56nd][es] + 505] (eo]™ A lea] le] = -0 


特别 地 , i[Qi;] 满足 i[o 引 ”= io 外 即 i[Q3] 也 有 与 Hermite 矩阵 相似 
的 性 质 . 后 面 我 们 将 利用 这 一 点 构造 复 向 量 从 的 一 些 拓扑 不 变量 一 一 
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84.4 Kaihler 流 形 
对 于 一 个 流 形 而 言 , 流 形 上 最 基本 的 向 量 从 是 流 形 的 切 向 量 丛 , 切 
向 量 从 的 性 质 反 映 的 就 是 流 形 本 身 的 性 质 , 或 者 说 流 形 的 内 药性 质 . 现 
设 M 是 一 复 流 形 , 如 果 在 M 的 全 纯 切 从 To(M) 上 给 定 一 Hermite 
度量 ds?, 则 称 在 复 流 形 M 上 给 定 了 一 个 Hermite 度量 , 称 (M, ds?) 
为 Hermite 流 形 ， 现 假定 (z!,… ,z™) 是 M 在 开 集 UV 上 的 一 个 局 
部 坐标 ， 则 f 加 To0(M) 在 UV 上 的 局 部 全 纯 标 架 . 


设 ds = (，)P, 令 


则 ds? 在 UV 上 可 表示 为 


?也 
ds” = 》， gi7d2 ® dzi. 
,j=1 


如 果 fw1,.…. ,wm"} 是 M 的 另 一 局 部 坐标 ， a- - (地 8 则 


Duws Ber) 


0 m Ouws 0 pe m Ows 
Oz EE Oi Ow 得 9i7 一 之 1 5 2 7 -如 果 用 矩阵 的 形式 ， 
上 式 可 以 表示 为 


os] = [2] aa [2] (aD) 
利用 这 一 关系 式 , 我 们 得 到 ds? = .95dz 8 dz 在 标 架 变换 下 


满足 7% 0(M) @ 7% 1,(M) 中 张 量 的 变换 关系 , 因而 ds? 可 以 看 做 
张 量 从 7% 。(M) @ TS (MD) 在 M 上 的 一 个 可 微 截 影 . 由 此 不 难看 


出 8 = 沁 35dz @ dz 是 反 全 纯 切 从 Tioy(M) = UTiow(P) 的 
?7 一 


一 个 Hermite 度量 , 这 时 在 UV 上 


9 
B51) 条 
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而 利用 M 的 切 从 T(M) 关于 全 纯 切 空间 和 反 全 纯 切 空间 的 直 
和 分 解 T(M) = To0)(M) @ Teo,wy(M), 并 且 我 们 假定 在 T(M) 中 ， 
Tio)(M) 中 的 向 量 与 Tio,1)(M) 中 的 向 量 相 互 垂直 , 即 


0 9 ，， 
( 喜 畜 )=" 1, = 1,.…,m, 


则 通过 全 纯 切 从 Tao(M) 上 的 Hermite 度量 ds2, 我 们 就 得 到 了 M 
的 切 从 工 (M) = Too(M) @ Tlon(M) 上 的 一 个 Hermite 度量 . 

另 一 方面 , 如 果 将 复 流 形 M 同时 也 看 做 一 个 实 流 形 , 设 zi = zx’ 十 
iyi, 则 (z1,… ,zm;y1,… ,y") 是 M 在 开 集 U 上 的 局 部 实 坐 标 . 由 我 
们 在 第 1 章 中 给 出 的 实 变量 与 复 变量 之 间 关 于 偏 导 的 关系 


1(a ay 09_1/0,.0 
Ozi 28xz Oy)’ Oz 2\0r: Of) 


我 们 得 到 


各- 雇 + 训 ， 志 -i( 训 -二 ) 
Ori Ozi Oz’ Ovyi -i( 襄 Oz 
由 此 ， 利用 全 纯 切 从 了 (1.0) (M) 的 Hermite 度量 ds2, 我 们 得 到 


9 09 /900.0 
Ori’Ori) \Ozi Bzi’0zi 0 


/9 18 3 
~ \0zi’ 0zi DZ Ozi 


= 9i7 + 9i37 = 2Re(ga). 


0 0 
(Br) 


8 0\ //8 3\V./9 9 
(天 剖 ) ~(( 天 1+ 融 儿 琴 - 曾 )) 
一作 思 - 医 刘 

Ozi’ Ozi Ozi’ 0 


一 —i(gy 33) 二 2Im(g;3), 
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off(a (92 

5157) 人 人 八 5 a)’\ds 92 
让 (2 91- 赤 ' 遍 ) 
| B20 62 7’ 92 
二 (95 一 55 二 ~—2Im(g;). 


这 些 关系 给 出 了 1M 的 实 切 从 一 个 度量 , 即 M 的 一 个 Riemann 度量 . 
对 于 实 坐 标 (21,… ,zx"™; 信 ,… ,y"), 这 一 度量 的 度量 矩阵 为 
[Ru] = | 2Re(g;) | 
“ 一 2Im(9z7) 2Re(g;) 2mx 2m. 

在 Riemann 几何 中 我 们 知道 , 如 果 ds? 是 可 定向 ” 维 实 流 形 M 
的 Riemann 度量 (关于 可 定向 微分 流 形 的 定义 和 性 质 , 不 熟悉 的 读者 
可 参阅 文献 加 ), 选 定 M 的 一 个 定向 ， 设 对 于 与 定向 相符 的 局 部 坐 
标 (ul .… ,un), ds? 的 度量 矩阵 为 [Rs] ，， 则 m 次 微分 形式 


dv = 4/det[Rij]du! A... 人 du” 


与 坐标 选取 无 关 , 因而 dv 是 定义 在 整个 M 上 的 n- 次 微分 形式 , dv 称 
为 由 Riemann 度量 ds? 在 M 上 确定 的 体积 微 元 . 这 时 对 于 M 上 任 
意 有 紧 支 集 的 可 测 函数 f, 可 以 定义 7 的 积分 为 


fw 


这 一 积分 是 数学 分 析 中 的 第 一 型 曲面 积分 在 微分 流 形 上 的 推广 . 

复 流 形 当然 都 是 可 定向 的 微分 流 形 . 而 对 于 复 流 形 M 及 其 全 纯 
切 从 Tu,0)(M) 上 的 Hermite 度量 ds?, 上 面 的 讨论 说 明 通 过 这 一 度量 
我 们 得 到 了 MM 作为 实 流 形 的 一 个 Riemann 度量 , 而 


2Re(g5) 2Im(g;) 
[mu 本 (zn) se )) 


是 这 一 度量 对 于 坐标 (x1,… ,zm;y1,… ,ym) 的 度量 矩阵 ， 对 这 一 矩 
阵 , 首先 将 前 面 的 第 i 列 (1 < i < m) 乘 i 后 加 到 后 面 的 第 m +i 列 上 ， 
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然后 将 所 得 矩阵 下 面 的 第 m + 行 (1 < j < m) 乘 -i 后 对 应 地 加 到 
上 面 的 第 ; 行 上 , 则 容易 看 出 


det [| = 22m|det 加 


了 


2"|det [gg| |az A:--Adz" Ady A...Ady 

是 上 面 的 Riemann 度量 对 于 坐标 (x1,… ,zm;y1,… ,y"T) 的 体积 微 
元 . 

在 复 流 形 上 , 我 们 当然 希望 用 复 坐 标 代替 实 坐 标 . 而 由 dz = dz 十 
idyi, dzi 二 dzi 一 idyi, 我 们 得 到 

dx’ 和 dg = 2d A dzi. 
利用 这 一 点 , 为 了 方便 计算 , 对 于 复 流 形 , 我 们 一 般 改变 坐标 分 量 的 顺 
序 ， 用 坐标 (x1,y!, 四 ,TT, 2) 代替 (zl, 四 , Lm; Yy!, “ ,y™). 这 时 对 
于 度量 矩阵 而 言 , 由 于 仪 对 称 地 交换 了 度量 矩阵 的 行 和 列 , 因而 度量 箱 
阵 的 行列 式 不 变 . 对 于 坐标 (z1,y1，… ,z",y"), 体积 微 元 可 表示 为 
2™|det [gs]|dzr Ady A:.:Adz™ Ady™. 

换 到 复 坐 标 , 我 们 得 到 对 于 复 流 形 M 及 其 全 纯 切 从 Tijo0)(M) 上 的 Her- 
mite 度量 ds?, 由 ds? 确定 的 Riemann 度量 的 体积 微 元 可 表示 为 


dv 三 这 |det[lg 可 dz Adz A...Adz™ Adz™. 

另 一 方面 , 对 于 复 流 形 M 及 其 全 纯 切 从 Ta o(AM) 上 的 Hermite 
度量 ds2, 设 对 于 M 中 开 集 0 上 的 局 部 坐标 (z1,.… , zm), ds2 表示 
为 ds? = 入 g5dzi@ qzi, 如 果 我 们 令 

i,j=1 


W= ;> gidz: A dz27, 
利用 上 面 我 们 给 出 的 Hermite 矩阵 [95] 在 不 同 坐 标 下 的 变换 关系 
式 (4.4.1), 不 难看 出 ,，W 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 ， 因 而 是 定义 在 整 
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个 M 上 的 一 个 二 次 微分 形式 ， 而 对 于 复 坐 标 , W 是 一 (1,1)- 形式 ， 
TW e A(M, Ti 0 (M)® Th, (M)). 利用 [95| 是 Hermite 矩阵 这 一 
点 容易 得 到 加 
W=W, 

或 者 说 W 是 M 上 一 实 的 二 次 微分 形式 . 我 们 将 W 称 为 由 Hermite 
度量 ds? 确定 的 (1,1)- 形式 . 

反 过 来 , 设 WW 是 M 上 一 个 实 的 (1,1)- 形式 , 设 Pe M 是 任意 点 ， 
(2 ,… 2m) 是 了 点 邻 域 UV 上 的 局 部 坐标 , W = 7, 95dz A dz21, 


则 利用 玉 = W, 得 [9a(P)] 是 Hermite 矩阵 . 由 于 W 与 坐标 选取 无 
关 , 因而 矩阵 [gz] 对 于 坐标 变换 满足 度量 的 变换 关系 式 (4.4.1). 这 时 
如 果 进 一 步 假 定 [gj| 在 每 一 点 都 是 正定 的 (在 这 种 情况 下 , 我 们 称 W 
是 M 上 正定 的 实 (1,1)- 形式 ), 则 如 果 令 
ds2 = >》 gd &® dz, 
j=1 

不 难看 出 ds? 是 M 上 的 一 个 Hermite 度量 . 

由 此 我 们 得 到 , 在 复 流 形 M 上 给 一 个 Hermite 度量 与 在 M 上 给 
一 个 正定 的 实 (1,1)- 形式 是 等 价 的 . 而 微分 形式 由 于 在 运算 和 性 质 刻 
画 .上 有 许多 方便 的 地 方 , 因此 在 复 几 何 讨论 中 我 们 通常 都 是 以 一 个 正 
定 的 实 (1,1)- 形式 W 来 表示 复 流 形 全 纯 切 从 上 的 Hermite 度量 , 用 
微分 形式 W 的 性 质 来 刻画 度量 或 者 流 形 的 性 质 . 例如 , 利用 (1,1)- 形 
式 W, 直接 计算 可 以 给 出 下 面 关于 Hermite 流 形 (M, ds2) 上 体积 微 元 
的 Wirtinger 定理 . 

定理 4.4.1 (Wirtinger 定理 ) ”如 果 ds? 是 m 维 复 流 形 M 的 
全 纯 切 从 Tu,o(M) 上 的 Hermite 度量 , W 是 由 这 一 度量 确定 的 (1,1)- 
形式 , 则 由 ds? 确定 的 Riemann 度量 的 体积 微 元 可 表示 为 


m 
1 一 一 一、 1 
dv=— WA-...AW := —W”. 
ml! ml! 


证 明 ” 任 取 点 Pe M, 利用 Schmidt 正 交 化 方法 , 我 们 可 选取 全 
纯 切 从 Ti10(M) 在 已 点 邻 域 I 上 对 于 度量 ds? 的 一 个 全 纯正 交 标 
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架 {oi,… ,am 满足 当 {Ql,… ,am} 是 {oi,… ,am} 的 对 侦 标 架 时 ， 
{Re(o#),... ,Re(a®); Im(at),.…. ,Im(a™)} 
构成 由 ds? 确定 的 Riemann 度量 的 单位 正 交 标 架 . 由 
Re(oi) AIm(ag) = of A 
得 M 的 体积 微 元 dv 可 表示 为 
dv = G) AGlA..Aar Aa™. 
而 另 一 方面 , 对 于 局 部 标 架 {a1,.… , om,}, 度量 ds? 为 
ds?2 = ya @ 亚 ， 
由 度量 ds? 确定 的 (1,1)- 形式 W 为 


直接 计算 就 得 
d= 一 人 WA- 人 信 := Ww™ 
mm. m 
证 毕 . 


下 面 我 们 从 联络 的 角度 来 考查 复 流 形 上 Hermite 度量 以 及 由 其 确 
定 的 Riemann 度量 的 关系 . 设 M 是 一 m 维 实 流 形 , D 是 M 的 切 
从 T(M) 上 的 一 个 联络 , 设 (z1,… ,zm) 是 M 的 一 个 局 部 坐标 ， 


0 mm nm mm 
?有 5 1 Ozi -2 dr @ ai 
’ Dzm 


其 中 {ry } 是 联络 D 对 局 部 标 架 {车 … 5 的 联络 符号 令 
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利用 上 一 节 给 出 的 联络 在 不 同 坐 标 下 的 变换 关系 (4.3.3) 不 难 验证 ， 


TT 二 3 Tidzi ® dz! 8 2 


,7,l=1 
与 局 部 坐标 的 选取 无 关 , 是 向 量 从 T*(M)8T*(M)8T(M) 在 M 上 
的 一 个 截 影 , 即 M 上 的 一 个 (1,2)- 型 张 量 . 了 称 为 联络 D 的 挠 率 张 
量 , 如 果 卫 = 0, 或 者 说 对 于 jj,1 = 1,… ,m， 


II = Th 
则 D 称 为 无 挠 联络 . 对 于 无 挠 联络 , 下 面 的 定理 称 为 Riemann 几何 基 
本 定理 . 

定理 (Riemann 几何 基本 定理 ) ” 设 M 是 一 实 流 形 , ds? 是 在 M 
的 切 从 TT(M) 上 给 定 的 一 个 Riemann 度量 , 则 在 T(M) 上 存在 唯一 的 
一 个 与 ds? 相 容 的 无 挠 联络 D. 

关于 无 挠 联络 以 及 Riemann 几何 基本 定理 的 意义 和 证 明 在 一 般 
微分 几何 的 书 中 都 可 以 找到 , 这 里 就 不 讨论 了 . 

现 设 M 是 一 mm 维 复 流 形 , D 是 M 的 全 纯 切 从 Te0)(M) 上 的 一 
个 复 联 络 , 设 (z!,… , zm) 是 M 的 一 个 局 部 坐标 ， 


D ™m 
(Bm) -> we -Dr 2 7 


其 中 Try 是 复 联络 D 对 于 局 部 标 染 全 i ph 的 联络 符号 . 与 
实 流 形 的 联络 相同 , 我 们 同样 令 

Ty 一 TI 一 I. 
利用 联络 在 不 同 坐标 下 的 变换 关系 (4.3.3) 不 难 验证 ， 


T= 3 TYdzi @ dz! 8 


djl=1 
与 局 部 标 架 的 选取 无 关 , 是 向 量 从 7T% 0)(M)87T60)(M)8To(M) 在 
整个 M 上 的 一 个 截 影 . 我 们 也 将 了 称 为 复 联络 D 的 挠 率 张 量 .， 如 
果 了 = 0， 即 对 于 %, = 1,.… ,m, 
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I = IY,, 


则 称 联络 D 为 无 找 复 联络 . 

现 设 ds? 是 Tiioy(M) 上 给 定 的 一 个 Hermite 度量 , 在 上 一 节 的 复 
几何 基本 定理 (定理 4.3.2) 中 , 我 们 已 经 证 明了 对 于 ds2, To)(M) 上 
存在 唯一 的 一 个 与 之 相 容 的 复 联 络 ， 因 此 , 如 果 在 复 联 络 和 相 容 这 两 
个 条 件 的 基础 上 , 比照 Riemann 几何 , 我 们 同时 要 求 这 一 联络 是 无 搁 
联络 , 则 联络 的 无 挠 性 就 是 一 个 附加 的 条 件 . 对 于 给 定 的 度量 , 由 度量 
唯一 确定 的 复 联 络 可 能 是 , 也 可 能 不 是 无 挠 联络 . 针对 这 一 点 , 我 们 有 
下 面 定义 . 

定义 4.4.1 ” 设 ds? 是 复 流 形 M 的 全 纯 切 从 To(M) 上 的 
一 个 Hermite 度量 , 如 果 由 ds? 确定 的 复 联络 同时 也 是 无 挠 联络 , 则 
称 ds? 为 M 上 的 一 个 Kihler 度量 . 如 果 复 流 形 M 上 存在 Kihler 度 
量 , 并 且 给 定 了 一 个 Kihler 度量 ds?, 则 称 (M, ds?) 为 Kihler 流 形 . 

Hermite 度量 ds? 在 什么 条 件 下 是 Kihler 度量 呢 ? 设 ds? 是 MM 
上 给 定 的 Hermite 度量 , D 是 由 这 一 度量 唯一 确定 的 复 联络 . 任 取 M 
的 一 个 局 部 坐标 (z1,… , z"), 设 


中国 [人 


是 de 对 于 局 部 标 架 和 2 ,5 ] 的 mm 阶 度量 短 阵 . 在 上 一 节 复 


几何 天 本 定理 的 讨论 中 我 们 已 经 下 明了 这 时 复 同 对 于 局部 
{ 六 了 了 } 的 联络 矩阵 可 表示 为 


zl’ :8xm 
网 = 四 
如 果 以 [55] 记 [gs] 的 间 矩 阵 [gj| ， 则 上 式 为 


= > 也 Og g5dzk. 


由 5 9 
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但 ww = 六 Ty .dzk, 我 们 得 到 
无 一 1 


mm 0 a 
Ti = 2 sg. 
{=1 
因此 , D 是 无 挠 联络 当 且 仅 当 对 于 i 二 1,… ,mm 恒 有 


Oga 1i > 
Ozr 1 zx 
=1 
即 DD 是 无 挠 联络 当 且 仅 当 对 于 k,i,! = 1,… ,m, 恒 有 
Ogi 29 所 
= (4.4.2) 


现在 我 们 希望 将 上 面 这 一 关系 式 利用 由 ds? 确定 的 (1, 1)- 形式 W 
= 3 95dz' 人 dz 来 表示 . 对 W 应 用 外 微分 4 得 
17 一 


i 这 Og Og = 
MW = ( dz + Adzi A dzi 


放 
一 > 全 _ 3 )a A dzi A dz 


5 k 

2 j=1 ket Oz 9z 
. mm Og Do- | | 
1 订 Qik \ ok Ea 
一 》 一 一 吧 1dz Adz’ Ad2. 

十 2 气息 ( pa OI ) Zz 


但 是 ， 
Bg 89 天 -5 本， OE _ OI Og 


Oz Oz Ozk zi Oz Ozi’ 
因此 , D 是 无 摘 联 络 的 条 件 , 对 于 已 51 一.… ,my 2 一 9 就 等 
价 于 dW = 0, 我 们 得 到 下 面 定理 . 
定理 4.4.2” 设 ds 是 To(M) 上 的 Hermite 度量 ,W 是 由 ds? 
确定 的 (1,1)- 形式 , 则 ds? 为 Kihler 度量 的 充分 必要 条 件 是 dW = 0. 
例 1 复 向 量 空间 Cm 上 的 标准 Hermite 度 量 是 ds? = 64jdzi 


2%,7=1 


8dzi, 由 这 一 度量 确定 的 (1.1)- 形式 W = 5 江 6zdzi 人 dzi 显然 满 
1%,I7=1 
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足 dW = 0. 而 由 这 一 度量 确定 的 联络 D = d 就 是 普通 的 微分 . d 的 
联络 形式 处 处 为 零 , ds? 是 Kihler 度量 , (C™, ds2) 是 Kibler 流 形 . 在 
本 书 第 7 章 中 我 们 还 将 证 明 在 复 投影 空间 CPm” 上 也 存在 Kahler 度 
量 (参阅 本 章 的 习题 19). 

另 一 方面 , 如 果 (M, ds?) 是 Kaihler 流 形 , Mi C M 是 M 的 复 子 
流 形 , 设 让: Mi 一 M 是 嵌入 映射 如 果 WW 是 由 ds? 确定 的 (1,1)- 
形式 , 则 ds? 在 Mi 上 的 限制 ds2| 诱导 了 Mi 的 Hermite 度量 ， 
而 1*(W) = 琵 |w 是 度量 ds?|y 在 Mi 上 确定 的 (1,1)- 形式 . 这 时 
利用 外 微分 a 与 拉 回 映射 f* 可 交换 , 我 们 得 到 

df*(W)= f*(dW)=0. 
因此 ds? 在 Mi 上 的 限制 也 是 Kihler 度量 . 由 此 我 们 得 到 Kihler 流 
形 的 复 子 流 形 也 是 Kihler 流 形 . 特别 地 , 复 向 量 空间 Cm 和 复 投影 空 
间 CP” 中 的 复 子 流 形 都 是 Kihler 流 形 . 

另外 , 由 于 Riemann 曲面 是 一 维 复 流 形 ， 而 一 维 复 流 形 上 的 任意 
二 次 微分 形式 了 都 满足 dy = 0, 所 以 Riemann 曲面 上 的 任意 Hermite 
度量 显然 都 是 Kibhler 度量 . 然而 当 mm > 2 时 , 并 不 是 所 有 mm 维 的 复 
流 形 上 都 存在 Kibler 度量 . 在 下 一 章 中 利用 复 流 形 的 Dolbeault 同调 
群 以 及 Hodge 定理 , 我 们 将 给 出 一 个 流 形 是 Kibler 流 形 时 , 这 一 流 形 
作为 拓扑 空间 必须 要 满足 的 一 些 拓扑 条 件 . 

上 面 我 们 是 从 由 Hermite 度量 确定 的 复 联络 是 无 挠 联络 这 样 的 
角度 定义 了 Kahler 度量 ， 然 而 如 果 从 几何 的 角度 来 考查 Kihler 度 
量 , 则 Kihler 度量 又 可 看 做 复 向 量 空间 Cm 上 标准 的 Hermite 度 
量 ds? = 六 dz @ dzi 在 复 流 形 上 的 自然 推广 ， 下 面 定理 从 这 

i 


一 角度 给 出 了 Kahler 度量 的 特征 . 这 一 特征 在 本 书 第 5 章 中 将 被 用 
来 讨论 紧 Kihler 流 形 上 的 Hodge 分 解 , 在 第 7 章 中 将 被 用 来 讨论 紧 
复 流 形 到 投影 空间 的 嵌入 问题 . 

定理 4.4.3 ” 设 M 是 mm 维 复 流 形 , 则 M 的 全 纯 切 从 Tl10)(M) 
上 的 Hermite 度量 ds? 为 Kihler 度量 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 
点 Pe M, 存在 PP 点 邻 域 的 局 部 坐标 (z1,… ,z"), 使 得 对 于 i = 
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1,… ,m, zi(P) =0, 而 在 PP 点 邻 域 上 , ds? 可 表示 为 
ds2 = 3 [6iy + O(20)|dz’ ® dz), 
j=1 
其 中 |Z|? = Slap 
这 一 定理 表明 ， 如 果 不 计 二 阶 和 二 阶 以 上 的 无 穷 小 , m 维 复 流 
形 M 上 的 Kibler 度量 局 部 与 Cm" 上 标准 的 Hermite 度量 ds? = 
5dzi@ dzi 相同 . 


2,7=1 


证 明 ”充分 性 ”如果 Hermite 度量 ds? 满足 上 面条 件 , 则 对 i, j,k = 
1 mu 有 =0 在 P 点 成 立 ,因而 988 = 908 在 点 成 立 .而 这 
一 等 式 作为 找 率 张 量 了 为 零 的 条 件 与 局 部 从 标的 选取 无 关 , 因而 这 一 


等 式 对 于 任意 局 部 坐标 , 在 任意 点 成 立 , ds? 是 Kaihler 度量 . 
必要 性 ” 设 Hermite 度量 ds? 是 Kihler 度量 , 对 于 P 点 邻 域 的 


局 部 坐标 (z1,… ,zm), ds2 = 六 9g5d2z @ d 丈 . 不 失 一 般 性 , 可 设 gj 
?一 工 
在 P 点 有 Taylor 展开 


Og 07 
jt “+ 到 党 丈 十 O(2|2) 


[ga] 是 Hermite 拖 阵 , 因而 9i7 = 9 得 


O95 _ O95 _ O97 
Oz Ozk Ozk 
ds2 是 Kihler 度量 , 由 等 式 (4.4.2), 得 对 于 ij k= 1,… mm， 
Og _ Ogik 
Ozk ~ B27 
现在 , 在 PP 点 邻 域 定义 新 的 坐标 人 … ,w"), 使 得 
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容易 验证 , 变换 (z1,… ,z") 与 (wi,… ,w") 之 间 的 Jacobi 行列 式 
在 已 点 不 为 零 , 因而 (w',… ,um) 是 M 在 P 点 邻 域 的 局 部 坐标 . 而 
对 于 (aom)， 
ds? = 3 0 1 +), +OUm 门 ) 
i Ozk DZ 


2,7=1 k=1 
2 . Og st 2 < O95 。 rt 
Xx (ew 一 Bat dw ) ®@ (ew 一 》， Bat dws 


3 一 二 St 一 1 


mm mm 


一 -7 6ijdw’ ® dz + 上 2 >», 2 wdw’ ® dw 


$4,7=1 一 1 k=1 


+ > 2 Rd’ ® dw’ 一 3 3 03 ed ® dw 


多 7 一 1 于 一 2,7=1 8,t=1 


国 > > 6 Td @ dwt + O(lW|?). 


由 上 面 给 出 的 关于 g;z 的 偏 导数 满足 的 关系 式 , 得 上 式 为 


ds2 = 人 [65 十 O( 了 dus ® dn. 
,7=1 

证 毕 . 

利用 定理 4.4.3 的 证 明 , 如 果 用 联络 的 语言 来 表示 一 个 度量 成 为 
Kihler 度量 的 条 件 , 则 我 们 有 下 面 定理 . 

定理 4.4.4 设 M 是 mm 维 复 流 形 ，M 的 全 纯 切 从 Tii0)(M) 
上 的 Hermite 度量 ds? 为 Kihler 度量 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 
点 Pe M, 存在 Tuo(M) 在 尸 点 邻 域 的 局 部 标 架 {91,… ,9m}, 使 得 
由 ds? 确定 的 复 联 络 D 满足 D(9;)(P) = 0, 其 中 i=1…,m 

定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 利用 定理 4.4.4 中 的 局 部 标 架 {01， 

,mj, 如 果 VV = | fi0; 是 Tu0 (MM) 在 已 点 邻 域 的 一 个 可 微 截 影 ， 


则 在 PP 点, D(V = df(P)9;(P). 即 对 于 满足 定理 4.4.4 的 局 部 
标 架 {01,… , 9m}, 由 联络 DD 给 出 的 微分 在 P 点 与 普通 的 微分 d 相同 . 


222 第 4 章 复 几何 


后 面 我 们 将 利用 这 一 点 在 Kapler 流 形 上 推广 欧 氏 空间 中 关于 微分 q 
的 一 些 关 系 式 , 例如 , 关于 Laplace 算 子 的 等 式 . 


习 题 四 


1. 设 5(2) = aozo 十 … 上 +antn 是 C"+l 上 不 恒 为 零 的 线性 函数 , 令 Z(L(2)) 
={2 = [z0,… ;zn] € CP" | L(2Z) = 0}. 证 明 ; Z(L(2)) 是 CP” 中 的 除 子 ， 
并 给 出 由 Z(L(2)) 定义 的 全 纯 线 从 的 转移 函数 . 

2. 设 {Uo, 及 } 和 {Us, 护 } 是 复 流 形 M 上 给 定 的 两 个 除 子 , L1 和 La 分 
别 是 由 这 两 个 除 子 定义 的 线 从 . 证 明 : Li 同 构 于 > 的 充分 必要 条 件 是 存在 M 


上 的 亚 纯 函数 g, 使 得 在 每 一 个 Us。 上 0 是 处 处 不 为 零 的 解析 函数 . 


3. 证 明 : 复 流 形 M 上 所 有 全 纯 线 从 构成 一 Abel 群 . 给 出 M 上 除 子 群 到 
线 丛 群 的 同 态 映 射 , 问 在 这 一 同 态 映 射 中 映 为 零 的 元 素 是 M 上 什么 样 的 除 子 . 

4. 设 Wi, Wo 是 复 平面 上 两 个 实 线性 无 关 的 向 量 , 令 L(Wi, W2) = {niWi+ 
naWz | ni,n2 € Z}, 则 L(Wi, W2) 是 复数 利用 加 法 得 到 的 群 中 的 一 个 子 群 . 证 
明 : 如 果 令 了 = C/L(Wi,W2) 为 C 对 于 Wai W2) 的 商 群 , 则 了 是 一 复 流 
形 , 并 且 TT 的 全 纯 切 从 是 平凡 线 从 . 试 将 同样 的 结论 推广 到 C" 上 

5. 设 Wi = 2z?Z2dzi 人 dz2 十 z2dzZ2 人 dz3 十 如 dz3 人 dz1, Wo2 二 dzi 十 Zz1dzz 十 
z2dz3. 求 Wi 人 Wo, dWi. 

6. 设 训 = v1 +iyi, 2 = C2 十 iyo, W = ZIdzi A dy + 人 dzz A dyz, 试用 
复 坐 标 代 替 实 坐标 , 将 W 化 为 复 的 微分 形式 , 并 求 6W. 

7. 在 平凡 向 量 从 CP" x C"+! 中 对 于 任意 Pe CP", 令 Lp 为 由 点 确 
定 的 C"+1 中 的 一 维 复线 性 子 空间 . 证 明 : pk, Lp 是 CP" 上 的 全 纯 线 从 , 并 


给 出 这 一 线 从 的 转移 函数 . 

8. 设 Gk (C") 是 第 3 章 习 题 14 中 构造 的 紧 复 流 形 , 在 平凡 向 量 从 Gk (C”) 
xCnm 中 对 于 任意 Pe Gk(C"), 令 Ep 为 由 P 点 确定 的 C” 中 的 大 维 复 线性 
子 空间 . 证 明 :  U Ep 是 Gk(C") 上 的 维 全 纯 向 量 从 . 


PEGK(C 

9. 设 LL(2) = oot 十 anzn 是 一 非 零 的 线性 函数 , 证 明 : Z(L) = {[2Z] < 

CP" |Z(Z) = 0} 是 CP" 的 除 子 . 设 工 是 由 这 一 除 子 定义 的 线 从 , 证 明 : n 十 1 
个 变量 (zo,… , zn) 的 次 齐 次 多 项 式 是 天 的 全 纯 截 影 . 

10. 设 1, Ez 都 是 流 形 M 上 的 向 量 从 , FF : 到 一 Bo 是 向 量 从 的 同 态 映 
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射 , 证 明 : 下 是 向 量 从 Ei @ 形 在 M 上 的 一 个 截 影 . 反之 , 如 果 下 是 包 @ 到 
在 M 上 的 一 个 截 影 , 证 明 : FF 确定 一 个 同 态 映 射 F: El 一 EE. 

11. 设 M 是 复 流 形 , r :已 一 M 是 M 上 的 向 量 从 , 如 果 存 在 M 的 开 履 
盖 {Us}, 使 得 巨 的 转移 矩阵 都 由 常数 组 成 . 证 明 : 外 微分 d 是 上 的 一 个 复 
联络 , 求 这 一 联络 的 曲率 张 量 . 

12. 设 D; 和 D2 都 是 全 纯 向 量 从 妃 上 的 联络 , 证 明 : 对 于 任意 te [0, 1]， 
tD1 十 (1 一 如 D2 也 是 已 的 联络 . 

13. 完成 复 几 何 基本 定理 中 关于 复 联络 的 存在 性 的 证 明 , 即 证 明 : 对 于 全 纯 
向 量 从 巨 上 给 定 的 Hermite 度量 ds?, 存在 EB 上 与 之 相 容 的 复 联络 . 

”14. 设 Di, Ds 分 别 是 全 纯 向 量 从 El 和 Ez 的 复 联 络 , 问 怎样 利用 D1, Da 
在 向 量 从 Ei @ Bz 和 1 BB2 上 诱导 复 联络 . 

15. 设 D 是 与 复 流 形 M 上 全 纯 向 量 从 的 Hermite 度量 ds 一 (，) 相 
容 的 复 联络 , s 和 + 分 别 是 EB 的 可 微 截 影 . 证 明 : d(s,t) = (Ds 昌 十 (s,Db, 特 
别 地 , 如 果 s 和 分别 是 的 沿 曲线 工 平移 的 向 量 场 , 则 (s,t) 是 常数 . 

16. 设 M 是 一 实 流 形 , D 是 M 的 切 从 T(M) 上 的 一 个 联络 , 设 (xz?,，… ， 
z") 是 局 部 坐标 ， 


令 且 一 TI 一 IT， 证 明 : 
T= Tidr' ® dr! ® 一 
2 ! Ori 
与 局 部 坐标 的 选取 无 关 , 是 向 量 从 T*(M)@T*(M)@T(M) 在 M 上 的 一 个 截 
影 . 
17. 表述 和 证 明 Riemann 几何 基本 定理 . 
18. 试 利用 单位 分 解 定理 证 明 : 对 于 任意 全 纯 向 量 从 ,Hermite 度量 总 是 存 
在 的 . 
19. 设 工 是 上 面 第 1 题 中 由 线性 函数 5(2) 的 零点 在 CP" 上 定义 的 线 从 ， 


设 { 咏 } 是 CP" 对 于 齐 次 坐标 的 坐标 覆盖 , 在 U; Lh nar 
证 明 : {h} 是 工 的 一 个 Hermite 度量 . 求 这 一 度量 的 曲率 形式 , 并 证 明 : 这 一 
曲率 形式 给 出 了 CP" 上 的 一 个 Kihler 度量 . 

20. 证 明 : 任意 Riemann 曲面 都 是 Kihler 流 形 . 
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21. 设 工 是 复 流 形 M 上 的 全 纯 线 从 , {Us。} 是 M 的 开 覆 盖 , 满足 L |v, = 
Da x C 是 平凡 的 , 又 设 {由} 是 工 的 转移 函数 . 证 明 : 工 的 一 个 Hermite 度量 
在 U。 上 可 表示 为 正 值 的 可 微 函 数 ho, 问 ho 在 Uo 门 Use 上 满足 什么 条 件 . 试 
利用 hs 给 出 由 其 诱导 的 复 联 络 的 曲率 形式 . 

22. 复 流 形 M 上 的 全 纯 线 丛 工 称 为 正 线 从 , 如 果 存 在 工 的 Hermition 度 


量 ds?, 使 得 其 曲率 形式 9 满足 9 是 正定 的 (1, 1)- 形式 . 证明: 如果 复 流 


形 M 上 存在 正 线 从 , 则 M 是 Kihler 流 形 . 
23， 设 M 是 n 维 紧 致 Kihler 流 形 , W 是 由 M 的 Kihler 度量 确定 
r 次 


的 (1,1)- 形式 , 对 于 7 = 1 2 pm 令 Wr = 到 W 入 … 信 W. 证 明 : dW" = 0， 
但 不 存在 M 上 的 微分 形式 UV, 使 得 dU = Wr". 

24. 设 :万 一 M 是 微分 流 形 M 上 的 光滑 向 量 从 , {Usa} 是 M 的 一 个 局 
部 有 限 的 开 履 盖 , 太 = {ha)》 是 M 的 一 个 Hermite 度量 . 问 是 否 存 在 B 的 一 
族 截 影 {sa} 使 得 supp(sa) C Us 而 并 lsc| = 1 

25. 设 : 巨 一 M 是 微分 流 形 M 上 的 光滑 向 量 从 , 末 是 已 的 一 个 Hermite 
度量 ,，E， 是 EE 的 一 个 子 从 ， 对 于 任意 P e M, 令 Ez(P) = {v€ Ep| 
与 百 !(P) 中 的 向 量 垂直 }， E>2 = ys PY). 证 明 : Es 也 是 EE 的 子 丛 , 已 = 
应 @ By. 问 同样 的 结论 对 于 全 纯 向 量 从 是 否 也 成 立 ? 

26. 设 己 :Mi 一 Mz 是 复 流 形 Mi 到 M2 的 全 纯 上 映射, 是 M。 上 的 全 
纯 向 量 从 {Us} 是 Ma 的 一 个 开 覆 盖 , {GS} 是 妃 对 于 这 一 获 盖 的 转移 矩阵 . 
证 明 ; {F-1(U。)} 是 Mi 的 一 个 开 履 盖 ， {Gss oF} 是 Mi 上 一 个 全 纯 向 量 从 
对 于 这 一 覆盖 的 转移 第 阵 ， 

27. 证 明 : 如 果 互 是 紧 复 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 则 户 在 M 上 的 全 纯 
截 影 空间 T(M, E) 是 一 有 限 维 的 复 向 量 空间 . 

28. 证 明 : 外 微分 与 拉 回 映射 可 交换 . 


第 5 章 ”Dolbeault 同调 与 Hodge 定理 


在 这 一 章 中 我 们 将 以 实 流 形 上 的 de Rham 同调 群 为 模型 , 用 5 
算 子 代替 外 微分 d, 在 复 流 形 的 全 纯 向 量 从 上 定义 Dolbeault 同调 群 ， 
并 给 出 利用 调和 形式 来 表示 和 研究 同调 群 元 素 的 Hodge 定理 , 以 及 与 
之 相关 的 Kodaira-Serre 对 偶 ， 如 同 拓扑 学 中 同调 群 对 于 空间 研究 的 
重要 性 一 样 , Dolbeault 同调 群 是 全 纯 向 量 丛 讨论 的 基本 对 象 和 重要 工 
县 . 在 这 一 章 中 作为 Dolbeault 同调 群 和 Hodge 定理 的 应 用 , 我 们 将 讨 
论 Kihler 流 形 上 的 Hodge 分 解 , 给 出 一 个 流 形成 为 Kihler 流 形 时 , 流 
形 作为 拓扑 空间 , 在 拓扑 结构 上 需要 满足 的 一 些 必要 条 件 . 在 本 书 第 6 
章 中 我 们 将 给 出 Dolbeault 同调 群 与 向 量 从 全 纯 截 影 芽 层 的 Cech 同 
调 群 的 同 构 关系 , 在 本 书 第 7 章 中 我 们 将 利用 这 些 同 调 群 来 讨论 紧 复 
流 形 到 复 投影 空间 的 嵌入 问题 . 另外 , 作为 向 量 从 的 基本 拓扑 不 变量 ， 
本 章 我 们 还 将 利用 同调 群 在 复 向 量 从 上 定义 陈 示 性 类 , 表述 关于 全 纯 
向 量 从 Dolbeault 同调 群 维 数 的 Atiyah-Singer 指标 定理 . 这 一 章 的 内 
容 可 参阅 文献 [9]. 
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上 一 章 我 们 讨论 了 复 流 形 上 的 向 量 从 、 向 量 从 的 截 影 以 及 全 纯 向 
量 丛 瑟 的 已 值 (p,9)- 形式 , 并 且说 明了 , 对 于 全 纯 向 量 从 吾 的 可 微 
截 影 以 及 E- 值 (p, gq)- 形式 , 我 们 能 够 在 整体 上 定义 5 算 子 . 这 一 章 里 ， 
类 比 于 在 实 微分 流 形 上 利用 微分 形式 和 外 微分 算 子 d 定义 的 de Rham 
同调 群 , 我 们 将 利用 5 算 子 , 在 复 流 形 上 对 全 纯 向 量 从 定义 Dolbeault 
同调 群 . 

我 们 首先 回顾 一 下 实 微分 流 形 上 的 外 微分 算 子 d 以 及 与 之 相关 
的 de Rham 同调 群 . 设 M 是 m 维 微分 流 形 , 对 于 M 上 的 微分 形式 ， 
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一 个 基本 的 算 子 是 外 微分 算 子 d. 设 w 是 开 集 Uc M 上 的 一 个 -次 
微分 形式 , 任 到 点 Pe U, 设 (z!，… ,z™) 是 已 点 邻 域 上 的 局 部 坐标 ， 
则 w 在 P 点 邻 域 可 以 表示 为 


1 Wh , , 
人 包 一 可 > farsi dr" 人 .A 人 人 dz”, 
7. 
1 r=l 


其 中 .i 都 是 忆 点 邻 域 上 的 可 微 函数 , 关于 指标 和 …… ,i 反对 称 . 
我 们 定义 w 的 外 微分 dw 为 


1 让 1 
dw = 证 D> dfiis Adri AAAdz 


1 Ofori 全 i 
二 了 2 ， 中 te Adz A... 人 dr. 
直接 计算 不 难 验证 , 由 此 得 到 的 (~ 十 1)- 次 微分 形式 dw 与 局 部 坐标 
(z1,… ,z™) 的 选取 无 关 , 即 外 微分 d : w 一 dw 是 一 个 整体 定义 的 算 
子 . 由 外 微分 我 们 得 到 了 一 个 线性 映射 


d: A(U,ATT*(M)) 一 A(U, A+IT*(M)), 


其 中 A(U,A"T*(M)) 表示 U 上 所 有 7- 次 微分 形式 构成 的 线性 空间 ( 即 
向 量 从 A"T*(M) 在 UV 上 的 可 微 截 影 全 体 }. 

同样 地 , 利用 直接 计算 不 难 验证 d? = 0. 

外 微分 在 流 形 讨论 中 有 许多 应 用 , 例如 , 数学 分 析 和 流 形 上 关于 积 
分 的 Stokes 公式 就 可 以 用 外 微分 来 表示 . 外 微分 的 男 一 个 重要 应 用 是 
利用 微分 形式 来 描述 流 形 的 de Rham 同调 群 . 下 面 我 们 先 给 出 这 一 同 
调 群 的 定义 . 

设 M 是 m 维 微分 流 形 , re N, 则 外 微分 

d: A(M,AN'T*(M)) —» A(M, AT T*(M)) 


是 一 线性 映射 . 由 于 d2 = 0, 因而 在 映射 d 的 像 集 Im{d} 和 d 的 核 空 
间 Ker{d} 之 间 , 成 并 关系 式 


Im {d : A(M, A IT*(M)) —» A(M, A'T*(M))} 
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C Ker {d: A(M,NT*(M)) = A(M, ATT*(M))}. 


利用 这 一 点 , 我 们 考虑 线性 空间 Ker{d} 对 于 Im{d} 的 商 空间 
Ker{d : A(M, AT*(M)) 一 A(M, AT+1T*(M))} 
Imfd: A(M, A-1T*(M)) — A(M, A"T*(M))} 
线性 空间 Hr(M,R) 称 为 流 形 M 的 ~ 阶 de Rham 同调 群 . 

对 于 微分 形式 我 们 有 外 积 运算 , 这 一 运算 可 以 推广 到 de Rham 同 
调 群 上 . 设 w 和 wz 分 别 是 m- 次 和 m- 次 微分 形式 , 满足 dwi = 
0,duws = 0. 由 dfol Auws) = di) A wo (—1)" wi A d(wo), 得 d(wi 人 
wz) = 0. 另 一 方面 , 如 果 对 于 wi, 存在 微分 形式 w, 使 得 du = wi， 
则 dlw A wz) = wi A wo. 如 果 将 这 些 关系 转移 到 de Rham 同调 群 上 ， 
我 们 得 到 , 对 于 任意 同调 元 素 [wi] e H" (MM,R) 和 [wa] € H™*(M, RR), 
任 取 [wu 和 [wz] 的 表示 元 素 wi 和 um, 则 wi 人 wz 在 HTf+rz(A 有) 
中 确定 了 一 个 同调 元 素 fwi A wa]. 而 这 一 元 素 仅 与 [wi] 和 [ws] 有 关 ， 
与 wi 和 ws 的 具体 选取 无 关 . 我 们 将 同调 元 素 [ul As] 定义 为 同调 
元 素 [2] 与 [wa] 的 外 积 ， 表示 为 [iwi] A [wa], 由 此 得 到 de Rham 同调 
群 之 间 的 外 积 运算 


A: HT(M,R) x H™?(M,R) — Hm+r2(M R). 
这 时 如 果 令 


H"(M,R) = 


H(M,R) = 外 H"(M, R), 


r=0 
则 利用 外 积 和 HH"(JM,R) 本 身 的 线性 结构 , HH(M, 民 ) 成 为 实数 域 上 的 一 
个 代数 , 称 为 流 形 M 的 同调 代数 . 
现在 设 玉 : Mi 一 Mz 是 流 形 Mi 到 Mi 的 可 微 映射 ,w 是 Ma 上 
的 一 个 "- 次 微分 形式 , 则 利用 拉 回 映射 F*, 我 们 知道 F*(w) 是 Mi 上 
的 x- 次 微分 形式 . 而 由 拉 回 映射 F* 的 定义 直接 计算 不 难 验 证 , F* 与 
外 微分 d 可 交换 , 即 d(F*(w)) = Fr*(dw). 因此 拉 回 映射 F* 满足 


FF” (Im {d: A(Ma, A T* (M2)) =» A(M2, MT* (M2))}) 
CIm{d: AM,ATIT*(MI)) = A(Mi, AT*(M1))}, 
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而 
Fe (Ker {d: A(Ma, M1T* (Ma)) —» A(Ma, N°T* (M2))}) 
C Ker {dq : A(M, A™—1T* (M1)) 一 A(M, AT*(Mi))} 。 


利用 此 ，F* 诱导 了 线性 空间 了 (Ma,R) 到 H"(Mi, 民 ) 的 一 个 同 态 映 
射 F* :; H"(M;, R) — H"(Mi,R), 并 进而 得 到 了 流 形 M2 的 同调 代数 
到 Mi 的 同调 代数 的 一 个 同 态 映射 


F*:H(M;,R) 一 H(Mi, R). 


显然 , 当 下 是 微分 同 胚 时 , F* : H(M2, 民 ) 一 H(Mi, 民 ) 是 代数 同 构 . 因 
此 de Rham 同调 群 给 出 了 微分 流 形 在 微分 同 胚 下 不 变 的 一 种 代数 结 
构 , 而 六 = dimHr(M,R) 则 是 流 形 最 基本 的 同 胚 不 变量 , 称 为 流 形 M 
的 x 阶 Betti 数 . 

类 比 于 外 微分 d, 在 上 一 章 中 我 们 对 于 mm 维 复 流 形 M 上 全 纯 向 
量 从 的 光 渭 截 影 以 及 已 值 (p,q)- 形式 , 定义 了 5 算 子 . 设 w 是 
一 E- 值 (p,q)- 形式 , 即 向 量 从 


TIPE)=E® [A?TH 0 (MI) A A? To (M) 


的 可 微 截 影 , 设 Pe M 是 任意 点 , {el,.… ,er} 是 已 在 己 点 邻 域 上 
的 局 部 全 纯 标 架 , (z1,… , sm) 是 7 上 的 局 部 坐标 , 则 w 在 上 可 表 
示 为 


i 
ji jg= 


@dzia 和 .Adza 和 人 dz 入 .和 人 dzia. 


5(w) = 一 人 Se @ Ofi.. -人 让 jail) 
了 DG 1 i= 1 


. p 
F111" jg=1 


和 Adzia 入.….Adzia 和 dz 入 .和 人 dz 
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1 人 A O( fai;h.jasl) 
和 da 入 .Adzt 人 dz 入 .和 Adzza. 
上 一 章 我 们 已 经 证 明了 由 此 得 到 的 巨 值 -(p, gq 十 1)- 形式 6(w) 与 巨 的 
局 部 全 纯 标 架 {e!,… ,ery 和 PP 点 邻 域 Z 上 局 部 坐标 (z1,… ,z") 的 
选取 都 无 关 , 因此 , 5 是 对 EB- 值 (p,q)- 形式 整体 定义 的 算 子 . 如 果 我 们 
以 49 人 DZ 五) 表示 忆 上 可 微 的 书 值 (p,9)- 形式 全 体 ,. 则 4tp9(D 可 
是 一 线性 空间 , 而 
5: 4C9(D EAPIHDN(D, B) 
是 一 线性 映射 . 这 时 与 外 微分 d 的 讨论 相同 , 我 们 同样 有 下 面 关 于 5 
算 子 的 重要 定理 . 
定理 5.1.1 ”总 = 0 即 对 于 全 纯 向 量 从 已 的 任意 B- 值 (p,q)- 
形式 也) 恒 有 
6(0(w)) = 0. 
证 明 ”我 们 以 开 集 UU 上 的 函数 w = /为 例 , 其 余 情 况 的 证 明 与 
之 基本 相同 . 设 f 是 开 集 上 的 可 微 函 数 , Pe D, (z1,…,z") 是 P 


点 入 域 上 的 局 部 毕 标 , 则 30P) = 》、 31 dz7, 而 


其 中 -91 _ 人 Of 即 _ 人 Ff 对 指标 让 ) 对 称 而 dzi 入 dzi 二 
707 207 O202 ， : 


~dz? 人 dz, 其 关于 指标 i,7 反对 称 , 因而 和 为 零 . 证 毕 . 

6 算 子 是 多 复 分 析 研究 中 最 重要 的 算 子 之 一 , 在 本 书 第 2 章 对 Cm 
中 拟 凸 域 的 特征 刻画 里 , 我 们 已 经 看 到 了 5 算 子 以 及 由 其 得 到 的 5 方 
程 的 作用 . 对 于 Stein 流 形 的 讨论 , 5 方程 同样 是 非常 关键 的 . 而 在 一 
般 的 复 流 形 上 , 怎样 用 5 算 子 或 者 6 方程 来 讨论 复 流 形 的 性 质 昵 ? 这 
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里 , 我 们 首先 类 比 于 上 面 利 用 外 微分 d 对 微分 流 形 定义 de Rham 同调 
群 的 方法 , 以 定理 5.1.1 为 基础 , 对 复 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 丛 E, 定义 
关于 万 的 Dolbeault 同调 群 . 

设 M 是 一 mm 维 复 流 形 , + :一 M 是 MM 上 的 全 纯 向 量 从 ， 
4C9(0M, 吾 ) 表示 由 M 上 所 有 可 微 的 B- 值 (p,9)- 形式 组 成 的 线性 空 
间 . 利用 5 算 子 我 们 有 线性 同 态 映 射 

5: 4290M E) — 4200 E). 
由 于 书 = 0, 因此 
Im {65: 440 可 一 429(M 5)} 
C Ker 人 5 : 4 (M, E) 一 A(?’2+D) (M, 司 } . 


即 映 射 5 的 像 空 间 Im{6 : A2'0-D (ME) 一 A(P'9)(M,)} 是 5 的 核 
空间 Ker{6 : AP?:9(M,) 一 4aetD0MN 万 } 的 线性 子 空间 .Im{6 : 
4 了 一 40(0M 刀 } 中 的 元 素 称 为 5 正 合 的 B- 值 (p,q)- 
形式 , 而 Ker{6 : AC:9(M,) 一 424+0(0MN 万 } 中 的 元 素 则 称 为 5 
闭 的 EB- 值 (p,9)- 形式 . 与 实 流 形 上 关于 外 微分 d 的 de Rham 同调 群 
的 定义 相同 , 对 于 复 流 形 上 的 全 纯 向 量 丛 EE, 我 们 有 下 面 定 义 . 
定义 5.1.1 设 巨 是 m 维 复 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 对 于 任意 
自然 数 对 (p,g), 令 
Ker{5: APD)(M, E) 一 Al(?’atD) (M, E)} 
HM D) = AA) 
称 线性 空间 了 9(M, ) 为 全 纯 向 量 丛 五 的 (p,q)- 阶 Dolbeault 同 
调 群 , H(?,? (M,) 中 的 元 素 称 为 同调 元 素 , 或 者 称 为 一 个 同调 类 . 
在 上 面 定义 中 , 如 果 p > m, 或 者 g > m, 则 EE- 值 (p,q)- 形式 都 
为 零 , 因而 HP:9 (M, EF) = 0. 
全 纯 向 量 从 的 Dolbeault 同调 群 是 多 复 分 析 研究 的 基本 对 象 ， 也 
是 向 量 从 应 用 的 重要 工具 . 例如 , 我 们 需要 了 解 这 些 同调 群 的 性 质 , 同 
调 群 的 维 数 ， 反 之 , 我 们 也 希望 通过 这 些 同 调 群 的 性 质 来 讨论 流 形 的 
性 质 . 
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另 一 方面 , 如 果 在 上 面 Dolbeault 同调 群 的 定义 中 , 特别 地 令 已 = 
M xC, 五 为 平凡 线 从 , 这 时 E- 值 (p,q)- 形式 就 是 流 形 M 上 的 (p, 9)- 
形式 . 我 们 将 = M xc 的 Dolbeault 同调 群 记 为 HW.9 (2M), 称 为 复 
流 形 M 自身 的 (p,q)- 阶 Dolbeault 同调 群 , 即 

{w| 存在 M 上 的 (p,g 一 1) - 形式 w, 使 得 6(w) = ww} 
H(?'9) (M) 是 微分 流 形 的 de Rham 同调 群 对 于 复 流 形 的 直接 推广 . 这 
时 , 类 比 于 de Rham 同调 群 对 于 微分 流 形 之 间 可 微 映射 的 关系 ， 如 
果 FrF:M— MM, 是 复 流 形 Mi 到 Ma 的 一 个 全 纯 映 射 ， Ww 是 Ma 上 
的 (p; 9)- 形式 , 则 利用 拉 回 映射 Fr, Fr*(w) 是 Mi 上 的 (p,q)- 形式 . 
由 的 全 纯 性 得 6F*(w) = Fr(5w), 因此 F* 诱导 了 复 流 形 的 Dol- 
beault 同调 群 之 间 的 一 个 同 态 映 射 
F* :HP® (M2) 一 HOU )， 


如 果 已 是 全 纯 同 胚 , 则 F* 是 同 构 . 因而 Dolbeault 同调 群 Hg (M) 
构成 了 复 流 形 M 上 的 一 种 全 纯 不 变 的 代数 结构 ,而 这 时 我 们 如 果 令 
hg := dimH4P'9 (M), 则 hl2:9 是 复 流 形 的 一 组 全 纯 不 变量 . 

更 进一步 , 同样 类 比 于 de Rham 同调 群 , 我 们 可 以 将 微分 形式 的 
外 积 运算 延 拓 到 M 自身 的 Dolbeault 同调 群 HPD (M) 上 . 设 灵 和 9 
分 别 是 0 闭 的 (p1, 91)- 形式 和 (p2, gq2)- 形式 ， 由 


Ow AvV) = OW) Av+ (1 thw A Ov) =0， 
因而 wv 也 是 8 闭 的 微分 形式 . 而 如 果 其 中 w = Bw 是 5 正 合 的 微 
分 形式 , 则 由 


wAYvV= OuAv = O(uAv), 
我 们 得 到 wAwv 也 是 5 正 合 的 微分 形式 . 这 些 关 系 表明 : 对 于 任意 lw] e 
He 四 < HI2;82)(M), 设 wv 分别 是 [四 ,四 的 表示 元 素 ， 
则 wAw 在 Hee+pea+9)(M) 中 确定 的 同调 元 素 仅 与 [lw] 和 加 有 
关 . 如 果 我 们 将 这 一 元 素 记 为 lw] 人 加, 则 我 们 可 以 将 外 积 定义 到 同调 
群 上 , 得 到 Dolbeault 同调 群 上 的 外 积 运算 
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入 : HereD)(M) x Ho)(M1) 一 HP!tP2,9+92) (M). 


由 此 线性 空间 


成 为 复数 域 上 的 一 个 代数 . 两 个 复 流 形 之 间 的 全 纯 映 射 诱导 了 这 一 代 
数 结构 之 间 的 同 态 映 射 , 而 如 果 两 个 复 流 形 全 纯 同 胚 , 则 这 样 定义 的 代 

例 1 设 Q 是 Cm 中 的 区 域 , 在 本 书 第 2 章 关 于 Cm 中 拟 凸 域 的 
特征 刻画 里 我 们 曾 得 到 了 定理 : 9 是 拟 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 5 方程 
在 Q 上 有 解 , 即 对 于 ? 上 任意 (p,q)- 形式 由 如 果 Bw = 0, 则 存在 9 
上 的 (p,q 一 1)- 形式 ww 满足 和 = w. 利用 Dolbeault 同调 群 , 这 一 结 
论 可 表示 为 : 区 域 9 c Cm 为 拟 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 Hza(O) = 0 
对 于 任意 g > 1 成 立 . 同样 地 结论 对 于 Stein 流 形 的 刻画 也 是 成 立 的 . 

例 2 设 M 是 复 流 形 , r :已 一 M 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 则 到 
的 零 阶 同调 群 Ho(M, EE) 可 以 表示 为 


HM, E) = {wlw € A(M, E), d(w) =0}. 


利用 Cauchy-Riemann 方程 不 难看 出 , 这 时 5(w) = 0 当 且 仅 当 ww 是 马 
的 全 纯 截 影 , 因此 H(0.0(M, 已) 就 是 已 在 MM 上 的 全 纯 截 影 全 体 组 成 
的 线性 空间 . 按照 上 一 章 的 符号 , 我 们 得 到 


Ho(M, 可 =T(M, E), 


即 全 纯 向 量 丛 B 的 (0,0)- 阶 Dolbeault 同调 群 就 是 由 EE 的 所 有 全 纯 
截 影 构成 的 线性 空间 . 

作为 同调 群 的 应 用 , 下 面 我 们 将 用 拓扑 的 语言 给 出 紧 致 复 流 形 M 
是 Kibler 流 形 的 一 个 必要 条 件 . 上 一 章 在 Kihler 流 形 的 讨论 中 , 我 们 
已 经 证 明了 对 于 m 维 复 流 形 M, M 的 全 纯 切 从 Tio)(M) 上 的 Her- 
mite 度量 ds? 为 Kihler 度量 的 充分 必要 条 件 是 由 ds? 确定 的 (1,1)- 
形式 W 是 d 闭 的 微分 形式 , 即 dy = 0. 而 我 们 知道 W 是 实 的 二 次 
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微分 形式 , 因而 由 de Rham 同调 群 的 定义 , W 确定 了 同调 群 H2(M, R) 
中 的 一 个 元 素 . 而 利用 同调 元 素 的 外 积 , 对 于 7 = 1,… ,m, 如 果 令 
7 次 
Wrr= 人 邦和 A 

则 Ww" 确定 了 同调 群 H2"(M, 民 ) 中 的 一 个 元 素 . 对 于 这 些 元 素 , 我 们 
有 下 面 定理 . 

定理 5.1.2 ”如 果 M 是 一 m 维 紧 致 Kihler 流 形 , ds? 是 M 
的 Kihler 度量 , W 是 由 ds? 确定 的 (1,1)- 形式 , 则 对 于 7 = 1,… ,m,， 
W" 在 H2"(M, RR) 中 确定 的 同调 元 素 都 不 为 零 . 特别 地 , 一 个 m 维 的 
紧 致 复 流 形 M 如 果 是 Kihler 流 形 , 则 对 于 7 = 1…,m,M 的 2r 
阶 de Rham 同调 群 H2r(M,R) 必须 都 不 为 零 . 

证 明 ”如 果 ds? 是 Kihler 度量 , 则 dW = 0, 利用 Leibniz 法 则 
得 dW" = 0. 而 W 是 实 的 二 次 微分 形式 , 因此 W" 是 d 闭 的 实 27- 
次 微分 形式 ， 现 假设 存在 微分 形式 V, 使 得 dV = Wr", 则 W”m = 
WrAW™m" dVAWm-"=d(VAWm-"), 因而 由 Stokes 公式 得 


/ W™ = / d(V) AW™" 


= {advAw™") = f Yaw™=0 
M 


. DA 
另 一 方面 , 由 上 一 章 的 Wirtinger 定理 我 们 知道 , 对 于 流 形 M, 由 ds? 
诱导 的 Riemann 度量 , 一 是 MM 的 体积 微 元 , 因而 


(M)m! = / WwW”™, 


这 里 V(M) 表示 M 的 体积 , 不 能 为 零 . 但 由 W" 是 正 合 的 假设 , 上 面 
我 们 得 到 / W" = 0, 这 显然 矛盾 . W" 不 能 是 正 合 的 微分 形式 , 此 时 


M 
由 Wr" 在 de Rham 同调 群 Hz(A,R) 中 确定 的 同调 元 素 不 为 零 , 特别 
地 , H2"(M, 民 ) 关 0. 证 毕 . 
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我 们 知道 对 于 微分 流 形 M, 六 = dimH"(M,RR) 是 M 的 r 阶 Betti 
数 . 上 面 定理 表明 : 如 果 M 是 m 维 紧 致 Kihler 流 形 , 则 对 于 + = 
1,… ,m, MM 的 偶数 阶 Betti 数 bar 都 不 为 零 ， 而 存在 紧 致 复 流 形 MM 
满足 M4 的 一 些 偶数 阶 Betti 数 为 零 , 因而 存在 非 Kahler 的 复 流 形 . 
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设 M 是 复 流 形 , r :一 M 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 在 上 一 节 中 
我 们 类 比 于 实 流 形 上 利用 外 微分 d 定义 的 de Rham 同调 群 H"(M, RR)， 
定义 了 全 纯 向 量 从 五 的 Dolbeault 同调 群 Hg9(M, 本 ,这 一 节 我 们 
关心 的 问题 是 作为 无 穷 维 向 量 空 间 的 商 空间 , HY'? (M, 召 ) 中 元 素 的 
表示 显然 不 唯一 . 因而 对 于 H29(M, 刀 中 的 一 个 元 素 (通常 称 为 一 个 
同调 类 ), 能 和 否 用 某 种 方法 使 得 在 同调 类 众多 的 表示 中 可 以 选 出 唯一 的 
一 个 代表 元 素 , 同时 , 同调 类 的 运算 与 代表 元 素 的 运算 相同 . 这 样 , 代 
表 元 素 的 性 质 就 是 同调 群 的 性 质 , 而 对 同调 群 的 研究 可 以 化 为 对 这 些 
代表 元 素 的 研究 . 下 面 对 于 紧 复 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 从 E, 我 们 将 
利用 EE 以 及 M 的 全 纯 切 从 Tu,o)(M) 上 的 Hermite 度量 , 在 流 形 上 
定义 一 个 关于 5 算 子 的 Laplace 算 子 As, 并 考虑 推广 的 Laplace 方 
程 Aju =0, 其 中 多 是 M 上 的 E- 值 (p,q)- 形式 . 方程 Agu =0 的 解 
称 为 E- 值 (p,q)- 调和 形式 . 这 一 节 中 我 们 将 说 明 已 值 (p,q)- 调和 形 
式 给 出 了 Dolbeault 同调 群 He'9(M, 已) 中 元 素 的 唯一 表示 , 这 一 表示 
使 得 我 们 能 够 将 对 同调 群 性 质 的 讨论 转换 为 对 调和 形式 的 讨论 . 在 本 
书后 面相 关 的 章节 中 我 们 将 利用 这 一 方法 来 研究 全 纯 向 量 从 和 复 流 形 
的 性 质 . 例如 , 在 这 一 章 中 , 我 们 将 利用 这 种 表示 给 出 关于 Dolbeauit 
同调 群 的 Kodaira-Serre 对 偶 ; 给 出 Kahler 流 形 上 的 Hodge 分 解 ; 在 
本 书 第 7 章 中 , 我 们 还 将 利用 这 种 表示 给 出 某 些 向 量 从 的 同调 群 为 零 
的 消 没 定理 . 

在 这 一 节 中 我 们 总 假定 所 考虑 的 流 形 都 是 紧 复 流 形 . 设 M 是 一 mm 
维 的 紧 复 流 形 , x : 一 M 是 M 上 的 7 维 全 纯 向 量 从 , 设 ds 和 是 MK 
的 全 纯 切 从 Ti1,0)(M) 上 给 定 的 Hermite 度量 , ds% 是 已 上 给 定 的 Her- 
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mite 度量 . 对 于 任意 点 Pe M, 利用 Schmidt 正 交 化 的 方法 , 我 们 可 
分 别 选 取 Tu o(M) 和 瑟 在 忆 点 邻 域 对 于 度量 dsyy 和 ds3 的 正 交 标 
架 { 古 1 和 {el ,er 了]. 如 果 假 定 {v1,… ,om 和 {e1,.…. ,e*} 
分 别 是 {V,… ,Va 和 fl ,er 在 其 对 个 从 7 o(M) 和 名 中 的 
对 偶 正 交 标 架 , 则 在 P 点 邻 域 , ds 和 %t 和 ds 可 分 别 表示 为 


ds3y = Yj_v @T, ds = Se: @ 可 
?一 1 i=1 
而 由 ds 确定 的 (1,1)- 形式 W 则 可 表示 为 
i i 
W = 3 2 Av. 
按照 Wirtinger 定理 , 由 ds 和 在 M 上 诱导 的 Riemann 度量 所 产生 的 


体积 微 元 为 

dV = =(-1) "3 (下 AA A A ND. 
这 里 相对 于 Cm 中 的 等 式 |dziP = |dzi + |dy = 2, 我 们 特别 候 
定 lv =2(= 1,.…- ,mn). 

前 面 我 们 用 ds%， 的 共 纯 在 M 的 反 全 纯 切 从 To 3)(M) 上 定义 
了 Hermite 度量 . 而 利用 对 偶 关 系 , 我 们 同样 可 以 用 ds3 在 全 纯 切 从 
和 反 全 纯 切 从 的 对 侦 从 7% nj(M) 和 7% 1)(2) 上 定义 Hermite 度量 
并 进一步 在 M 的 (p,q)- 形式 向 量 从 


Tp,q9) (M) 一 (ACTQ 0) (M)) 人 (AsT00,1) (M) 


上 定义 一 个 Hermite 度量 . 这 一 度量 定义 为 : 设 {01,… ,wv"} 是 上 面 
全 纯 余 切 从 1% o(M) 在 已 点 邻 域 上 给 出 的 正 交 标 架 , 则 


{ 和 人 ,人 人 让 入 .人 Us 
1Si< < mil<h<. <igm) 
构成 向 量 从 Tl?.0(2M4) 在 忆 点 邻 域 的 正 交 标 架 , 其 中 


jv .AvirADi A 人 -A 人 人 Vi] 一 2P+9 
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下 面 我 们 用 


vADT = vA Avir ATH A... NAD 


记 上 面 正 交 标 架 中 的 元 素 , 其 中 T= (1,… ,ip), 7 = (及,… ,jg)- 
同样 地 , 利用 向 量 从 在 已 点 邻 域 的 单位 正 交 标 架 {e7,… , e"}， 
我 们 在 EE- 值 (p,q)- 形式 的 向 量 从 


TD(E)= E® (MT o(M)) A AT M)) 
上 定义 Hermite 度量 为 : 集合 
{ei 8 A AvPATA...AMDe =ei@v AD| 
1gigr lii<.<ipg&mlgh < <j sm) 


构成 TC2.9(E) 在 已 点 邻 域 的 正 交 标 架 , 满足 
le: ®@v AT | = 2219， 


通过 直接 计算 不 难 验 证 , 上 面 这 种 利用 Tt.o)(M) 和 的 局 部 正 
交 标 架 在 向 量 从 T(?0(M) 和 TlP.9(B) 上 定义 的 Hermite 度量 与 局 部 
正 交 标 架 的 选取 无 关 , 因而 是 有 意义 的 . 下 面 对 于 任意 点 Pe M, 我 们 
以 (,)p 记 这 一 度量 在 向 量 空间 TW.9(B)p 上 确定 的 Hermite 内 积 . 

有 了 这 些 度量 以 后 , 对 于 TP,'0(E) 在 M 上 的 任意 两 个 可 微 截 
影 w,v € A(M,T2:9)( 怒 )), 我 们 定义 ww 与 v 的 内 积 为 


mm 


(w,v) = ftwrarv = favor 
M M 


而 令 lw| = Vlww) 为 截 影 w 的 模 . 我 们 用 K(M,T(9'9)(E)) 表示 内 
积 空间 A(M,T(9(B)) 的 完备 化 . 由 “ 实 变 函 数 ”中 L? 空间 的 理论 
容易 看 出 , K(M,T(P'D(E)) 中 的 元 素 局 部 总 可 以 表示 为 以 平方 可 积 函 
数 为 系数 的 、 向 量 从 T2,9)(E) 的 截 影 . 

回 到 前 面 提出 的 问题 : 对 于 Dolbeault 同调 群 Ho'9(M, E), 怎样 
给 出 其 中 的 同调 元 素 一 个 好 的 并 且 唯 一 的 表示 , 使 得 对 同调 群 的 研究 
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能 够 化 为 对 相关 表示 元 素 的 研究 . 有 了 上 面 的 内 积 以 后 , 我 们 现在 可 以 
将 问题 表述 得 更 为 精确 : 在 同调 群 He9(Md, 可 中 一 个 同调 元 素 的 所 
有 表示 里 , 是 否 存在 一 个 元 素 , 使 得 相对 于 上 面 定义 的 内 积 , 这 个 元 素 
是 模 最 小 的 元 素 ? 如 果 存 在 , 这 样 的 元 素 是 否 唯一 ? 它们 之 间 的 运算 是 
否 与 同调 元 素 之 间 的 运算 相同 ? 

任 取 a e H(P(M, 忆 ), 设 是 同调 元 素 a 的 所 有 表示 中 任意 给 
定 的 一 个 表示 , 即 M 上 一 个 5 闭 的 B- 值 (p,q)- 形式 , 则 位 + 6v} 就 
是 a 的 所 有 表示 , 这 里 v 是 M 上 任意 一 个 E- 值 (p,q 一 1)- 形式 . 对 于 
从 集合 位 + 刺 } 中 寻找 模 最 小 的 元 素 这 一 问题 , 首先 我 们 回顾 一 下 关 
于 在 平面 中 的 单位 圆 盘 D(0,1) = {(z,y) | 22+ 读 <1} 上 求解 Laplace 
方程 的 Dirichlet 问题 (参阅 文献 [3]), 即 假定 在 圆周 8D(0,1) 上 给 定 
. 一 连续 函数 f 后 , 求 在 D(0,1) 上 连续 、 在 D(0,1) 内 调和 的 函数 ww 使 
得 w |apo = 六 对 于 这 一 问题 ,我们 知道 所 有 在 圆周 9D(0,1) 上 有 
相同 边界 值 矿 的 可 微 函 数 里 , 调和 函数 v 是 其 中 相对 于 Dirichlet 模 

2 2 
|/ 
D(0,1) 
最 小 的 函数 , 而 Dirichlet 问题 的 解 是 存在 唯一 的 . 类比 于 此 , 如 果 我 
们 将 同调 群 了 29 (2M, EE) 的 定义 中 形式 为 Bw 的 元 素 , 即 同调 为 零 的 元 
素 , 等 同 于 上 面 Dirichlet 问题 里 在 圆周 9D(0,1) 上 恒 为 零 的 函数 , 则 
我 们 希望 在 所 有 有 相同 边界 值 o 的 截 影 集合 伺 十 加} 中 找到 模 最 小 
的 元 素 . 为 此 ， 我 们 需要 考虑 复 平面 的 Laplace 算 子 
8? 02 02 
A= Bo 十 By 一 4 

在 复 流 形 上 的 推广 , 讨论 瑟 值 (p,q)- 形式 关于 推广 后 的 Laplace 方程 
的 解 . 

首先 , 将 映射 


5: A(M, TOE)) 一 A(M, T P20+1)(E)) 
着 做 定义 在 Hilbert 空间 K(M， T(p,9) (E)) 中 一 个 稠 子 集 ( 即 所 有 可 微 
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的 截 影 ) 上 的 算 子 (我 们 称 其 为 稠 定 的 线性 算 子 ), 以 
7( = {(u, (wu)) | u € Dom(d)} 


表示 映射 5 的 图 像 , 取 T(5) 在 空间 
K(M,T¥D(E)) x K(M, Tat) (E)) 


中 的 闭 包 . 利用 本 书 第 2 章 第 3 节 的 结论 , 我 们 知道 这 一 闭 包 也 是 定义 
在 线性 空间 K(M,T9 (9)) 中 一 个 子 线性 空间 上 的 线性 算 子 的 图 像 . 
将 这 一 算 子 看 成 5 的 延 拓 ( 仍 记 为 嫩 , 则 可 以 认为 6 是 闭 算 子 , 即 5 
的 图 像 是 闭 集 ， 这 时 对 于 映射 5 存在 定义 在 空间 K(M,T(m2+0 (EE)) 
中 一 个 筒子 集 ( 记 其 为 Dom(5 )) 上 , 到 空间 K(M,TP0(E)) 的 线性 
映射 : Dom(5) 一 KK(M,TW,9()), 使 得 对 于 任意 f & Dom(6),g e 
Dom(5 )， 恒 有 
(67f,9) = (f,0 9)， 

5 称 为 6 的 对 偶 算 子 . 

利用 5 及 其 对 偶 算 子 5 ,对 于 我 们 考虑 的 在 一 个 同调 元 素 的 所 有 
表示 中 寻找 模 最 小 的 元 素 这 一 问题 , 我 们 有 下 面 引 理 . 

引 理 5.2.1 设 heK(M,T(P)(E)) 在 算 子 5 和 5 的 定义 域 中 ， 
则 是 一 个 同调 元 素 a 的 所 有 表示 位 + 2} 里 模 最 小 的 元 素 的 充分 
必要 条 件 是 _ _ 

Oh=0, 6h=0. 

证 明 ”由 于 he {5+ 如} 是 一 同调 元 素 的 表示 , 因而 6h =0. 

现 设 h 是 截 影 族 {& + Bv} 中 模 最 小 的 元 素 ， 则 对 于 任意 v 以 
及 te 了 ,函数 


f(t) = (h + tOv,h +t0v) = (h,h) + t2Re(h, Ov) + £2 (6v, 6v) 


在 t=0 时 取 最 小 值 , 因而 Re(h,6v) = 0 对 于 任意 v 成 立 . 同 理 , 如 果 
考虑 函数 


的 = (h + 0v,h + it6v) = (h,h) + t2Im(h, Ov) + (0v, 6), 
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f(t) 也 在 t = 0 时 取 最 小 , 因而 对 于 任意 v, Im(h, 6v) = 0. 我 们 得 
到 (h,6v) = 0 对 于 任意 v 成 立 ， 而 由 对 偶 算 子 的 定义 得 (h,5v) = 
(6*h,v) = 0 对 于 任意 光滑 的 (p,g 一 1)- 形式 v 成 立 . 由 于 光滑 的 (p,q 一 
1)- 形式 构成 KK(M, TP.a-n(E)) 中 的 笛子 集 , 所 以 必须 5 = 0. 
反之 , 如 果 5h = 0, 则 对 于 任意 w (h, 5v) = 0, 因而 
(h+ Ov,h+ov)= (h,h) +2Re(h, Ov) + (Ov, Ov) 

= (h,h) + (Bw, Bv) 2 (h, h). 

h 是 所 有 形式 为 h 十 Bw 的 元 素 中 模 最 小 的 元 素 . 证 毕 . 


由 上 面 的 引 理 , 对 于 在 截 影 族 位 十 6v} 中 寻找 模 最 小 的 元 素 的 问 
题 , 我 们 需要 求解 方程 组 
6h = 0, 
8h=0. 


而 由 对 偶 算 子 的 定义 , 对 于 任意 ve Dom(3) n Dom(5 ), 成 立 


六 到 水 一 六 一 


(6h,6v) + (Th, 0°v) = (0°6+66)h,v). 


下 面 我 们 将 证 明 Dom( 玉 Dom(5 ) 2 A(M,T2'9()), 因而 Dom( 四 nn 
Dom(5 ) 是 天 (MTC9(B) 中 的 笛子 集 , 这 时 不 难看 出 方程 组 


就 等 价 于 方程 


对 此 , 我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 5.2.1 设 x :EE 一 M 是 复 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 从 , ds 
和 ds2 分 别 是 Too(M) 和 E 上 给 定 的 Hermite 度量 , 5 是 5 关于 
给 定 度量 的 对 偶 算 子 , 令 


Az=55+55， 
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则 称 A5 为 5 算 子 关于 给 定 度量 ds% 和 ds 的 Laplace 算 子 ， 如 
果 有 heK(M,T2.9(B)) 满足 Laplace 方程 


Ash= (68+58)h=0, 


则 称 h 为 E- 值 (p,q)- 调和 形式 . 

对 于 已 值 (p,q)- 调和 形式 , 成 立 下 面 著名 的 Hodge 定理 . 

定理 5.2.1(Hodge 定理 ) ” 设 M 是 紧 复 流 形 , + :BB 一 M 是 M 
上 的 全 纯 向 量 从 , ds%y 和 ds% 分 别 是 Tioy(M) 和 E 上 给 定 的 Hermite 
度量 , Ag 是 可 关于 给 定 度量 的 Laplace 算 子 , 设 TH (M,TL2'9(E)) 是 
由 所 有 E- 值 (p,q)- 调和 形式 组 成 的 线性 空间 , 则 

(1) TH (M, TO (BE)) C A(M, TP (E)); 

(2) TH (M, TD)(E)) Se HPY(M, B); 

(3) dim TH (MT (E)) < 十 oo. 

由 于 在 本 书后 面 的 讨论 中 我 们 将 不 会 直接 用 到 Hodge 定理 的 具 
体 证 明 , 因此 这 里 就 不 讨论 证 明细 节 了 . 对 定理 证 明 有 兴趣 的 读者 可 
参阅 伍 鸿 申 等 所 著 的 《 紧 黎 曼 曲 面 引 论 》, 或 者 P. Griffiths 和 J. Harris 
所 著 的 Principles of hlgebraic Geometry. 对 于 定理 证 明 的 主要 思想 , 我 
们 将 通过 本 章 所 附 习题 13-21 给 予 说 明 , 供 有 兴趣 的 读者 参阅 ， 下面 
我 们 仅 对 Hodge 定理 的 意义 和 实际 应 用 做 一 些 说 明 . 

Hodge 定理 中 的 (1) 表明 : 如 果 KK(M,TW9)(E)) 中 的 一 个 以 局 部 
平方 可 积 函数 为 系数 的 E- 值 -(p, gq)- 形式 h 是 调和 形式 , 则 h 的 系数 
必须 是 光滑 函数 , 即 h 是 光滑 的 E- 值 (p,q)- 形式 ; 定理 中 (2) 给 出 的 
同 构 则 表明 : 在 同调 群 H2.?(M, ) 中 任意 一 个 同调 类 的 所 有 表示 里 ， 
存在 唯一 的 一 个 调和 形式 的 表示 , 即 我 们 上 面 所 希望 的 在 一 个 同调 元 
素 的 所 有 表示 中 , 找 出 唯一 的 一 个 模 最 小 的 元 素 这 一 想法 是 能 够 通过 
调和 形式 来 实现 的 ; 定理 中 的 (3) 则 表明 : 所 有 调和 的 E- 值 (p,q)- 形 
式 组 成 的 线性 空间 是 有 限 维 的 , 因而 在 紧 复 流 形 M 上 , 对 任意 全 纯 向 
量 丛 E, 同调 群 He'9(M, EE) 都 是 有 限 维 的 . 我 们 一 般 以 hl?'0(E) 记 
这 一 同调 群 的 维 数 . 特别 地 , 当 互 = M x C 为 M 上 的 平凡 线 从 时 ， 
Hp,9g) (M) = HP,9) (4 可, 而 hn) (M) = dim HW,9(M), ht?'9(M) 是 
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紧 复 流 形 M 的 一 族 不 为 无 穷 的 解析 不 变量 . 

为 了 给 出 Hodge 定理 的 应 用 , 下 面 我 们 先 定义 一 个 算 子 * 算 
子 (也 称 为 对 偶 算 子 )， 并 利用 这 一 算 子 给 出 Laplace 算 子 A5 对 于 局 
部 标 架 的 具体 表示 . 设 M 是 一 m 维 紧 复 流 形 , r :EE 一 M 是 MM 
上 的 7 维 全 纯 向 量 从 , 设 ds3; 和 ds2 分 别 是 To(M) 和 已 上 给 定 
的 Hermite 度量 . 利用 Schmidt 正 交 化 的 方法 , 对 于 任意 点 Pe M, 我 
们 分 别 选取 Trio(M) 和 巨 在 点 邻 域 对 于 度量 dsy 和 ds 的 正 交 
标 架 {VV,… ,Vn} 和 {el,… ,e"}. 假定 {v1,… 和 {ex,… ,e?} 
分 别 是 {Vi，,… ,Vin} 和 {e!,… ,e"} 在 其 对 偶 从 7% 0(M) 和 E* 中 的 
对 偶 标 架 . 设 w 是 一 E- 值 (p,q)- 形式 , 在 P 点 邻 域 UV 上 表示 为 


-Df @®v ATD 


,J ac 一 1 


其 中 了 一 (全 ;加 ) 了 三 (7 ,fq),1 < Ls, Jt < mn,8 二 1,... ,p,t 一 
1,… ,gq 是 多 重 指标 . 我 们 首先 将 w 表示 为 


》、 3 让 ip A TI A... 人 Di 
fa 人 .joae” @VlA.…AvV?AT A 人 了 

l1&il<' <ipgm; Qa=l1 

lg&iji1<<jgEm 


一 》， 和 rraee ®v AT”, 


1&il<<ipgm; CQ 一 
1&j1<' jg sm 


其 中 多 重 指标 了 = 人 人，…… , 认 ) 和 了 = ( 放 ,… ,jo) 满足 1<ij<:…< 
ip 所 m1 << 放 <… < jm, 要 求 其 按照 大 小 顺序 排列 . 对 于 这 一 表 
示 , 我 们 定义 * 算 子 为 映射 


*: A(U, TP'%)(E)) 一 ACT 0) (EB*)), 


7 
WP *(wW) = 2p+4CUn pg) 》， 》， ETTETT 76 @ yA D7, 
IT,J oa=1 
其 中 ,om 
mm—1 _ 1 
Cimpig = (-1) 7 +a?) (3) ; 
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而 了 = (外) 和 玫 == (并,… 六 _g) 分别 是 工 = (人 ,ip) 
和 J = (六 ,为 ) 对 于 (1,… ,m) 的 余 集 ,I 和 了 中 的 分 量 同 
时 也 要 求 按 大 小 顺序 排列 . 而 <57 和 ew 分 别 是 (1, 了 ) 和 (J, 了) 
对 于 (1,… ,m) 的 置换 符号 , 即 如 果 (I, 了 7) 是 (1,… ,m) 的 偶 置换 ， 
则 sz7 = 1; 而 如 果 (I, 了 ) 是 (1,… ,m) 的 奇 置换 , 则 el = -1. 

通过 直接 计算 不 难 验 证 *(w) 与 局 部 正 交 标 架 的 选取 无 关 , 因而 是 
定义 在 整个 M 上 的 . 利用 * 算 子 , 我 们 得 到 一 个 线性 映射 

*: A(M,TPY(E)) 一 A(M, TI™ -Pm (Ep*)). 


我 们 也 将 * 称 为 星 算 子 .由 于 对 于 微分 形式 的 局 部 表示 , * 算 子 仅 是 
做 代数 运算 , 而 我 们 知道 对 于 内 积 空间 4(M,TC'9 (可 ) 经 过 完备 化 后 
得 到 Hilbert 空间 K(M,T2,9(E)). 开 CM To 全 )) 中 的 元 素 局 部 都 
可 以 看 做 以 平方 可 积 函 数 为 系数 的 、 关 于 同一 组 正 交 标 架 线性 组 合 所 
得 到 的 E- 值 (p,q)- 形式 , 因此 以 同样 地 公式 可 以 将 * 算 子 作用 在 线 
性 空间 K(M,TW9(E)) 上 , 这 时 

# K(M,TPD(E)) —» K(M, Tm-Pm 0 (E*)) 


也 是 一 线性 映射 
另外 , 利用 errerz = (Da eye = (Da 由 ， 
算 子 的 局 部 表示 直接 计算 容易 看 出 对 于 任意 we K(M, TP'2(EE))， 


光 冰 (20) 一 (—1)?taw. 


由 此 得 * 算 子 实际 给 出 了 一 个 由 线性 空间 天 (AM ,Te'9 (五 )) 到 线性 空 
间 KK(M,TWm-P'm-(B*)) 的 线性 同 构 . 

定义 * 算 子 的 目的 之 一 是 利用 这 一 算 子 我 们 可 以 将 上 面 通过 度量 
在 线性 空间 4(M;,T49( 五 )) 上 定义 的 内 积 表示 成 微分 形式 的 积分 , 从 
而 使 得 我 们 能 够 利用 Stokes 公式 给 出 5 算 子 的 对 偶 算 子 8” 的 表示 . 
对 此 , 我 们 首先 证 明 下 面 引 理 . 

引 理 5.2.2 ”对 于 任意 wo e A(M,TW9)(E)), 恒 有 

(w,v) = f*» 人 *(v). 


M 
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说 阴 ”这 里 , 对 于 外 积 w 人 *(v), w 中 对 应 于 里 的 向 量 与 *(w) 
中 对 应 于 Bp* 里 的 向 量 按 与 B* 的 对 偶 关 系 相互 作用 , 成 为 函数 , 具 
体 意义 见 下 面 证 明 . 
证 了 明 设 
= 3D" AT 
是 由 度量 ds3% 确定 的 (1,1)- 形式， 利用 Wirtinger 定理 , 我 们 只 需 证 
明 , 对 于 任意 点 Pe M， 


(w, wp = w(P) A *v(P). 


设 {Vi,… ,Vm} 和 {e!,… ,e"} 是 我 们 关于 度量 ds%y 和 ds 在 P 
点 邻 域 U0 上 上 分 别 选取 的 Te ) 和 的 正 交 标 架 ,， {v1,…… ,v"} 
和 {ef,… ,ex} 分 别 是 { 态 ,… , Vm} 和 {e1,… ,e"} 的 对 偶 标 架 , 设 
和 vw 分 别 表示 为 


也 一 >», Sfi oer ®v! ADY, 


1&il<'<ipgm; a=1 
1g&j1<'<jaggm 


4 一 》， 3 gnae* BV AAT 


1&il<<ipgm; a=l1 
1&j1l<'<jqgm 


则 由 le @ wiA57| = 22+4, 因此 
(wp = 22+9 2) 


x 2 和 )gria( PY AT A -Av AD™. 


lg&il< <ipgm; a=1 
1&j1 < <jgm 


而 男 一 方面 , 令 5= (5 ;sp 了 = 人 坝 )) 3 和 T' 是 S$ 和 7T 
对 于 (1,… ,m) 的 余 集 , 按 大 小 顺序 排列 , 则 


》， 》， fi,ja(P)e® @ vi AT 


lg&il<<ipgm; a=1 
1gj1<' jam 


w(P) A*(v)(P) = 
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入 
A |2p+9CUn na) 》， 》 es53eT7 gora(P)ey dv 和 三 


1I 和 s1I<…<sp 和 mi B=1 
1&t1<<tqgm 


= 2Pt4(—1)™ 3 +a(m-p) 让 
2 


rT 
~ > >» > fr,Ja(P)gsT8(P)(e”, ed) 
1&il< <ipgm; 1&s1<."<sp Em; ai 一 1 


1&j1<' <ja Sm 1g&tl<<tggm 


x es eT Ty AT A A 
这 里 (ex,6$) = 68 表示 石和 刀 * 中 的 向 量 按 对 偶 关系 互相 作用 , 化 为 
函数 , 而 在 外 积 vA 和 AT7Av3 得 中 , 只 有 在 8S' = 了,T' = J' 时 才 不 
为 零 , 因而 上 式 为 
2pta( 1) +am p) G) »》, 3 JalP )gr ja jal P) 


1&il < <ipgm; a=1 
1&jl<<ijg&m 


. 3 
了 7 7 7 1 
xelier Ty AT Av Av =2P+t4 G3) 


x >》, 和 re ) 责 7a( (P)v! ATIA AVTADY. 


lg&il < <ipgm; CQ 一 | 
1&j1<<jq gm 


证 毕 . 

利用 这 一 引 理 , 我 们 有 下 面 关 于 5 的 表示 定理 . 

定理 5.2.2 6 = 一 *B*. 

证 明 ”对 于 任意 we A(M,T(?9(E)),v € A(M,TWP'D(E)), 由 
Stokes 公式 以 及 恒等式 kx = (一 1)?+4Id 得 


(Buw,v) -fou v) = /3 (wA*(v 和 
= ae Ca 
M M 


_ f*» A *(x6(*(v))) = (w, — * H(*(v))). 


M 
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4(0MT9(B)) C Dom(5 ). 

5 是 并 (MT9( 可 ) 上 稠 定 的 算 子 , 而 Dom(5) mDom(8) 包含 了 所 
有 光滑 的 B- 值 (p, 9)- 形式 , 因而 是 KK(M, Too(B)) 中 的 筒子 集 . 

利用 上 面 定理 , 5 的 Laplace 算 子 A5 可 表示 为 

As=00+60 =—*O+*0— O60*. 

由 这 一 表示 以 及 关系 式 *+ = (一 1)?+41d, 我 们 得 到 下 面 定 理 . 

定理 5.2.3 ”由 度量 ds 和 f 和 ds% 确定 的 5 的 Laplace 算 子 Ay 
与 由 这 些 度量 确定 的 * 算 子 可 交换 , 即 

*AF = AF*. 
或 者 说 对 于 任意 EB- 值 (p,q)- 形式 w, 恒 有 
As(*(wW)) = *(As(wW)). 

由 定理 5.2.3 我 们 得 到 , E- 值 (p,q)- 形式 w 满足 Apw = 0 的 充 
分 必要 条 件 是 A5(x(w)) = 0. 利用 此 以 及 Hodge 定理 中 关于 调和 形式 
都 是 光滑 的 微分 形式 这 一 结论 , 我 们 有 下 面 推论 . 

推论 5.2.1 we A(M,T42'D(E)) 是 调和 形式 的 充分 必要 条 件 
是 *(w) € A(M,T(m-P.m-0)(B*)) 是 调和 形式 , 因而 由 * 算 子 给 出 的 
映射 

*:TH(M, TED (BE)) —» TH(M, T™ Pm) (Ep*)) 

是 线性 空间 的 同 构 映 射 . 

利用 这 一 推论 , 则 由 同 构 关系 

TH(M,T(?9)(E))e HPD (M, E), 
TH(M, Tm-P'm -9 (EF*))S HY-Pm 0 (M, E*), 
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按照 调和 形式 是 同调 类 的 唯一 表示 元 素 , 调和 形式 的 性 质 反 映 的 就 是 
同调 群 的 性 质 这 样 一 种 原则 , 作为 Hodge 定理 的 应 用 , 我 们 就 得 到 了 
下 面 著名 的 Kodaira-Serre 对 偶 定 理 . 

定理 5.2.4(Kodaira-Serre 对 偶 定理 ) 设 M 是 m 维 紧 复 流 
形 , EE 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 ， 则 对 于 pg = 0,1,…,m, 已 和 Ep* 
的 Dolbeault 同调 群 之 间 成 立 同 构 关系 


HP?:® (M, E) H(™-P,m-%) (M, E*). 


特别 地 ， 
dim HD (M, E) = dimHom ?m7 (M, E*). 
Kodaira-Serre 对 侦 定 理 中 给 出 的 同 构 实际 是 相关 线性 字 间 之 间 的 
对 偶 同 构 关系 , 其 几何 意义 可 以 用 下 面 方式 给 出 : 设 


weE A(M, TP DI (E)), ve A(M,T™ pm (EE*)) 
都 是 5 闭 的 微分 形式 , 定义 关于 w,v 的 双 线 性 函数 Fo,v) 为 
F(w,v) = f un 


M 
这 里 , 外 积 wAv 是 吾 和 E* 中 的 向 量 按 对 偶 关 系 相互 作用 , 化 为 函 
数 ( 见 引 理 5.2.2 的 证 明 ), 因而 w 和 wv 是 M 上 的 (m,m)- 形式 . 在 函 
数 F(w,wv) 中 , 如 果 w = 6(w) 是 一 5 正 合 的 微分 形式 , 则 由 Stokes 公 


式 得 
js= [Br = ary)=0. 
M M M 


同 理 , 如 果 上 式 中 v 是 5 正 合 的 微分 形式 , 则 对 于 任意 5 闭 的 微分 形 
式 w, 恒 有 F(w,v) = 0. 因此 双 线 性 函数 FF(w,wv) 仅 与 w 和 w 所 在 的 同 
调 类 有 关 , 与 同调 类 中 表示 元 素 的 选取 无 关 . 这 样 我 们 可 以 将 F(w,%) 
看 做 是 定义 在 HPa(M ,五 ) x Hm-pm-9(M ,Br*) 上 的 双 线性 函数 


F :HPVM, E)x Hpm DM, PE*)— C. 
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这 时 对 于 任意 固定 的 元 素 ve Ht™-?,m-0 (2M, *), 映射 

HP?VM,E) 一 C， wm Fw,v) 
是 HP92(M, 上 的 一 个 线性 函数 , 将 其 表示 为 F( ,v), 则 F( ,wv) 
是 HP'9 (MB) 的 对 偶 空间 (HG5'9) (ME))* 中 的 元 素 . 利用 此 , 我 们 
得 到 Hpm-9(M, 本 ) 到 Heg(M 可 的 对 偶 空间 (H2D(M, 记 ))* 
的 一 个 线性 映射 


HPm 0) M, EF*) 一 (HOUM 可) vm FP( ,v0). 


如 果 ve Ht™-?'m-)(M, BE*),v 关 0, 利用 Hodge 定理 , 我 们 可 以 设 v 
是 调和 形式 , 这 时 由 引 理 5.2.2, xu e Hz9(NM, EE) 满足 
F(xv, v) 一 (一 上 ?+9(#u， *) 天 0， 
因此 v 一 F(w,v) 是 Hg(AM 殖 ) 上 的 不 恒 为 零 的 线性 函数 . 我们 得 
到 映射 
H™?™ DM,E’) = (HPY (M, E)*, vr F(,o) 

是 单 射 ， 而 另 一 方面 , 由 Hodge 定理 我 们 知道 Ho(WM, 吾 ) 是 有 限 
维 的 线性 空间 , 而 Kodaira-Serre 对 偶 定 理 则 表明 dim HL?'? (ME) = 
dim HWm-?'m-9)(M, B*). 因此 上 面 的 映射 必须 是 满 射 ， 由 此 我 们 得 到 
了 Kodaira-Serre 对 侦 定理 的 几何 形式 . 

定理 5.2.5(Kodaira-Serre 对 偶 定理 ) 设 M 是 mm 维 紧 复 流 形 ， 
是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 则 


(HOU E))* S HPm- DM, E*), 


而 双 线 性 函数 已 : HP:9 (MB) x 了 pm-9(0M Er) 一 CC 给 出 了 这 一 
对 侦 同 构 关系 . 
如 果 在 上 面 的 同 构 中 特别 地 令 p = 0, 则 得 


(HDM, 可 六 兰 Ho OM, 8") 
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= 了 Om-9(M E* A™ TY 0)(M)) = HO™ OD (M, E* ® K), 


上 式 中 天 = AmT% 0,(M) 是 T6 0)(M) 的 行列 式 线 从 , 称 为 流 形 M 的 
典 则 线 从 . 我 们 得 到 Kodaira-Serre 对 偶 定理 的 一 个 特殊 、 也 是 常用 的 
形式 . 

定理 5.2.6(Kodaira-Serre 对 偶 定理 ) 设 M 是 m 维 紧 复 流 形 ， 
马 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 则 

(HOD(M, E))* SE HO™m-D(M, E* ® K). 
特别 地 ， 
dim HCD (M, E) = dim HO™-D (M, Ep* ® K), 

而 双 线 性 函数 F(w,v) 给 出 了 这 一 对 侦 同 构 关系 . 

例 1 设 且 是 一 紧 Riemann 曲面 , D 是 R 上 给 定 的 除 子 , [D] 是 
由 定义 的 线 从 , 在 第 4 章 第 2 节 的 例 10 中 我 们 证 明了 [Dl 的 (0,0) 
阶 Dolbeault 同调 群 H(0,0(R,[D]) 就 是 线 从 [D] 在 RR 上 全 纯 截 影 全 
体 构成 的 线性 空间 , 这 一 空间 与 由 下 上 满足 div(f) + D >0 的 亚 纯 孙 
数 全 体 组 成 的 线性 空间 1(D) 同 构 . 下 面 利用 Kodaira-Serre 对 偶 , 我 
们 希望 将 类 似 的 同 构 推 广 到 [D] 的 同调 群 HoD(R,[DD) 上 

首先 , 由 Kodaira-Serre 对 偶 定 理 , 我 们 知道 


Ho)(B, ED]) SE HM (M, ED = HO (BR -DI ® K), 


其 中 K 是 R 的 典 则 线 从 , K 中 截 影 是 R 上 的 全 纯 微分 . 对 于 已 的 
局 部 坐标 z, K 中 截 影 可 以 表示 为 f(z)dz 的 形式 , f(z) 是 z 的 全 纯 函 
数 . 类 比 于 此 , 为 了 表示 线 从 [-D] @ K 的 全 纯 截 影 , 用 亚 纯 函数 代替 
全 纯 函数 , 我 们 将 R 上 一 个 对 于 局 部 坐标 能 够 表示 为 g(z)dz 的 微分 
形式 称 为 亚 纯 微分 形式 , 如 果 其 中 g(z) 是 z 的 亚 纯 函 数 现 设 > 是 已 
的 另 一 局 部 坐标 , 则 在 坐标 变换 下 g(z)dz = g(z(2) 时 d= $(2)dzZ 其 


中 g() 名 =9(2). 由 于 皇 是 处 处 不 为 零 的 解析 酉 数 ， 因而 函数 g(2) 
与 了 的 零点 和 极点 完全 相同 , 或 者 说 一 个 亚 纯 微 分 形式 的 零点 和 极 
点 与 表示 亚 纯 微分 形式 的 局 部 坐标 无 关 , 因此 如 果 关 0 是 及 上 的 
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亚 纯 微分 形式 , 则 可 将 v 的 系数 函数 的 零点 和 极点 定义 为 4 的 零点 
和 极点 , 这 样 , 利用 v 的 零点 和 极点 , 我 们 得 到 RR 上 的 一 个 除 子 , 记 
为 div(w). 

利用 亚 纯 微分 形式 , 对 于 同调 群 Ho (RR, [-D]@K), 设 sp 是 [D] 
的 典 则 截 影 , ve HO:0(R,[-D] 8@ K), 则 w= spu 是 HOD(R,K) 中 
的 元 素 , 因而 是 R 上 的 全 纯 微分 , 这 时 w = sp'w 是 RR 上 的 亚 纯 微分 
形式 . 由 于 全 纯 微分 形式 没有 极点 , 所 以 


div(wu) = div(sp) + div(w) = D+ div(w) > D. 


反 过 来 , 如 果 久 是 RR 上 的 亚 纯 微 分 形式 , 满足 div(w) > D, 则 sp'w 没 
有 极点 , 因而 是 HC.0(R,[-D] 8 K) 中 的 元 素 . 利用 此 , 如 果 令 


i(D) = 人 u | u 是 RR 亚 纯 微分 形式 , 满足 div(w) > D)}， 


由 上 面 的 讨论 我 们 得 到 i(D) 兰 HO,0(R,[-D] @ K) 兰 HOD(R,[D]). 
关于 空间 i(D) 的 进一步 讨论 , 请 参阅 下 一 章 的 Riemann-Roch 定理 . 

上 面 我 们 对 于 紧 复 流 形 上 全 纯 向 量 从 的 Dolbeault 同调 群 , 给 出 
了 Hodge 定理 和 Kodaira-Serre 对 偶 定 理 ， 这 些 定理 都 是 紧 致 、 可 定向 
微分 流 形 上 关于 de Rham 同调 群 的 Hodge 定理 , 以 及 相应 的 Poincaré 
对 偶 定理 等 相关 定理 对 于 复 流 形 的 推广 ， 下面 为 了 在 紧 Kihler 流 形 
上 进一步 讨论 Hodge 定理 的 应 用 , 我 们 这 里 先 对 微分 流 形 中 关于 de 
Rham 同调 群 的 Hodge 定理 , * 算 子 以 及 Poincar6 对 偶 定 理 等 相关 的 
理论 做 一 点 简单 介绍 . 

设 M 是 一 紧 致 、 可 定向 的 m 维 微 分 流 形 , ds? 是 M 上 给 定 
的 Riemann 度量 . 我 们 以 4"(M) 表示 M 上 所 有 光滑 的 ~ 次 微分 形式 
构成 的 线性 空间 . 与 上 面 的 讨论 相同 , 利用 ds2, 我 们 可 以 在 4A"(M) 上 
定义 一 个 内 积 使 其 成 为 内 积 空 间 . 我 们 以 K"(M) 表示 这 一 空间 的 完备 
化 . 对 于 47(2M), 外 微分 d: 47(M) 一 4"+1(M) 可 以 延 拓 到 天"(M) 的 
一 个 子 集 上 , 使 之 成 为 在 K"(M) 中 一 个 稠 子 集 上 定义 的 闭 算 子 . 设 d* 
是 d 的 对 偶 算 子 , 令 

Aa = dd”* + d*d, 
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Ad 称 为 外 微分 d 对 于 给 定 Riemann 度量 ds? 的 Laplace 算 子 . Laplace 
方程 Aau =0 在 天"(M) 中 的 解 称 为 x- 次 调和 形式 . 

另 一 方面 , 对 于 微分 流 形 M, 利用 外 微分 d, 我 们 在 上 一 节 中 定义 
了 M 的 de Rham 同调 群 
Ker{d: A7T(M) —; AT+1(M 
HF (M,R) = 人 : 全 fn 一 i 
与 上 面 Dolbeault 同调 群 的 问题 相同 , 需要 讨论 怎样 给 出 这 一 同调 群 
中 每 一 个 同调 元 素 的 唯一 表示 . 对 此 , 利用 外 微分 算 子 d 的 Laplace 算 
子 Aa, 我 们 有 与 紧 复 流 形 上 全 纯 向 量 丛 相同 的 Hodge 定理 . 

定理 (Hodge 定理 )” 设 M 是 一 m 维 紧 致 、 可 定向 的 微分 流 
形 , ds? 是 M 上 给 定 的 Riemann 度量 , Au 是 外 微分 d 对 应 于 ds? 
的 Laplace 算 子 , 以 

TH"(M,R)= {ve K"(M)| Aau = 0} 

表示 M 上 所 有 ~ 次 调和 形式 组 成 的 线性 空间 , 则 

(1) TH"(M,R) c A(M); 

(2) TH"(M, R)  H'(M, R); 

(3) dim TH"(M, R) < +oo. 

对 于 Aa 的 表示 , 与 0 的 讨论 相同 , 我 们 同样 可 以 定义 M 上 微分 形 
式 对 于 给 定 度量 ds? 的 * 算 子 , 从 而 得 到 对 偶 算 子 d* = 一 * dr,xAd = 
Aax*. 而 利用 * 算 子 , 我 们 有 下 面 著名 的 Poincar6 对 偶 定理 . 

定理 (Poincaré 对 偶 定理 )” 设 M 是 一 紧 致 、 可 定向 的 m 维 微 
分 流 形 , 则 对 于 7 = 0,1,… ,m, 

(H'(M,R))” SH™ "(M,R), 

并 且 这 一 对 个 关 系 可 由 双 线 性 函数 


F:H'(M,R) x H™ (MMR) 一 下 F(w,v)= js 
M 


给 出 , 这 里 w 和 v 分 别 是 了 (MMR) 和 Hm-"(M,RR) 中 元 素 的 任意 
表示 . 
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85.3 Kaihler 流 形 上 的 Hodge 分 解 


这 一 节 里 应 用 Hodge 定理 , 我 们 将 在 紧 Kihler 流 形 M 上 给 
出 M 的 de Rham 同调 群 H(M,C) 对 于 M 自身 的 Dolbeault 同 
调 群 Hz9(M) 之 间 的 直 和 分 解 关系 , 并 利用 这 些 分 解 来 说 明 一 个 紧 
复 流 形 如 果 是 Kihler 流 形 , 则 流 形 在 拓扑 结构 上 需要 满足 一 些 必要 条 
件 . 这 一 节 关 于 5 算 子 给 出 的 一 些 基 本 恒等式 十 分 重要 , 在 本 书 第 7 
章 中 还 将 反复 用 到 . 

首先 , 复 流 形 当然 都 是 可 定向 的 微分 流 形 , 而 如 果 以 复 值 函数 和 复 
值 微分 形式 分 别 代替 实 值 函数 和 实 值 微分 形式 , 则 代替 H"(M, RR), 我 
们 可 以 定义 相应 的 关于 复数 域 C 的 de Rham 同调 群 Hr(M, C)， 
{vw| w 是 复 值 的 d 闭 7 - 次 微分 形式 } 
{w| 4 是 复 什 的 d 正 合 > - 次 微分 形式 上 
这 时 对 于 切 从 T(JM) 的 Hermite 度量 , 关于 d 的 Laplace 算 子 Au 和 
关于 同调 群 H"(M,C) 的 Hodge 定理 同样 成 立 . 

而 在 复 流 形 M 上 , 相对 于 切 从 和 余 切 从 的 直 和 分 解 


H"(M,C) = 


TM)= ToM) OToyM), TM)= TH0(M) 8 To (MM), 
对 于 余 切 从 T*(2M) 的 7- 次 外 积 A"T*(2M), 我 们 有 直 和 分 解 


NT*(M)= BD [TEoMD)ANTH AM) = BD TEVM). 
2 十 9 一 7 史 十 g 一 7 

这 一 分 解 表明 M 上 一 个 复 值 7- 次 微分 形式 可 唯一 地 分 解 为 (p,9)- 形 
式 的 和 , 其 中 p 十 g = 7. 因此 一 个 自然 的 问题 是 M 上 利用 外 微分 d 
和 复 值 ”~ 次 微分 形式 定义 的 de Rham 同调 群 H"(M,C), 与 M 上 利 
用 656 算 子 和 (p,q)- 形式 定义 的 Dolbeault 同调 群 He'9)(M) 之 间 有 什么 
关系 . 

从 另外 一 个 角度 , 在 上 一 章 中 我 们 已 经 说 明了 复 流 形 M 上 全 纯 
切 从 Tu o(M) 的 一 个 Hermite 度量 诱导 了 M 上 复 切 从 T(M) 的 一 
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个 Hermite 度量 , 而 Tao(M) 的 Hermite 度量 确定 了 一 个 5 算 子 
的 Laplace 算 子 A5, 同时 M 上 复 切 从 T(M) 的 Hermite 度量 则 确定 
了 一 个 外 微分 d 的 Laplace 算 子 Aa. 我 们 自然 关心 由 同一 个 度量 确定 
的 这 两 个 Laplace 算 子 之 间 有 什么 联系 . 下 面 我 们 将 在 紧 致 的 Kahler 
流 形 上 给 出 Au 与 A5 之 间 的 关系 式 : Ad = 2A5. 利用 这 一 等 式 以 
及 复 流 形 上 ~ 次 微分 形式 对 于 (p, 9)- 形式 的 分 解 , 就 不 难 给 出 Aa 的 
调和 形式 相对 于 A5 的 调和 形式 的 分 解 . 由 此 , 如 果 将 同调 群 的 性 质 
等 同 于 调和 形式 的 性 质 , 那么 作为 Hodge 定理 的 应 用 , 我 们 就 能 够 在 
紧 Kihler 流 形 上 给 出 相应 的 de Rham 同调 群 对 于 Dolbeault 同调 群 
的 分 解 了 . 

我 们 从 m 维 复 向 量 空间 Cm 开始 讨论 . 在 Cm 上 , 利用 实 坐 标 
与 复 坐 标 之 间 的 关系 , 对 于 外 微分 d 的 Laplace 算 子 Au, 我 们 有 下 面 
等 式 : 


O02 02 02 TT 02 02 
-2 be + | =42, OviQzi =22, [a ta | 
从 形式 上 看 , 应 该 成 立 等 式 


mm 2 . 82 
5-2 [a + oe] 
在 下 面 的 讨论 中 我 们 将 证 明 , 对 于 Cm 上 标准 的 Hermite 度量 , 如 果 
仅 考虑 Cm 上 由 具有 紧 支 集 的 微分 形式 组 成 的 线性 空间 , 则 这 一 等 式 
确实 成 立 . 由 此 我 们 得 到 


Aa = 2A5. 

这 是 一 个 关于 Laplace 算 子 的 非常 重要 的 关系 式 , 我 们 当然 希望 进 一 
步 将 这 一 关系 式 推广 到 复 流 形 上 . 

首先 在 本 书 第 4 章 第 4 节 Kihler 流 形 的 讨论 中 , 我 们 已 经 证 明 
了 如 果 不 计 二 阶 和 二 阶 以 上 的 无 穷 小 , 则 在 复 流 形 的 全 纯 切 从 上 只 有 
Kibhler 度量 局 部 才 与 C" 上 标准 的 Hermite 度量 相同 ( 见 定理 4.4.3). 
利用 这 一 点 , 本 节 我 们 希望 将 Cm 上 关于 Laplace 算 子 的 关系 式 Ad = 
2A5 推广 到 Kihler 流 形 上 . 在 这 一 节 中 我 们 希望 证 明 的 主要 定理 是 
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定理 5.3.1 设 M 是 一 m 维 的 紧 致 Kihler 流 形 , 则 在 M 上 
由 Kihler 度量 确定 的 关于 5 的 Laplace 算 子 A5, 与 由 Kihier 度量 诱 
时 的 复 切 从 T(M) 上 的 Hermite 度量 所 确定 的 关于 外 微分 d 的 Laplace 
算 子 Aa 之 间 , 成 立 关系 式 


Ad =2A5. 


等 式 Au = 2A5 有 许多 应 用 ,下 面 我 们 先 来 说 明 这 一 等 式 在 紧 
Kahler 流 形 上 的 几 个 比较 直接 的 推论 , 定理 5.3.1 的 证 明 将 放 在 后 面 . 
首先 由 这 一 等 式 我 们 知道 , Aa 的 调和 形式 与 A5 的 调和 形式 相同 , 而 
我 们 知道 A5 将 (p,q)- 形式 映 为 (p, 9)- 形式 , 即 

As(A(M, TI¥Y(M))) © A(M, TD (M)), 
因此 Au 也 将 (p,q)- 形式 映 为 (p,q)- 形式 , 即 

Aa(A(M, TPD(M))) © ACM, TW (M)). 
这 时 , 如 果 w 是 一 关于 Aa 调和 的 ~- 次 微分 形式 , w = wt?'9 

P 十 9 一 7 
是 w 关于 (p,q)- 形式 的 分 解 , 则 
0 = Aaw = > Au(uw@9))， 
2 十 g 一 7 

但 复 值 ~- 次 微分 形式 关于 (p,q)- 形式 的 分 解 是 唯一 的 , 因而 上 式 成 立 ， 
则 必须 对 于 任意 p+g = rn Aa(uwlog)) = 0. 而 另 一 方面 , 由 Ad = 2Ap 
可 得 Az(we:9) = 0, 所 以 ww 是 关于 A5 调和 的 (p, 9)- 形式 . 我 们 
得 到 , 在 紧 致 Kihler 流 形 上 , 任意 一 个 关于 Aua 调和 的 ~- 次 微分 形式 
可 唯一 地 分 解 为 关于 A5 调和 的 (p,q)- 形式 之 和 . 反之 , 由 Au = 2Ap 
任意 关于 A5 调和 的 (p,9)- 形式 也 是 关于 Aua 调和 的 ~ 次 微分 形式 ， 
其 中 2 十 9 三 了 . 

其 次 , 由 于 Ad 是 一 实 算 子 , 即 Ka = Aa, 因而 A5 也 是 实 算 子 . 
特别 地 , 如 果 (p,q)- 形式 w 满足 Ag = 0, 则 
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所 以 (gq,p)- 形式 五 也 是 调和 形式 . 共 斩 运 算 给 出 了 M 上 (p,q)- 调和 
形式 全 体 组 成 的 线性 空间 TH(M, ,To(M)) 与 (q,p)- 调和 形式 全 体 
组 成 的 线性 空间 TH(M,T(47)(M)) 之 间 的 同 构 . 

而 利用 Hodge 定理 , 如 果 以 调和 形式 表示 同调 群 , 则 调和 形式 的 
”性 质 反映 的 就 是 同调 群 的 性 质 , 我 们 可 以 将 上 面 的 结论 转换 为 关于 同 
调 群 之 间 的 关系 , 对 此 , 我 们 有 下 面 关 于 紧 致 Kibler 流 形 上 同调 群 
的 Hodge 分 解 定理 . 

定理 5.3.2(Hodge 分 解 定理 ) ” 设 M 是 一 mm 维 的 紧 致 Kihler 
流 形 , 则 对 于 7 = 0,1,… ,2m, M 的 de Rham 同调 群 与 Dolbeault 同 
调 群 之 间 有 直 和 分 解 关系 


HOC= OD HOVM). 


p+q=7 
而 对 于 任意 自然 数 对 (p,q), Dolbeault 同调 群 满足 
H9(M) = HP (M). 
下 面 我 们 给 出 Hodge 分 解 的 一 些 简单 应 用 . 令 
b; = dimH" (M,C), hl = dim HY (M), 
则 上 面 关 于 H"(M,C) 的 直 和 分 解 表明 , 对 于 紧 臻 Kibhler 流 形 ， 


b= >》, 万 (2:9)， hq) 一 万 GD) 
P+g=7 

特别 地 , 如 果 7 是 奇数 , 则 满足 p 十 gq =7 的 自然 数 对 (p,q) 和 (gq,p) 必 
须 成 对 出 现 , 而 /29) = hl42), 因此 5 必须 是 偶数 . 我 们 知道 六 称 为 
流 形 M 的 ~- 阶 Betti 数 , 是 M 最 基本 的 拓扑 不 变量 . 上 面 的 等 式 表 
明 , 紧 复 流 形 M 如 果 是 Kihler 流 形 , 则 M 必须 满足 bar+l 为 偶数 以 
及 bo 关 0( 见 定理 5.1.2), 这 样 一 些 拓 扑 条 件 . 

对 于 定理 5.3.1 的 证 明 , 我 们 将 通过 下 面 一 系列 的 讨论 来 得 到 . 首 
先 如 定理 4.4.3 所 述 , 在 忽略 不 计 二 阶 和 二 阶 以 上 无 穷 小 的 意义 下 ， 
Kihler 度量 局 部 与 C" 上 标准 的 欧 氏 度量 相同 , 而 下 面 我 们 将 说 明 
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Laplace 算 子 实际 仅 与 度量 及 其 一 阶 微分 有 关 ， 因 此 我 们 将 先 在 Cm 
上 证 明 相应 的 关系 式 , 然后 利用 欧 氏 度量 与 Kihler 度量 之 间 的 这 种 相 
似 性 , 将 所 需 结论 推广 到 Kahler 流 形 上 . 首先 , 以 CW?(C™) 表示 Cm 
上 具有 紧 支 集 的 (p,q)- 形式 全 体 组 成 的 线性 空间 , 利用 Cm 上 标准 的 
欧 氏 度量 , 我 们 可 在 CP (Cm) 上 定义 内 积 . 设 


也 二 》 万 rde7 AdTI ，v= gradw’ Adw’ 
LJ LJ 
是 C4*0(Cm) 中 的 元 素 , 其 中 工 = (i1,… ,iy), J = (hh ,ja) 是 多 重 
指标 ,满足 1<ij<-…< 记 <ml<ihni<.…<jgm. 令 


(w, 0) = 5 | tuna, 


TT Em 


利用 此 , CP (Cm) 成 为 内 积 空间 . 
对 于 ;j= 1,… ,m, 我 们 以 e; 和 包 ; 分 别 表示 映射 


ei : OP’® (CT™) 一 CPTHC™), ei(wW) = dz Aw, 
& :COPYIC™) CPHL CT), Glw) = dz Aw. 


以 &,b; 分 别 记 e; 和 到 的 对 偶 算 子 . 
同样 对 于 i = 1,… ,m, 我 们 以 8; 和 6 分 别 表示 算 子 


m m Ow 
0; : CPC™) =» OF (C™), Gi(w) = Fi 
一 nh 去 Ow 
O; : OP’® (C ) _y OP (C™), Di; (w )= pe 


下 面 我 们 先 给 出 这 些 算 子 相互 之 间 的 关系 . 首先 对 于 任意 给 定 的 
多 重 指标 工 = (人 ,ip) 和 J 了 = (1,… ,jg), 设 了 是 Cm 上 一 有 紧 支 
集 的 函数 , ve CY 9(Cm), 对 于 i = 1 … ,m, 由 定义 


(li(fdw’ A dw ),v) = (fdw! A dow’,ei(v)) = (fdw! A dy’, dz’ Av). 
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因此 , 如 果 了 中 不 含 指标 i, 则 上 式 为 零 . 我 们 将 这 一 关系 表示 为 
Li(dwi Adz7) = 0， 如 果 i¢ 工 . 
另 一 方面 ， 
(B(fdzi Adw! Adm7)o) = (jdz 和 AdwzAdz7eifu)) 
= (fdzi Adw! A dW”, dz Av) = 2(fdw’ A dW’,v) 
(注意 这 里 ||dzij = 2), 我 们 得 到 
li(fdzi Adw! A dv”) = 2fdw! A dw"”. 


结合 上 面 两 个 关系 式 , 我 们 得 到 下 面 等 式 ， 


liei + eili = 21d, Liéi+ Gli = 21d. (5.3.1) 
而 同样 地 讨论 容易 得 到 , 当 i 承 j 时， 
lie; + ejli=0, le;+eli =0. (5.3.2) 
另 一 方面 , 对 于 i,j = 1,.… ,m, 我 们 总 有 下 面 的 关系 ; 
Lie; +eli=0, ble;t+eli=0. (5.3.3) 


同样 地 , 直接 计算 得 4, es,1, 与 B 和 页 都 是 可 以 交换 的 . 
设 几 = fdwi 人 dT?,v = gdw! 人 dD? 都 在 Cm 上 具有 紧 支 集 , 利 
用 Stokes 公式 得 


(au 可 = /apay 


Cm 
= / Bi(f9)dV — / 后 @jdV =- / 启 gjar 
Cm Cm C™m 
但 由 定义 (6iw,v) = (w, wv), 因此 我 们 得 到 
=- T=-0, (5.3.4) 


我 们 以 
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W= 2 Da Adz’ 
表示 由 Cm 上 的 标准 欧 氏 度量 确定 的 (1,1)- 形式 , 利用 你 我 们 定义 算 
子 工 : C40(Cm) 08+1411(Cm) 为 
L(v)=WAv. 


以 A 表示 工 的 对 偶 算 子 , 则 利用 上 面 我 们 对 于 i = 1,… ,m 定义 的 基 
本 算 子 1i,ei,li, 以 及 8 和 66, 算 子 工 和 和 可 以 表示 为 


i mm i ™m 
L= 52 ,08 A=-3 , lli 
i=1 i=1 
同样 地 , 外 微分 d 和 5 算 子 则 可 以 表示 为 
d= 》 (Be + O06) =0+0, 6= 》 06, 
i=1 2=1 
而 它们 的 对 偶 算 子 可 以 表示 为 
入 一 一 》 (45 + 0;) 一 有 十 可 ， Ey 二 一 Yd:. 
1 一 工 ?一 


我 们 希望 做 的 是 利用 这 些 关 系 式 来 讨论 Kihler 流 形 上 关于 外 微分 d 
的 Laplace 算 子 Aa, 以 及 5 算 子 的 Laplace 算 子 A5 之 间 的 关系 . 为 
此 , 我 们 先 给 出 下 面 两 个 基本 恒等式 . 
引 理 5.3.1( 基 本 恒等式 D ”以 [A,8| = A8- 9A 表示 算 子 人 与 9 
的 交换 子 , 则 
[A,8| = 这 
证 明 ”直接 计算 


[A,D| =Ad- 0A= -3 》 (lilidje; — Byeslhili) 
bj=1 


一 -3 》 (HBiei 一 eslili) 一 3 > lidje; 一 Ojeslili), 
+ 一 工 izi 
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而 利用 上 面 给 出 的 4,ei, li, 之 间 的 关系 式 (5.3.1), (5.3.2) 和 (5.3.3)， 
上 式 中 第 一 部 分 经 过 交换 算 子 的 顺序 后 , 可 以 表示 为 


. mm .mm 
1 一 一 
-3 2 2 diOiei ~ Oeilili) = 32 (—Oilieili — Oeslil;) 
= 3 DO ei + eiali) -3 20 
2—1 


而 上 式 中 第 二 部 分 经 过 交换 算 子 的 顺序 后 , 可 以 表示 为 
-OUaie — Bjol) = -5 DO; ejlili — Ojeslili) = 
i 13 
从 等 式 (5.3.4), 我 们 就 得 到 


i 
A,0 =A0 -6A= -53220 = 记 . 


证 毕 . 
在 基本 恒等式 I 的 两 边 取 共 统 , 就 得 基本 恒等式 I 的 另 一 形式 . 
基本 恒等式 I ” 愉 , 引 = A5- 5 = -i0*. 
对 于 A 与 工 之 间 的 交换 关系 , 我 们 有 下 面 的 基本 恒等式 . 
引 理 5.3.2( 基 本 恒等式 IJ) 以 内, 刀 =A 人 -TIA 表 示人 与 艺 的 
交换 子 , 则 限制 在 C(29(Cm) 上 时 ， 


[A,L] = (m —p — WId. 


证 明 ”直接 计算 
AL=1 > Ll; lv Lil; 
= 了 2 i i€j€ej 一 42 iei6i 十 1y 7 ijE7 


i 
利用 (5.3.1), 上 式 为 

1 1 < 

了 >》 (Qe — lieiliBi) + 了 Slilieje;, 


i=l ii 


85.3 KKahler 流 形 上 的 Hodge 分 解 ”259 


而 由 (5.3.2), 在 上 式 利用 hia; = 2 一 Bl, 以 及 (5.3.3) 中 忆 与 ei 之 间 的 
交换 关系 , 上 式 为 
TY 4-。 — 26il; -1 D2 十 一 ! Saal 


i=1 4 1 


1 7 
=m.1d -32 (el 十 55) + LA. 


从 而 m 
[A,L=m-:1d— 7 > (el + Bili), 


2=1 
但 是 , 如 果 i € 了 则 esli(dwi 和 dw?) = dw! 人 qdw7/; 如 果 i¢ 了 
则 eil(dwf A dz7) = 0. 而 如 果 j € J 则 li(dw! 人 dw) = dwi 信 
dD 和 如果 二 则 Ni(dw 入 dw) 0 因此 限制 在 C8 (C”) 上 
3 (et 二 4) = (p 十 q)Id. 我 们 得 到 [A, 卫 = (m 一 p 一 gq)ld. 证 毕 . 


利用 这 些 恒等式 在 Cm" 上 对 于 由 标准 欧 氏 度量 确定 的 Laplace 
算 子 Aa 和 As, 我 们 有 下 面 引 理 . 
引 理 5.3.3 ”在 Cm 上 对 于 有 紧 支 集 的 微分 形式 , 成 立 关 系 式 


Au = 2A5. 
证 明 ”直接 计算 
Aa=dd*+dd=(0+)(0 +6)+(0 +0)(0+D 
= (0 +00+60 +00+(00 +00+60 +00). 
而 由 基本 恒等式 1 [A, 引 = 这 以 及 82 = 0, 得 
65 +58=-6i(A6 — 8A)] — i(A0 ~ 8A)0 = 
同 理 , 由 基本 恒等式 1, [A, 司 = -i8* 以 及 天 = 0, 代入 得 


00* +0"6 = 


因此 我 们 得 到 
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Adu = Ag + AF. 


我 们 只 需 证 明 Aa = As 即 可 . 
对 基本 恒等式 I 取 共 箔 , 得 [A, 引 = -i8*, 因此 


As = 00* +0*0= Ofi(AG — 6A)] + i(A6 - 6A)6. 
而 同样 由 基本 恒等式 I 以 及 686+5606=0 得 


=6[-i(A0 — 0A)] — i(A0 — 8A)6 
A)] +i(A6 ~ 8A)8 = Ai， 


等 式 成 立 . 证 毕 . 

有 了 上 面 定理 之 后 , 现在 我 们 的 问题 是 怎样 将 等 式 Au = 2A5 推 
广 到 Kahler 流 形 上 . 考查 上 面 的 证 明 , 我 们 实际 需要 的 是 将 上 面 的 基 
本 恒等式 I 和 基本 恒等式 II 都 推广 到 Kihler 流 形 上 , 然后 利用 这 些 
恒等式 , 按照 完全 同样 地 推导 得 出 Kihler 流 形 上 的 Laplace 算 子 Aa 
与 Ag 之 间 的 关系 . 

设 M 是 mm 维 的 紧 致 Kihler 流 形 , 我 们 以 


A(M, TEVM)) = ACM, (MPTE 0)(M)) A (NT 1)(M))) 


表示 由 M 上 所 有 可 微 的 (p,q)- 形式 组 成 的 线性 空间 . 利用 MM 的 Kibhler 
度量 , 与 上 面 讨 论 相同 , 4(M, To(M)) 是 一 内 积 空 间 . 我 们 以 KK(M， 
T(P9(M)) 表示 4(M,TW9(M)) 的 完备 化 空间 设 环 是 由 ;的 
Kihler 度量 确定 的 (1,1)- 形式 .利用 WW, 我 们 定义 4(MToO(M)) 
到 ACM,T2+14tD(M)) 的 映射 工 为 


L: AM,TEIM)) — AM, TOTHADM)), L(V)=WAY. 


我 们 将 工 延 拓 到 K(M,TL2'9(M)) 上 , 而 以 A 表示 工 的 对 偶 算 子 . 另 
外 , 如 果 我 们 将 外 微分 d 限制 在 A(M,T?:?(M)) 上 , 则 a 给 出 了 上 映射 


d:40MT9O(MN)) 一 40M TECN) @ A(M, TtD) (M)). 
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由 于 上 面 的 直 和 分 解 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 , 因而 我 们 可 将 其 中 映射 
到 A(M,T2+1,9)(M)) 的 部 分 记 为 8, 即 


0 : A(M, TY M)) — A(M, T1190 (M)). 
而 将 其 中 映射 到 4(M, TP.4+D(M)) 的 部 分 记 为 5 即 
6: A(M, TH M)) —» A(M, TrtDN(M)). 


这 样 我 们 将 8 和 5 算 子 都 定义 在 流 形 的 (p,q)- 形式 上 , 这 时 
d=0+6. 


我 们 分 别 以 8* 和 5 记 6 和 5 的 对 偶 算 子 . 利用 这 些 映射 , 上 面 在 C”" 
上 表示 基本 恒等式 时 用 到 的 各 种 算 子 都 推广 到 了 A(M, Tw (M)) 上 ， 
现在 我 们 希望 将 基本 恒等式 也 推广 到 这 些 算 子 上 ， 这 里 应 该 说 明 , 这 
两 个 基本 恒等式 是 Kihler 流 形 上 的 基本 关系 式 , 我 们 在 本 书 第 7 章 的 
讨论 中 还 将 把 这 些 恒 等 式 推广 到 一 般 的 全 纯 向 量 从 上 , 用 以 讨论 向 量 
从 的 消 没 定理 . 

定理 5.3.3( 基 本 恒等式 LII) 设 M 是 m 维 的 紧 致 Kibler 流 
形 , 以 [A,6] = A6 - 9A 表示 算 子 A 与 9 的 交换 子 , [A, = AL 一 LA 
表示 算 子 A 与 工 的 交换 子 , 则 有 基本 恒等式 I 


[A,0] = i". (5.3.5) 
而 如 果 限 制 在 A(M, TY?(M)) 上 , 则 有 基本 恒等式 II 
[A,L] = (m — »— gq)ld. (5.3.6) 


证 明 ” 任 取 点 Ps M, 需要 证 明 对 于 M 上 的 任意 微分 形式 ww， 
上 面 恒等式 的 两 端 分 别 作 用 到 w 上 后 , 限制 在 P 点 时 是 相等 的 . 

首先 , 由 定理 4.4.3 中 关于 Kibhler 度量 的 讨论 , 我 们 知道 , 存在 P 
点 的 局 部 坐标 (z1,… ,z"™), 满足 对 于 i=1,.… ,m, zi(P) = 0, 而 Kihler 
度量 ds? 在 P 点 邻 域 可 表示 为 


ds2 = 》 [55+O(ZP)jdz@ dz’, 


%,7=1 
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其 中 2 = 半 |zip, 利用 这 一 点 ,我 们 可 以 选取 全 纯 余 切 从 Ts 0 在 P 
t=1 
点 邻 域 的 正 交 标 架 {97,… ,gm}, 满足 限制 在 P 点 时 ， 
do’(P) = 0 = 1 ,m. 


这 时 M 上 的 微分 形式 在 PP 点 邻 域 都 可 表示 为 167A 丈 的 和 的 形式 . 
要 证 明 恒等式 在 P 点 成 立 , 我 们 只 需 对 0; 和 刺 验证 这 些 等 式 即 可 . 
其 次 , 对 于 局 部 正 交 标 架 {01,.…. ,9™}, 


与 上 面 在 Cm 中 的 标准 正 交 标 架 {qdz!,… ,dz"} 比较 , 在 已 点, 由 
{01,… ,9m} 定义 的 代数 运算 工 和 和 A 与 Cm 中 由 {dz!,… ,dzm} 定义 
的 代数 运算 相同 . 而 对 于 M 上 的 8 算 子 , 其 相对 于 Cm 中 的 9 算 子 ， 
将 会 多 出 一 些 含有 89 和 567 的 项 . 但 是 由 我 们 对 于 正 交 标 架 的 选取 
条 件 dbi(P) = 0, 因此 80i(P) = 0, 98 (P) = 0. 所 以 如 果 限制 在 PP 点 ， 
6 算 子 对 于 局 部 正 交 标 架 {01,… ,6™} 的 表达 式 与 Cm 中 的 8 算 子 对 
于 标准 正 交 标 架 {dz!,… , dzm} 的 表达 式 是 一 样 的 . 同 理 , 由 Hodge 
定理 的 讨论 我 们 知道 = - * 6x, 其 中 * 是 代数 运算 , 所 以 在 P 
点 仅 与 5 的 一 阶 微分 有 关 . 同样 由 db(P) = 0 的 条 件 , 5 在 已 点 的 
表达 式 与 Cm 中 的 可 算 子 的 表达 式 相同 . 但 是 在 Cm 上 对 于 这 些 算 
子 , 我 们 已 经 证 明了 基本 恒等式 成 立 , 所 以 限制 在 P 点 , 对 于 用 局 部 正 
交 标 架 {91,… ,9™m} 表示 的 微分 形式 , 基本 恒等式 是 成 立 的 . 而 另 一 
方面 , 由 于 恒等式 两 边 的 算 子 都 与 局 部 正 交 标 架 的 选取 无 关 , 因此 这 些 
恒 等 关 系 成 立 与 否 与 局 部 正 交 标 架 的 选取 无 关 . 我 们 得 到 这 些 恒等式 
在 已 点 成 立 , 而 Pe M 是 任 取 的 点 , 因此 这 些 基本 恒等式 在 M 上 处 
处 成 立 . 证 毕 . 

利用 基本 恒等式 I 和 工 , 完全 按照 引 理 5.3.3 的 证 明 , 我 们 不 难得 
到 在 紧 致 Kabler 流 形 上 定理 5.3.1 成 立 , 即 Au = 2A5. 证 明 的 细节 留 
给 读者 作为 练习 . 
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对 于 向 量 从 的 研究 , 一 个 基本 的 问题 是 : 通过 什么 样 的 方法 能 够 
比较 两 个 向 量 从 的 差异 , 判别 两 个 向 量 从 是 否 同 构 ? 为 了 解决 这 一 问 
题 , 就 需要 对 向 量 从 建立 一 些 不 变量 , 或 者 更 一 般 地 , 在 流 形 的 同调 群 
中 确定 一 些 在 拓扑 同 胚 下 不 变 的 元 素 作为 向 量 从 的 示 性 类 . 通过 示 性 
类 的 性 质 来 表示 向 量 丛 的 性 质 了 解 向 量 丛 相互 之 间 的 关系 . 对 于 复 
向 量 丛 , 这 其 中 最 基本 的 是 陈省身 先生 在 上 世纪 40 年 代 引 入 的 陈 示 性 
类 (Chern classes). 在 上 一 章 第 3 节 讨 论 向 量 从 的 联络 时 , 我 们 定义 了 
关于 复 向 量 丛 联络 的 曲率 矩阵 , 并 说 明 曲 率 和 矩阵 是 某 个 向 量 从 的 截 影 ， 
因而 其 性 质 与 局 部 标 架 的 选取 无 关 , 可 以 用 来 表示 向 量 从 和 流 形 的 性 
质 . 下 面 我 们 将 利用 曲率 矩阵 来 定义 复 向 量 丛 的 陈 示 性 类 ,然后 在 紧 
复 流 形 上 , 利用 这 些 示 性 类 来 表述 关于 全 纯 向 量 从 Dolbeault 同调 群 
维 数 的 Atiyah-Singer 指标 定理 . 

设 M 是 一 微分 流 形 , r :已 一 M 是 M 上 > 维 的 复 向 量 从 , 前 
面 我 们 定义 也 的 联络 D, D 将 E 的 截 影 映 为 EE @7*(M) 的 截 
影 , 即 BE- 值 一 次 微分 形式 . 我 们 要 求 D 满足 线性 性 和 Leibniz 法 则 . 
设 {el,… ,er} 是 的 一 局 部 标 架 ， 


D(e”) = yugeo Q 一 1 ,7, 
B=1 
其 中 fw8]-xr 是 联络 D 对 于 局 部 标 架 {e!,… ,er} 的 联络 矩阵 . 而 由 
二 次 微分 形式 组 成 的 矩阵 
0 = [098] = [dw8] ~ [wg] 人 [wa] 


就 是 联络 D 对 于 局 部 标 架 {e1,… ,e"} 的 曲率 矩阵 . 对 应 于 标 架 变换 ， 
假定 {如 ,… ,名 } 是 吾 的 另 一 局 部 标 架 ， 


Tr 
ec 一》 ages, QG 一 1 ,7, 
6=1 
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是 变换 矩阵 设 [5i9] 是 联 


是 标 架 之 间 的 变换 关系 , 其 中 [og] 
络 D 对 于 局 部 标 架 { 包 ,…. ,人 r} 的 曲率 矩阵 , 则 


[3] = [e3 [53] [og] (5.4.1) 


因此 , 曲率 矩阵 确定 了 一 个 与 局 部 标 架 选 取 无 关 的 、 向 量 从 @ E* @ 
A2T*(M) 在 M 上 的 整体 截 影 . 由 于 曲率 矩阵 的 这 一 性 质 ,我 们 希望 
利用 它 来 构造 向 量 从 的 不 变量 ， 首先 ， 曲 率 矩阵 在 标 架 变换 下 的 等 
式 (5.4.1) 可 类 比 于 线性 代数 中 拢 阵 之 间 的 相似 关系 ,因而 要 通过 曲 
率 矩 阵 构造 一 些 与 标 架 选取 无 关 的 量 , 我 们 先 来 讨论 矩阵 在 相似 变换 
下 不 变 的 一 些 关系 式 , 例如 , 行列 式 等 

设 4 = [z 中 rxr 是 由 不 定 元 {zg]} 构成 的 + 阶 矩 阵 , 了 是 > 阶 单位 
矩阵 , 考虑 行列 式 


i r 
det (: 十 去 4 = 2 及 (4 


其 中 及 (4) 表示 不 定 元 {zg} 的 大 阶 齐 次 多 项 式 ， 显然 , 上 面 的 行列 式 
以 及 多 项 式 及 (4) 都 在 矩阵 的 相似 变换 下 不 变 , 即 如 果 4 = B4B-1， 
则 P(A) = P(A),k =0,1,... ,7. 

现 设 是 微分 流 形 M 上 的 > 维 复 向 量 从 , DD 是 EB 的 一 个 给 定 
的 联络 , 9 = [09],、 是 D 对 于 局 部 标 架 {e!,… ,e"} 的 曲率 矩阵 , 对 
于 k=0,1,…,7, 令 

Wi = Pi (0). 

这 里 在 多 项 式 到 (9) 中 , 矩阵 9 = [Q8],x; 的 元 素 98 都 是 二 次 微分 
形式 , 这 些 元 素 以 外 积 关系 相 乘 . 而 由 于 Q8 都 是 二 次 微分 形式 , 所 以 
相互 之 间 的 乘积 是 可 以 交换 的 ， 我 们 得 到 , 对 于 大 = 0,… ,7, Pe(0) 
都 是 2k- 次 微分 形式 ， 另 一 方面 , 由 于 在 如 的 不 同 标 架 下 ， 曲 率 甜 
阵 之 间 满 足 相 似 关系 (5.4.1), 而 P(9) 对 于 甜 阵 的 相似 关系 不 变 . 
此 Pi(9) 与 五 的 局 部 标 架 的 选取 无 关 , 我 们 得 到 P.(Q) 是 定义 在 整 
个 M 上 的 微分 形式 . 下 面 我 们 将 证 明 P.(0) 是 d 闭 的 实 微分 形式 ， 
即 所 (0) = Pi(0), 且 d(Pi(Q)) = 0. 利用 这 一 点 ,， Pi.(Q) 就 在 流 形 M 
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的 de Rham 同调 群 H2*( AM;, 尺 ) 中 确定 了 一 同调 元 素 . 我 们 将 进一步 证 
明 由 Pi.(9) 在 同调 群 HX*(M, RR) 中 确定 的 同调 元 素 仅 与 向 量 丛 EE 有 
关 , 而 与 联络 DD 的 具体 选取 无 关 . 这 样 , 由 P.(9) 确定 的 同调 类 就 给 
出 了 复 向 量 从 已 的 一 些 基本 不 变量 . 为 此 , 我 们 先 对 向 量 从 EE 的 联络 
抢 阵 和 曲率 矩阵 证 明 下 面 一 些 引 理 , 

引 理 5.4.1(Bianchi 恒等式 ) 设 W=|w9],、, 和 R= [3 
别 是 联络 D 对 于 局 部 标 架 {e!,… ,er] 的 联络 矩阵 和 曲率 矩阵 , 则 


d=WAN QAW. 


分 


证 明 ”由 = [0Q9] = [dw8] 一 [w8] 人 [w9, 外 微分 得 
dQ = [dw 季 入 [w+ [w 和 [aw 和. 
但 [dw8] = [98] + [w8] 和 [w 外 ,代入 得 


dQ = —([08] + [wB] A [wB]) A [w8] + LB] A (8] + [eg] 人 Lg]) 
= [wg] A [08] ~ [QB] A wg] =WAQ -QAW. 
证 毕 . 
对 于 oa,6 = 1,… ,7, 在 多 项 式 Pe(Q) 中 将 08 分 别 看 做 相互 独立 


的 变量 以 (0)$ := “部 下 表示 及 (DO) 关于 相应 变量 的 形式 偏 导 
B 


数 , 则 有 下 面 引 理 . 
引 理 5.4.2 ” 设 Q = [08j,、, 是 联络 D 的 曲率 矩阵 , 对 于 大 = 
0, 1, "7, P(N) 定义 如 上 . 令 


则 
(PQ) 0 = QP(O)Y), 


这 里 [以 (9)8] ”表示 和 矩阵 [PL(Q)9] 的 转 置 矩阵 . 
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证 明 ”对 于 给 定 的 a 8(a,8 =1,…,7), 以 Eg 表示 在 第 a 行 和 
第 6 列 位 置 上 的 元 素 为 1, 其 余 位 置 上 的 元 素 为 零 的 r+ 阶 和 矩阵, 则 t 郑 
一 1 时 +tB8 都 是 可 逆 和 矩阵， 而 我 们 知道 及 (9) 在 矩阵 的 相似 关系 
下 不 变 , 因而 
Pi((T+tE9)N) = P(NQ(T +tES)). 
两 边 对 t 求 导 , 则 等 式 左边 为 


~ DPe(D) ~ OP: (0) 


os 一 6 
dn (S20 Co ON 


s,t=1 


这 里 (E98Q)? 表示 矩阵 E89 在 位 置 第 s 行 , 第 t 列 的 元 素 , 而 乘积 E89 
实际 得 到 的 是 将 矩 阵 Q 的 第 6 行 代替 第 a 行 , 并 使 其 余 元 素 为 零 的 
秆 阵 , 因而 成 立 上 面 的 等 式 , 同 理 , 等 式 的 右边 为 
下 OP.{0) QS -~ OP (0) 
Ons (QE8): = ONe 


t=1 


Qo. 


s,t=1 
左边 = 右边 对 于 au, 6 = 1,… ,7 成 立 , 表示 为 矩阵 形式 即 
(PIO) 9 = AQP (QA. 

证 毕 . 

利用 上 面 两 个 引 理 , 关于 及 (D), 我 们 有 下 面 定 理 . 

定理 5.4.1 设 M 是 微分 流 形 , r : BB 一 M 是 M 上 的 复 向 量 从 ， 
Q 是 M 的 一 个 给 定 的 联络 D 的 曲率 形式 , 对 于 k=0,1,.… ,7, P.(0) 
的 定义 如 上 , 则 

(1) 及 (9) 是 d 闭 的 微分 形式 ; 

(2) 已 (Q) 是 微分 形式 , 而 由 及 (9) 在 de Rham 同调 群 H2*(M， 
了 R) 中 确定 的 同调 类 与 联络 D 的 选取 无 关 . 

证 明 设 有 = 01 ,7, 将 固定 . 对 于 (1), 利用 上 面 的 两 个 引 
理 直 接 计算 , 得 
OP(O) 
Ont 


dP (0) = dQs 


st=1 
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= Trac[[P(Q)] an| = Trac[ [PLO)B] [IW A 2 — QA Ww]| 
= Trac| [PA [W AQ]| - Tac| [以 和 [QA Ww]| 


= Trac| [PLA AWA | 国 Tracl9 A [P(e) A W| ， 
由 于 对 于 任意 7 阶 和 矩阵 4 和 B, 恒 有 Tac(4B) = Trac(B4), 因而 上 
对 于 (2), 我 们 先 证 明 由 及 (9) 确定 的 同调 类 与 联络 D 的 选取 无 
关 . 设 Do 和 Di 是 五 的 两 个 联络 , Wo = [wgs] 和 Wi = [wgo| 分 别 
是 Do 和 Di 对 于 局 部 标 架 {fel,… ,er] 的 联络 矩阵 . 设 {@，… ,2} 
是 的 另 一 局 部 标 架 , {e!,… ,er} = {外 ,… ,gj}[o3] 是 标 架 变换 关 
系 , [ 匣 %] (i = 0,1) 分 别 是 Do 和 Di 对 于 局 部 标 哥 {人 @，,… ,2"} 的 联 
络 和 矩阵. 利用 联络 矩阵 在 标 架 变换 下 的 关系 式 
[wfs] [og] = [dog] + ag] [ig] lo, i=0,1. 
不 难看 出 , 对 于 任意 实数 ie [0, 1], 如 果 令 
D: = tDo 十 (1 一 D1, 
则 D; 是 一 族 以 t 为 参数 的 联络 , 而 Wi = tWo 十 (1 一 旭 Wi 是 Di 对 于 
局 部 标 架 {el,.… ,er} 的 联络 矩阵 . 这 时 0 = dW 一 We 人 Wi 是 D， 
的 曲率 矩阵 . 
另 一 方面 , 如 果 我 们 令 了 二 d+ Dd 令 现 二 aW, 而 


= 天 一 WA 人 WW = (a + et) — Wa AW 


则 利用 与 引 理 5.4.1 和 5.4.2 相同 的 证 明 方法 不 难得 到 ，Q， 同样 满 
足 Bianchi 恒等式 


d9， = 0 AW WA i, 
以 及 [PL(Q)9] ”与 5 可 交换 . 因此 利用 上 面 (1) 的 证 明 我 们 得 到 


dP (0) = 0. 
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现 设 
Pi(Q) =h+gAdt, 
其 中 微分 形式 h 中 不 含 dt 的 项 . 利用 dP (Q4) = 0, 我 们 得 到 
0 = d 凡 十 dt dg 人 dt 
由 于 dh 中 无 dt 项 , 因而 
Oh 
两 边关 于 t 积分 得 


工 1 
hlis=1 一 hli=0 = -上 dgdt = —d (/ gt ) 
0 0 


即 hli=1 一 hs-o 是 d 正 合 的 微分 形式 . 但 由-1 = (81), 而 hlt=0 = 
及 (9o), 我 们 得 到 , 由 PB(00) 和 PP(91) 在 de Rham 同调 群 H2*(M,C) 
中 确定 的 同调 类 相同 . 

下 面 我 们 来 证 由 d 闭 的 2k- 次 微分 形式 PP.(Q) 确定 的 同调 类 是 
实 的 , 即 Pe(Q) < H2*(M, 民 ). 对 此 , 利用 用 (9) 确定 的 同调 类 与 联络 
的 选取 无 关 这 一 结论 , 我 们 只 需 找到 EB 的 一 个 联络 DD, 使 得 由 D 得 到 
的 微分 形式 及 (9) 满足 及 (9) = 用 (9). 

任 取 已 的 一 个 Hermite 度量 ds?, 选取 的 一 个 与 ds? 相 容 的 
联络 D( 即 ds? 不 改变 对 于 DD 平移 的 向 量 的 长 度 ). 不 难看 出 , 这 样 的 
联络 D 是 存在 的 ， 对 于 任意 点 P e M, 选取 EE 在 PP 点 邻 域 关于 
度量 ds? 的 一 个 单位 正 交 标 架 {e!,… ,er}, 由 站 = (ei,ei), 得 0= 
(Dei, ei) + (ei, Dei) (7 = 1 ,7). 因此 如 果 W = fu 和 jxr 是 万 对 于 
标 架 {e1,… ,er} 的 联络 形式 , 则 上 式 为 由 + 骨 =0 即 砚 =- 丽 
但 曲率 矩阵 f=dW 一 WW 人 WV 而 开 TAWT = 一 (WAW)T, 我 们 得 到 


T=dW -到 WAW=-dWT -WiAWT=-(dW -WAW)'=-0". 


因此 


det [I+ OQ)=det (I rR)det (14 OT)=det (I+ 0), 
27 27 27 27 
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即 坊 (O = Pi(Q) 对 于 有 上 = 0,1,… ,7 成 立 , P(Q) 是 实 的 微分 形式 . 
证 毕 . 

利用 上 面 定理 , 我 们 可 以 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 5.4.1 设 M 是 微分 流 形 , x :已 一 M 是 M 上 的 复 向 量 
从 , 0 是 M 的 一 个 联络 万 的 曲率 形式 , 对 于 上 = 0,1,… ,7, (RQ) 的 
定义 如 上 . 我们 将 由 (0) 在 M 的 de Rham 同调 群 H2*(2M,RR) 中 
确定 的 同调 元 素 称 为 复 向 量 从 5 的 k- 阶 陈 示 性 类 (Chern class), 记 
为 cs(E). 

对 于 实 微分 流 形 M, 如 果 将 M 的 切 向 量 从 复 化 为 复 切 向 量 从 , 即 
对 于 任意 点 Pe M, 考虑 由 P 点 邻 域 上 全 体 复 值 可 微 函 数组 成 的 环 ， 
并 将 M 在 PP 点 的 复 切 向 量 定 义 为 复 值 可 微 函 数 环 到 复数 域 的 、 满 足 
线性 性 和 Leibniz 法 则 的 映射 , 则 得 到 流 形 M 的 复 切 空间 和 复 切 向 量 
从 . 我 们 将 流 形 M 的 复 切 向 量 丛 的 陈 示 性 类 称 为 流 形 M 自身 的 陈 示 
性 类 , 记 为 ck(M). 

陈 示 性 类 作为 复 向 量 从 以 同调 元 素 形式 给 出 的 不 变量 , 我 们 也 可 
以 将 其 数值 化 . 设 M 是 2n 维 紧 致 的 可 定向 微分 流 形 , 取 定 M 的 一 个 
定向 . 设 已 是 M 上 的 复 向 量 从 , 对 于 任意 多 重 指标 K = (ko,… ,ki)， 
满足 0< ko < < kn,kot+kr =n, 令 


Cx(B) = /onlB) A A er,(E), 
M 
则 Cg(E) 称 为 复 向 量 丛 已 关于 指标 KK = (ko,… ,kr) 的 陈 示 性 
数 (Chern numbers). 

陈 示 性 类 和 陈 示 性 数 都 是 微分 流 形 和 复 向 量 从 的 重要 不 变量 . 下 
面 我 们 先 给 一 些 例子 对 陈 示 性 类 作 一 点 说 明 . 首先 设 4 是 一 复 流 形 ， 
是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , ds? 是 EE 上 给 定 的 Hermite 度量 ， 由 上 
一 章 的 复 几何 基本 定理 , 我 们 知道 存在 上 唯一 的 一 个 与 ds? 相 容 
的 复 联 络 D， 这 时 如 果 设 {e!,… ,e"} 是 EB 的 局 部 全 纯 标 架 , hi = 
(eez) (i = 1,… ,7), 则 有 = [hxx 是 度量 矩阵 , 而 对 于 标 架 {el,…， 
e"}, D 的 联络 矩阵 为 W = 8hh-!, 因而 其 曲率 矩阵 为 
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N=dW -WAW=d(0hh !)— Ohh !AOhh-! 
= (0+O(0hh !) — Ohh 1!A Ohh-! 
= 6(0h)h-! — Oh A (0+ Bh! — Ohh-!lAOhh-l. 


但 是 hh-!1 = 了 所 以 Bhh-1+ heh-!l=0,60h-!l1=-h-l96hh-l. 代 入 上 
式 得 
Q = 0(0p)h i — OhA(-h tOhh 1)— OhABh!— Ohh-!AOhh-! 
= OOh)h ! — OhA Bh-! = (0hh-!). 
特别 地 , 如 果 是 线 从 , 则 互 的 Hermite 度量 局 部 可 以 表示 为 一 处 处 
大 于 零 的 光滑 函数 hh 这 时 h-1 = 工 因而 曲率 形式 为 
0=56p 0) = 00(Inh). 
如 果 进 一 步 假 设 M = R 是 紧 Riemann 曲面 , 工 是 RR 上 的 全 纯 线 从 , 
则 
i 一 
就 是 工 的 陈 示 性 数 . 下 面 我 们 给 出 紧 Riemann 曲面 上 陈 示 性 数 的 具 
体 计算 . 
首先 设 吃 … , PP 是 R 上 任意 给 定 的 点 , 我 们 知道 形式 和 
D=nP+:.…+ nePs 
称 为 RR 上 的 一 个 除 子 , deg(D) = ni 十 … 十 nn 称 为 这 一 除 子 的 阶 . 由 
本 书 第 4 章 第 2 节 中 的 例 3, D 在 R 上 定义 了 一 个 全 纯 线 从 [D]. 为 
了 给 出 [D] 的 陈 示 性 数 , 我 们 先 回顾 一 下 线 从 [D] 的 构造 过 程 . 取 呈 
的 一 个 开 履 盖 {U6。}, 使 得 对 每 一 个 a, 都 能 够 在 VU 上 取 定 一 个 亚 纯 
函数 fa, 满足 : 如 果 对 于 1 一] ,k, PP; € Ua, 则 已 是 f。 的 ni 阶 零 
点 (mi > 0), 或 者 ni 阶 极点 (n; < 0), 此 外 f 无 其 他 零点 和 极点 . 我 
们 也 将 除 子 万 表示 为 D = {U6 fo}. 在 UsnvUe 上 令 
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则 内 是 UsnUve 上 处 处 不 为 零 的 解析 函数 , 而 {nh8} 是 由 DD = {Uo, f。} 
定义 的 全 纯 线 从 [D] 的 转移 函数 .怎样 得 到 这 一 线 丛 的 陈 示 性 类 昵 ? 
对 此 我 们 需要 构造 [D] 的 一 个 Hermite 度量 . 而 由 定义 , 这 样 一 个 度 
量 可 以 表示 为 : 在 每 一 个 0。 上 给 定 一 个 正 的 、 光 滑 的 实 值 函 数 h。， 
满足 在 Us Nn Us 上 ， 
he = |he |2ho. 
而 另 一 方面 , 由 ht 的 定义 知 
fa 一 he fo, 

我 们 得 到 

A 
因此 , 如 果 我 们 假设 所 有 的 点 ,i = 1,… ,k 都 不 在 Us n Ug 内 , 则 
对 4 一 1, ” ,k, 可 在 已 充分 小 的 邻 域内 对 fa 的 零点 和 极点 进行 改造 ， 
使 得 |f。|? 变 为 在 整个 U, 上 都 是 正 的 、 光 滑 的 实 值 函数 , 但 不 改变 六 
在 Us 边界 附近 的 函数 值 . 改造 后 的 函数 记 为 大 , 我 们 就 得 到 [D] 的 
一 个 Hermite 度量 , 以 {|fo|“?} 记 之 . 这 时 


i fa 
= 去 /50m lj 
Rn 


是 [D] 的 陈 示 性 数 . 由 于 我 们 需要 考虑 在 边界 80。 上 的 积分 , 因而 不 
失 一 般 性 , 我 们 可 设 {Zs} 是 R 的 由 光滑 曲线 给 出 的 分 割 , 而 在 9U。 
上 , 六 = 记 . 因此 利用 Stokes 公式 , 我 们 得 到 


-| —68(In |fo|?) -2 ™ —50(ln |f,l?) 
=- a / olin Ea/ 
利用 单 复 变 函数 的 幅 角 原理 , 我 们 知道 积分 


i /fi 
2 fa 
Ua 


fo 
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是 亚 纯 函 数 f。 在 Us 内 零点 个 数 与 极点 个 数 ( 按 重 数 记 ) 的 差 , 因而 
我 们 得 到 

C1([D])=ni+:…+ ng = deg(D), 
即 对 于 紧 Riemann 曲面 R, R 上 全 纯 线 从 [D] 的 陈 示 性 数 就 是 除 子 D 
的 阶 . 我 们 在 下 一 章 紧 Riemann 曲面 的 Riemann-Roch 定理 中 将 反复 
用 到 这 一 结论 . 

作为 陈 示 性 类 的 一 个 应 用 , 下 面 我 们 给 出 著名 的 Atiyah-Singer 指 
标定 理 . 

设 M 是 m 维 紧 复 流 形 , r : BB 一 M 是 M 上 的 7+ 维 全 纯 向 
量 从 ， 由 Hodge 定理 (定理 5.2.1) 我 们 知道 电 的 Dolbeault 同调 
群 H(?:?(M,E) 者 满足 dim Hl?'0(M, EB) < +co. 现 令 Hi(M,E) = 
Hto9 (ad 吾 , 令 

x(B) = (1dim He(M, E) 
9 一 0 
x(B) 显然 是 五 的 重要 不 变量 , 问题 是 这 一 不 变量 能 否 用 上 面 给 出 的 
陈 示 性 类 表示 出 来 ，Atiyah,M.F 和 Singer;I 在 上 世纪 60 年 代 给 出 的 
指标 定理 回答 了 这 一 问题 . 为 了 表述 Atiyah-Singer 指标 定理 , 下 面 我 
们 先 对 陈 示 性 类 的 表示 作 一 些 简单 说 明 . 
设 co( 召 ,… ,cr() 是 瑟 的 陈 示 性 类 , 由 定义 我 们 知道 co(E) = 1. 
我 们 称 
Ch(E,z)=1+c(E)z+..+cer(E)s" 
为 五 的 陈 多 项 式 , 其 中 x 是 不 定 元 . 现 将 这 一 多 项 式 形式 地 分 解 为 一 
次 式 的 乘积 
十 cl( 吾 jz 十 :十 cr( 百 Jo = (+r) (+ yr), 
则 其 中 和 i,… ,Yr 称 为 BB 的 陈 根 (Chern Roots). 陈 根 只 是 一 些 形 
式 符号 , 如 果 EE 能 够 分 解 为 线 从 的 直 和 , 则 不 难看 出 EB 的 陈 根 就 是 这 


些 线 从 的 陈 示 性 类 . 对 于 一 般 的 情况 , 上 面 的 分 解 式 表 明 1,… ,yr 的 
初等 对 称 多 项 式 是 对 应 的 陈 示 性 类 . 另 一 方面 , 对 于 7 …… ,入 的 任意 
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对 称 多 项 式 , 由 于 其 总 可 以 表示 为 X,… ,Yr 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 
式 , 用 陈 示 性 类 代替 这 些 初等 对 称 多 项 式 , 我 们 得 到 %,… ,- 的 任意 
对 称 多 项 式 都 是 E 的 陈 示 性 类 乘积 的 多 项 式 ， 当 然 这 里 的 乘积 是 指 
由 M 的 同调 群 构成 的 同调 代数 中 同调 类 的 乘积 , 或 者 说 表示 同调 类 
的 微分 形式 的 外 积 . 利用 此 , %,… , 的 任意 对 称 多 项 式 都 是 M 的 
同调 代数 中 的 子 代 数 


D H?” (M, R) 


7 一 0 


中 的 元 素 . 例如 , 如 果 将 函数 


el 十 .十 enr， Y1 Yr 


Iem” ”1 ew 
分 别 展开 为 寒 级 数 , 截取 其 中 阶 小 于 等 于 mm 的 部 分 , 则 得 到 yi,…- ,Yr 
的 对 称 多 项 式 , 因而 是 EE 的 陈 示 性 类 乘积 的 和 . 有 了 这 些 准备 , 现在 我 
们 可 以 表述 Atiya-Singer 指标 定理 . 

定理 (Atiyah-Singer 指标 定理 ) 设 M 是 mm 维 的 紧 复 流 形 ， 
tT: M 是 M 上 的 7 维 全 纯 向 量 从 , 设 m,… ,YY 是 五 的 陈 根 ， 
而 5H,… ,bm 是 M 的 全 纯 切 从 Tao(C) 的 陈 根 , 则 


x(B)= ert] [xx 
M 
需要 说 明 的 是 在 上 式 中 , 如 果 
[etter] A i | e BD 


中 的 一 个 同调 类 不 在 H2m(M ,及 ) 中 ( 即 表 示 这 一 同调 类 的 微分 形式 的 
阶 小 于 2m), 则 自动 地 视 这 一 同调 类 在 M 上 的 积分 为 零 . 

为 了 使 读者 更 好 地 理解 Atiyah-Singer 指标 定理 , 下 面 我 们 给 出 
当 m=1 和 m=2 时 这 一 公式 的 具体 形式 . 其 中 对 m = 2 的 情况 , 我 
们 将 给 出 实际 计算 , m = 1 的 计算 留 给 读者 作为 练习 . 

当 m = 1, 即 M 是 紧 Riemann 曲面 时 , 设 工 是 M 上 的 线 丛 ， 
则 Atiyah-Singer 指标 定理 为 
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dim H°(M, L) — dim H'(M, L) 
一 /en 人 一 一 / 区 2 十 sc (Too) ou ， 
M M 


如 果 其 中 L = [D] 是 由 除 子 D 定义 的 线 从 , 而 我 们 在 上 面 关于 紧 Rie- 
mann 曲面 上 线 从 的 陈 示 性 类 的 讨论 中 已 知 / a(L) = deg(D). 现 假 
M 


设 / a(Tuo(M)) = 2- 29, 则 9 称 为 紧 Riemann 曲面 M 的 亏 格 . 我 
M 


们 得 到 
dim H°(M,{D]) ~ dim H'(M,{[D]) = deg(D)—g+1. 
这 一 公式 称 为 Riemann-Roch 定理 , 我 们 将 在 下 一 章 中 给 出 这 一 定理 
的 详细 证 明 . 
如 果 m = 2, 则 M 称 为 紧 复 曲面 . 设 工 是 M 上 的 全 纯 线 从 , 不 
计 三 阶 和 三 阶 以 上 的 项 时 , Atiyah-Singer 指标 定理 表示 为 


dim H°(M, L) — dim H'(M, L) + dim H2(M, L) 


-| (en) 人 (; A x Ts) 


1 1 1 
1 2 | 和 
-人 + (> 于 
1 ， 61 5 62 吕 
= (rm+t3R) A (i+ -+ 二) (+ 二 十 于 
M 
/( 


1 » 61+62 (61+62)2 6162 
Ltn ) (+ + +) 


而 其 中 1 二 cl( 卫 ))61 十 02 一 C1 (T(1,0) (M)), G162 一 cz(T(lo0) (M)), 我 们 
得 到 
dim H°(M, L) — dim Hi (M, L) + dim H*(M, 5) 


一 / talD+ 3 和 + So (Tuo(M)) 
M 
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十 已 ct (M)) + 二 (To)(M ) 


=/ BD + jai(Der Ten(M) 


1 1 
+ (Tao M)) + 二 “(Ton(M0) : 


这 一 公式 称 为 Hirzebruch-Riemann-Roch 定理 . 


习 题 五 


1. 证明: 如 果 M 是 紧 复 流 形 , 则 Hoo0M) 全 C. 

2， 如 果 下 : Mi -AM 是 复 流 形 M， 到 复 流 形 M2 的 解析 映射 ，F* 
是 亚 对 于 微分 形式 的 拉 回 映射 . 证 明 : 5o F* = F* o 可 因而 Fr" 诱导 了 同调 
群 HYP? (M2) 到 He (AD) 的 同 态 映射. 

3. 设 M 是 一 mm 维 微分 流 形 , [Wi] < H™(M, RR), [Wz] < H™*(1M,R), Wi 
和 Ws 分 别 是 [Wi] 和 [Wa] 的 表示 元 素 , 证 明 ; d(Wi A Wa) = 0, 且 Wi 人 Wa 
在 H"1”(M, 民 ) 中 确定 的 同调 元 素 仅 与 [Wi] 和 [W2] 的 选取 有 关 , 与 Wi 和 W2 
的 选取 无 关 . 

4. 设 M 是 一 mm 维 复 流 形 , 任 取 [Wi] € Hue)(M)，[Wa] € H(P21%2)(M), 
Wi 和 Wa 分 别 是 [Wi] 和 [Wa] 的 表示 元 素 . 证 明 : 6(Wi 和 Wz) = 0, 且 Wi 人 
Wz 在 Hzi+pamt+e(M) 中 确定 的 同调 元 素 仅 与 [Wi] 和 [Ws] 的 选取 有 关 ， 
与 Wi 和 Wa 的 选取 无 关 . 而 如 果 将 这 一 元 素 定义 为 [Wi] 与 [Wz] 的 乘积 ， 


证 明 : 旬 HP:9(M) 是 一 代数 . 并 证 明 : 如 果 玉 : Mi 一 M2 是 复 流 形 Mi 到 


p+gq=0 
复 流 形 1M 的 解析 同 胚 , 则 F* ， 狼 HO(Mz) 力 Ho 是 一 代 
2 十 9 一 0 D 十 9 一 0 
数 同 构 . 
5. 设 M 是 mm 维 紧 复 流 形 , 任 取 [Wi] e HOU [Wa] € Hzm -9(MND)， 
Wi 和 分 别 是 [Wi] 和 [Wa] 的 表示 元 素 . 证 明 ; 积分 Wi 人 Wa 仅 与 [Wi] 
M 


和 [Wa] 的 选取 有 关 , 与 WW 和 Wi 的 选取 无 关 , 因而 (Wi], [W2]) >， / WiAW 
M 


是 HP?9(M) x Hm-?'"-0(M) 上 的 双 线 性 函数 . 
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6. 在 上 题 中 如 果 进 一 步 假定 同调 群 Hze)(M) 都 是 有 限 维 的 , 且 双 线性 函 
数 ([Wi], [Wa]) / WiAWs 是 非 退 化 的 , 即 对 于 任意 给 定 的 [Wa], ([Wi], [VW2]) 
M 


= 0 对 于 所 有 [Wi] e H(?'9(M) 成 立 当 且 仅 当 [W2] = 0, 而 对 于 任意 给 定 
的 [Wi], (Wi], [Wz]) = 0 对 于 所 有 [Wz] < HY:?(M) 成 立 当 且 仅 当 [Wi] = 0. 
证 明 : Ha) (M)* ~ HT-Pm-9) (M). 

7. 如 果 将 * 算 子 限制 在 A(M, TW:'?(M)) 上 , 证 明 ， 


六 六 一 (~1)?+a1d. 


8. 设 忆 是 一 紧 Riemann 曲面 , 证 明 ; RR 的 一 阶 Betti 数 bh(R)= dim HI (AR, 
民 ) 是 偶数 , 而 RR 的 零 阶 Betti 数 dim HCR, RR) 和 二 阶 Betti 数 dim H?(R, R) 
都 为 1. 

9. 设 M 是 m 维 紧 Kihler 流 形 , 试 证 : (1) M 上 任意 非 零 的 全 纯 (p, 0)- 
形式 都 不 是 d 正 合 的 ; (2) M 上 任意 非 零 的 全 纯 (p,0)- 形式 都 是 d 闭 的 ; (3) 
映射 HOUM) 一 H?(M,C) 是 单 射 . 

10， 已 知 当 r 是 奇数 时 ，Hr(CP",C) = 0, 而 当 0 < r < 2n 是 偶数 时 ， 
H"(CP",C) = C. 证 明 : 如 果 g 关 p, 则 Hs*(CP",A?TWi0))= 二 0; 如 果 0 < pgn, 
则 HP(CP",A?T6,0)) = C, 特别 地 , CP” .上 无 非 零 的 全 纯 微分 . 

11. 证 明 : 紧 Kihler 流 形 上 全 纯 (p, 0)- 形式 都 是 Aa 的 调和 形式 . 

12， 利 用 基本 恒等式 I 和 苇 在 紧 致 Kahler 流 形 上 给 出 Aa = 2A5 的 
证 明 . 

下 面 13 一 21 题 是 在 附加 了 A(?'?(EE) 为 完备 空间 的 假设 下 给 出 关于 Hodge 
定理 证 明 的 基本 思想 , 需要 说 明 这 里 的 假设 是 不 成 立 的 , 但 是 这 些 习 题 仍然 能 够 
帮助 读者 理解 在 Hodge 定理 的 证 明 中 需要 用 到 的 一 些 基本 工具 . 

13. 设 M 是 紧 复 流 形 , EE 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , M 的 全 纯 切 从 Ti,0)(M) 
和 互 上 都 给 定 了 Hermite 度量 . 我 们 以 A(?'?(E) 表示 所 有 光滑 的 E- 值 (p, q)- 
形式 构成 的 线性 空间 , 而 以 AY8'? (EE) 表示 其 在 本 章 第 2 节 中 定义 的 内 积 ( ，) 
所 成 的 内 积 空间 . 现在 , 在 44,9 (已 ) 上 另外 定义 一 个 新 的 内 积 ( ，): 为 : 对 于 
任意 f,g € A?'?(E), 令 


(f,9)1 = (f,9) + (6f,69) + (84,0°9). 


以 4429(B) 表示 利用 这 一 内 积 得 到 的 内 积 空间 . 定义 一 个 映射 了: A 人” (EE) 一 
A4"'D(E) 为 I(f) = f. 证 明 : I 是 有 界线 性 算 子 . 
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14， 条 件 与 13 题 相同 . 假定 A482(E) 和 4?”'2(E) 都 是 完备 空间 ， 即 
Hilbert 空间 . 试用 Ascoli 引 理 证 明 上 一 题 定义 的 映射 了: A (E) 一 49 (EE) 
是 紧 算 子 , 即 7 将 Af”'2(E) 中 的 任意 有 界 集 映 为 AY'(E) 中 闲 包 为 紧 集 的 
集合 . 

15， 对 于 任意 f € AY'?(E), 在 A 中 (B) 上 定义 一 线性 函数 L; 为 ; 
对 于 任意 9 € 4 名 9 (可 令 Li(g) = (g,f)o， 证 明 : Ly : 4 (有 一 C 
是 有 界线 性 函数 .由 此 利用 Riese 表示 定理 , 得 存在 h E 4f29( 盏 )， 使 得 对 
于 任意 g < 42(B)，(9, Po = (9, 有 D1. 将 记 为 有 一 工 (]), 则 得 线性 映 
射 了 : 4 中 ( 忆 ) 一 A490)(E), fr 工 (f). 证 明 :了 是 有 界线 性 算 子 , 且 TI < 1. 

16. 利用 映射 荆 : A8'?(E) 一 429(B) 和 映射 了 : A 中 (E) 一 AY’( 玉 ) 
我 们 得 到 映射 To7 : A?'?( 刀 ) -4 (局 ,仍然 记 为 了 . 证 明 : 了 是 一 自 对 偶 
算 子 . 

17， 利 用 15 题 证 明 ， 映射 了 : AY'?(E) 一 492(B) 是 Hilbert 空 
间 489(B) 上 自 对 偶 的 紧 算 子 ， 由 此 利用 Hilbert 空间 理论 知 44?'(E) 可 
分 解 为 人 的 特征 子 空间 的 直 和 , 且 如 果 入 是 人 的 特征 值 , 满足 入 头 0, 则 工 关 
于 特征 值 的 特征 子 空间 是 有 限 维 线性 空间 . 证 明 : 0 不 是 工 的 特征 值 . 

18. 利用 等 式 

(gf)o = (g, T(f))1 = (9, T(f))o + (G9,6T(f))o + (0 f,0T(f))o 
= ((I+ As)g, Tf))o, 
证 明 ; T7! = (I 十 As). 由 此 进一步 证 明 : f € AP'Y (E) 是 工 关于 特征 值 和 
的 特征 向 量 当 且 仅 当 f 是 A5 对 于 特征 值 2 的 特征 向 量 , 利用 此 证 明 : 所 
有 人 As 的 EB- 值 (p,q)- 调和 形式 构成 一 有 限 维 的 线性 空间 , 从 而 得 到 Hodge 定 
理 中 的 (2). 

19. 利用 A8'?(E) 关于 了 的 特征 子 空间 的 直 和 分 解 , 给 出 AY?'0(E) 关 

于 A5 的 特征 子 空间 的 直 和 分 解 


4 人 (可 = BU (E), 
其 中 U4?'9(E) = {f € A8'0(E)| As(f) = 去 门 是 As 关于 特征 值 去 的 特征 
子 空间 . 证 明 : As 的 特征 值 t; 都 满足 t; > 0. 


20， 利用 上 一 题 给 出 的 正 交 直 和 分 解 4p 9 (B) = @U?'0(E). 定义 鼎 
射 Py : 490(E) 一 U4” (BE) 为 正 交 投影 , 而 定义 映射 C : 4 92(B)o0 一 
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A8'D(E) 为 G 在 U4” 中 (E) 上 为 零 , 而 对 于 到 关 0 ED 令 G(f) = 
二/. 证 明 : G 与 A5 可 交换 , 且 
T= Py AsG. 


21. 如 果 fe 4tz9(B) 是 5 闭 的 微分 形式 , 证 明 : f - Py(f) 是 5 正 合 的 
微分 形式 . 而 如 果 户 , 户 e AY'9) (EE) 都 是 A5 的 调和 微分 形式 , 满足 及 一 名 是 
正 合 的 微分 形式 . 证 明 : fi = 户 , 由 此 得 到 Hodge 定理 中 的 (3). 

下 面 习题 将 给 出 关于 乘积 空间 同调 群 的 Kiinncth 公式 . 

22. 设 Mi, M2 都 是 紧 复 流 形 ，Hi, Hz 分 别 是 Mi, Mz 的 全 纯 切 从 上 给 定 
的 Hermite 度量 , Hi @ Ho 是 其 在 Mi x Mz 上 诱导 的 Hermite 度量 . 设 A5 
和 Aiz, Az5 分 别 是 上 面 度量 在 Mi x M2 和 M1, Ma 上 确定 的 Laplace 算 子 . 
证 明 : 对 于 任意 f € A?190 (Mi1), g € Al?2:92) (M2)， 


As(f Ag) = (Ai5(f)) Ag + fr(A25(9)). 


23. 假设 与 22 题 相 同 . 设 F 是 Mi x M2 上 的 函数 , 满足 对 于 Mi 上 任意 
的 函数 h 和 M2 上 任意 的 函数 g, 恒 有 
1// F.h.g=0. 
M1]xM> 


证 明 : F = 0. 

24. 利用 23 题 证 明 : 形式 为 hg 的 微分 形式 构成 了 内 积 空间 4f'9 (M1 x 
Ma) 中 的 笛子 集 , 其 中 h € 4 g € A (Mz) 而 pi 二 pz =p， 
qi 十 q2 二 q. 利用 此 进一步 证 明 : 如 果 


A (Mi) 一 BV?) (MI)) 


和 
482 22)(Ma) 一 @U (Mo) 
分 别 是 Aiz 和 As5 关于 其 特征 子 空间 的 直 和 分 解 , 则 


AbP'®) (MI x M2) = 个 UP?) (Mi) 入 Ul?2'02) (Mz) 
Pi 十 p2 一 D,91 十 q2 一 9 


是 A5 在 Mi x Ma 上 关于 其 特征 子 空间 的 直 和 分 解 
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25. 利用 24 题 证 明 Kiinncth 公式 : 如 果 Mi 和 Ma 都 是 紧 复 流 形 , 则 


Ho x M2,C) = 个 Her C) 四 H‘?2:9%) (M2, C). 
P1+p2=P,91+92=4 

26. 对 于 * 算 子 , 验证 等 式 ** (ww) = (一 1)?14w, 其 中 心 是 巨 值 (p,q)- 形 
式 , 问 如 果 w 和 wa 都 是 调和 微分 形式 , wi A wa 是 否 仍 是 调和 微分 形式 . 

27. 在 可 定向 的 紧 Riemann 流 形 上 对 微分 形式 定义 * 算 子 , 并 给 出 关于 x* 
的 等 式 . 

28. 利用 Atiyah-Singer 指标 定理 证 明 : 如 果 M 是 紧 复 曲面 , r : BE- M 
是 M 上 二 维 全 纯 向 量 从 , 则 

dim H°(M, E) — dim H'(M, E) + dim H*(M, E) 
= | (35) - 202(E) + 3a (Ba(Ta nM)) 
M 


十 3 (Too)(M)) 十 ac(ruo(QO] 


29. 证 明 本 章 第 3 节 中 的 等 式 (5.3.2) 和 (5.3.3). 

30. 设 M 是 紧 复 流 形 , EE 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , M 的 全 纯 切 从 Tl10)(M) 
和 瑟 上 都 给 定 了 Hermite 度量 . 对 于 由 这 些 度量 确定 的 * 算 子 , 证 明 : 如 果 ww 
和 w 痢 是 B- 值 (p,q)- 形式 , 则 (wv) = (xw,*v2), 即 *: K(M,TP'9 (EF)) 一 
K(M,T(m-P?'m-9)(p*)) 是 Hilbert 空间 的 等 距 同 构 . ， 


第 6 章 层 与 层 同调 论 (Cech 同调 ) 


层 是 上 世纪 40 年 代 在 代数 几何 研究 中 发 展 起 来 的 一 个 工具 , 在 代 
数 几 何 和 复 几何 里 被 广泛 应 用 . 通过 层 与 层 同 调 群 , 我 们 往往 可 以 将 
需要 讨论 的 问题 , 以 及 问题 从 局 部 解 到 整体 解 求解 的 阻碍 表述 得 更 加 
清楚 、 更 加 明确 , 进而 通过 层 同调 论 建立 起 来 的 一 些 基 本 方法 和 定理 ， 
我 们 可 以 方便 地 对 这 些 问题 进行 研究 . 这 一 章 我 们 将 以 复 流 形 为 例 对 
层 与 层 同调 论 作 详 细 的 讨论 , 并 给 出 它们 的 一 些 应 用 . 例如 , 我 们 将 给 
出 上 一 章 对 全 纯 向 量 从 定义 的 Dolbeault 同调 群 , 与 在 这 一 章 对 向 量 
丛 的 全 纯 截 影 层 定义 的 Cech 同调 群 的 同 构 关 系 ; 给 出 紧 Riemann 曲 
面 上 Riemann-Roch 定理 的 表示 和 证 明 ; 讨论 在 Cm 中 的 区 域 上 如 何 
求解 Cousin 问题 I 和 Cousin 问题 I; 给 出 紧 Riemann 曲面 上 全 纯 线 
从 的 分 类 ; 等 等 . 下 一 章 我 们 还 将 以 层 同 调 群 为 工具 讨论 紧 复 流 形 到 
复 投影 空间 的 嵌入 问题 . 对 于 更 一 般 的 同调 理论 和 同调 群 相互 之 间 的 
关系 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [12]. 


86.1 层 


在 复 流 形 以 及 复 流 形 上 向 量 从 的 讨论 中 , 我 们 经 常 看 到 , 所 讨论 的 
对 象 局 部 都 是 欧 氏 空间 中 的 开 集 或 者 欧 氏 空间 中 的 开 集 与 某 一 向 量 空 
间 的 乘积 . 我 们 在 流 形 上 讨论 的 问题 通常 都 需要 先 假定 这 一 问题 对 于 
欧 氏 空间 中 的 开 集 (或 者 欧 氏 空间 中 某 些 性 质 比 较 好 的 开 集 ) 是 可 解 
的 . 换 名 话说 , 我 们 在 流 形 上 讨论 的 问题 通常 都 需要 假设 局 部 是 可 解 
的 . 我 们 希望 知道 的 是 , 这 一 问题 是 否 整体 有 解 , 或 者 说 在 什么 条 件 下 
能 够 通过 局 部 解 的 存在 得 到 整体 解 的 存在 . 下 面 以 Cousin 问题 I 为 
例 进行 说 明 . 

在 单 复 变 函数 中 我 们 曾经 讨论 过 这 样 的 问题 : 设 Q 是 复 平面 C 中 
的 区 域 , {z} 是 9 中 给 定 的 点 列 , 在 9 内 无 极限 点 , 假定 对 于 任意 w， 
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Cnl Cnkn, 
P= tt cm syCnk, EC 
7 nn 


是 一 给 定 的 、 在 zn 处 Laurent 展 式 的 主 部 , 问 是 否 存在 9 上 的 亚 纯 函 
数 f, 使 得 f 仅 以 {z%} 中 的 点 为 极点 , 并 且 在 2 处 Laurent 展 式 的 
主 部 就 是 P,(z)? 这 一 问题 在 单 复 变 函数 中 称 为 Mittag-LefHer 问题 . 
将 这 一 问题 推广 到 多 复 函 数 和 复 流 形 上 , 则 问题 变 为 : 问 在 复 流 形 M 
上 是 否 存 在 亚 纯 函 数 , 使 其 具有 某 一 种 给 定 的 、 类 似 于 局 部 Laurent 
展 式 这 样 的 奇异 性 . 这 里 由 于 多 元 解析 函数 的 极点 都 不 是 孤立 的 , 没 
有 Laurent 展 式 . 因而 首先 要 明确 什么 是 给 定 的 奇异 性 , 怎样 表示 这 种 
奇异 性 ? 对 此 的 处 理 方法 是 : 首先 假定 这 样 的 奇异 性 问题 局 部 是 可 解 
的 , 即 对 于 每 一 点 Pe M, 都 存在 P 点 的 一 个 邻 域 UC M, 使 得 在 U 
上 具有 给 定 奇异 性 的 亚 纯 函数 是 存在 的 ; 再 将 这 样 的 邻 域 换 成 M 的 
开 覆 盖 , 则 我 们 的 问题 可 以 表述 为 : 设 存在 M 的 一 个 开 履 盖 {U6。}, 并 
且 在 每 一 个 U0。 上 给 定 了 一 个 亚 纯 函数 f。, 满足 当 Us nn Ue 产儿 时， 
fo 一 f8 是 Usan Ue 上 的 解析 函数 , 问 是 否 存在 M 上 的 亚 纯 函数 f, 使 
得 在 每 一 个 U。 上 , f - fo 都 是 解析 函数 . 这 一 问题 在 多 复 分 析 中 称 
为 Cousin 问题 L 在 这 一 问题 中 , f。 是 事先 假定 存在 的 问题 的 局 部 解 ， 
而 f 是 需要 得 到 的 问题 的 整体 解 . 怎样 通过 局 部 解 得 到 整体 解 呢 ? 多 
复 分 析 的 方法 是 : 当 Us Nn Ug 了 8 时 ,在 UsnUe 上 令 hog = fo 一 fa. 
由 假设 ， hagp 是 UsNUg 上 的 解析 函数 , 满足 


hag 十 hpa 一 0， Rae 十 hgy 十 hya 一 0. 


这 时 , 如 果 对 于 任意 [ns 了 2, 都 有 has = 0, 则 只 需 定义 函数 f 为 ， 
令 fl = fo, 则 了 就 是 问题 的 整体 解 . 如 果 hse 关 0, 但 对 每 一 个 a 
存在 Us。 上 的 解析 函数 h。, 使 得 在 Us Nn Us 上 hag = ho 一 ha, 则 只 要 
在 Us。 上 令 f= f。 -ho, 我 们 也 得 到 了 问题 的 整体 解 . 因此 集合 {hs} 
就 是 我 们 通过 局 部 解 得 到 整体 解 的 阻碍 (obstruction). 我 们 的 问题 
是 怎样 表示 和 研究 这 样 的 阻碍 . 层 与 层 同调 论 为 描述 这 种 从 局 部 解 到 
整体 解 的 阻碍 提供 了 一 个 十 分 有 用 的 工具 , 它 将 这 样 的 阻碍 {hsp} 表 
示 为 某 一 个 同调 群 中 的 元 素 , 这 一 元 素 独立 于 开 覆 盖 {Us。} 和 具体 的 
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局 部 解 {fa} 的 选取 , 使 得 问题 有 整体 解 的 充分 必要 条 件 是 这 个 同调 元 
素 为 零 , 因此 问题 的 研究 就 化 为 对 某 些 同调 群 的 研究 . 而 层 同调 论 同 时 
为 这 样 的 研究 提供 了 相关 的 理论 . 在 许多 情况 下 , 我 们 能 够 通过 其 他 的 
方法 证 明 这 些 阻碍 所 在 的 同调 群 为 零 ( 称 为 消 没 定理 , 即 阻碍 消失 ), 因 
而 由 局 部 解 我 们 就 能 得 到 问题 的 整体 解 . 在 本 章 和 下 一 章 中 我 们 将 看 
到 许多 这 样 的 例子 . 

从 男 外 一 个 角度 , 对 于 我 们 希望 研究 的 复 流 形 (或 者 其 他 空间 ), 我 
们 需要 在 其 上 建立 一 些 结构 (例如 , 代数 结构 ), 用 以 表述 流 形 的 性 质 ， 
刻画 不 同 流 形 之 间 的 差异 . 而 层 与 层 同 调 论 为 此 提供 了 一 个 很 好 的 语 
言 和 工具 . 我 们 可 以 通过 流 形 上 某 些 层 同 调 群 的 性 质 来 说 明 流 形 的 
性 质 , 通过 流 形 上 某 些 同调 类 的 描述 来 给 出 流 形 的 特征 . 例如 , 在 上 
一 章 中 , 我 们 通过 6 算 子 和 (p,q)- 形式 定义 了 复 流 形 上 全 纯 向 量 从 
的 Dolbeault 同调 群 , 并 给 出 了 Hodge 定理 . 然而, 这 些 同调 群 的 几 
何 意义 是 什么 ? 怎样 应 用 相关 的 结果 了 呢 ? 通过 层 与 层 同调 论 , 我 们 将 
给 出 这 些 同 调 群 的 另 一 种 形式 , 即 这 一 章 我 们 要 讨论 的 全 纯 向 量 从 解 
析 截 影 芽 层 的 Cech 同调 群 . 而 在 许多 情况 下 , 我 们 往往 可 以 将 需要 讨 
论 的 问题 , 以 及 问题 从 局 部 解 到 整体 解 的 阻碍 通过 Cech 同调 群 转换 
到 Dolbeauit 同调 群 , 再 应 用 Hodge 定理 等 得 到 相关 的 结论 . 例如 , 在 
下 一 章 中 , 我 们 总 是 先 将 问题 的 整体 解 存 在 的 阻碍 化 为 某 些 Cech 同调 
群 的 元 素 , 再 利用 上 面 的 同 构 关系 转换 为 Dolbeault 同调 群 的 元 素 , 最 
后 利用 Hodge 定理 给 出 在 一 定 条 件 下 这 些 同 调 群 为 零 ( 即 消 没 定理 )， 
从 而 得 到 问题 的 解 . 总 之 , 对 于 复 流 形 、 复 几何 和 代数 几何 , 层 与 层 同 
调 论 是 一 个 十 分 重要 和 经 常用 到 的 工具 . 

下 面 我 们 先 讨论 层 理论 的 一 个 基本 概念 一 一 芽 (germ). 上 面 我 们 
说 过 希望 通过 描述 从 局 部 解 到 整体 解 的 阻碍 , 以 求 得 问题 的 整体 解 , 因 
此 首先 要 解决 的 是 怎样 表示 局 部 解 . 这 里 我 们 说 一 个 问题 对 于 流 形 M 
是 局 部 有 解 的 , 如 果 对 于 任意 点 P < M, 总 存在 已 点 的 一 个 邻 域 D， 
使 得 问题 在 UV 上 有 解 了 , 显然 这 时 只 要 UV 是 包含 P 的 开 集 即 可 , 将 
这 样 的 解 表示 为 (UV,T)， 由 于 问题 的 解 可 能 不 是 唯一 的 (如果 唯 一 ， 
则 由 局 部 解 的 存在 性 总 能 得 到 整体 解 的 存在 ), 不 同 的 解 定义 域 不 同 . 


86.1 层 283 


为 了 表示 和 比较 问题 在 P 点 邻 域 的 所 有 解 , 我 们 需要 建立 一 个 等 价 
关系 . 设 (V, 5S) 也 是 问题 在 已 点 邻 域 的 解 , 如 果 存 在 已 点 的 另 一 邻 
域 O C Vn 使 得 如 。 = 5|,, 则 称 (0,T) 与 (V,5) 在 P 点 给 出 了 相同 
的 局 部 解 , 或 者 称 解 (CT) 与 (V5) 在 了 点 等 价 , 记 为 (U,T) ~ (V, 5). 
显然 对 于 问题 在 P 点 邻 域 的 所 有 解 , ~ 是 一 等 价 关系 , 关于 ~ 的 每 一 
个 等 价 类 就 是 问题 在 P 点 邻 域 的 一 个 局 部 解 , 称 为 问题 的 解 在 已 点 
的 一 个 芽 . 芽 的 全 体 就 是 问题 在 P 点 的 所 有 局 部 解 . 

以 我 们 在 第 1 章 中 讨论 过 的 解析 函数 的 芽 环 为 例 . 设 M 是 一 复 
流 形 , Ps M 是 任意 给 定 的 点 , P 点 邻 域 7 上 的 解析 函数 上 和 已 点 
邻 域 了 上 的 解析 函数 9 称 为 在 已 点 等 价 , 如 果 存 在 P 点 的 另 一 邻 
域 O < UNV, 使 得 f|， = 9|。 对 于 已 点 邻 域 的 所 有 解析 函数 , 这 
是 一 个 等 价 关系 , 每 一 个 等 价 类 称 为 解析 函数 在 已 点 的 一 个 芽 , 芽 的 
全 体 记 为 gp. 另 一 方面 , P 点 邻 域 的 所 有 解析 函数 利用 函数 的 加 和 乘 
构成 一 个 环 (当然 , 对 于 不 同 的 函数 , 我 们 只 能 在 其 公共 定义 域 上 考虑 
加 和 乘 的 运算 ). 而 上 面 关 于 芽 的 等 价 关 系 显 然 与 加 和 乘 可 交换 , 因而 
我 们 可 以 在 9p 中 定义 加 和 乘 , 即 9p 中 两 个 元 素 的 加 和 乘 就 是 其 任 
意 表示 元 素 的 加 和 乘 的 等 价 类 .利用 这 样 的 运算 , 9p 成 为 一 个 环 , 称 
为 复 流 形 M 在 已 点 的 解析 函数 的 芽 环 . 不 难看 出 , 如 果 (zl …… ; zm) 
是 PP 点 邻 域 的 局 部 坐标 , 满足 zi(P) = 0,1 = 1,… ,m, 则 9p 与 所 有 关 
于 zj,…. ,zm 收 伍 的 暴 级 数 构成 的 环 同 构 . 利用 完全 同样 的 方法 , 我 
们 也 可 以 定义 M 上 连续 函数 在 P 点 的 芽 环 Cp, 光滑 函数 在 P 点 的 
芽 环 C8 和 亚 纯 函 数 在 P 点 的 芽 构 成 的 域 Mp. 

再 看 一 个 例子 . 设 r : 下 、，M 是 复 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 从 ,， 
Pe M 是 任意 给 定 的 点 , 我 们 考虑 已 在 P 点 邻 域 的 所 有 全 纯 截 影 . 按 
照 上 面 同样 的 方法 , 我 们 定义 这 些 全 纯 截 影 在 P 点 的 等 价 关系 为 : 设 s 
和 分 别 是 互 在 PP 点 邻 域 U 和 VV 上 的 全 纯 截 影 , 如 果 存 在 PP 的 一 
个 邻 域 Oc Un VV, 使 得 so = 4, 则 称 s 和 在 PP 点 等 价 . 由 此 得 
到 的 等 价 类 称 为 EE 在 PP 点 的 全 纯 截 影 的 芽 , 所 有 节 的 集合 以 9p(E) 记 
之 . 由 于 万 是 向 量 从 , 利用 忆 的 截 影 之 间 的 加 法 和 截 影 与 复数 的 乘法 ， 
我 们 得 到 9p(E) 是 一 线性 空间 . 另 一 方面 , 由 于 P 点 邻 域 上 的 解析 函 
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数 与 互 在 P 点 邻 域 的 全 纯 截 影 的 乘积 仍然 是 E 在 PP 点 邻 域 的 全 纯 
截 影 , 而 这 样 的 乘积 运算 在 取 芽 的 等 价 类 时 是 不 改变 等 价 关 系 的 ， 利 
用 此 , 我 们 可 以 定义 解析 函数 在 P 点 的 芽 环 9p 中 的 元 素 与 妃 的 全 纯 
截 影 在 PP 点 的 芽 构 成 的 线性 空间 9p(B) 中 的 元 素 的 乘法 . 在 这 个 运 
算 下 , 9p(E) 成 为 环 gp 上 的 模 . 

下 面 关 于 全 的 一 些 例子 在 拓扑 学 中 经 常用 到 . 设 X 是 一 拓扑 空 
间 , G 是 一 给 定 的 群 (或 者 环 , 域 ), 例如 , G = Z,Q,R,C 分 别 是 整数 
环 , 有 理 数 域 , 实数 域 和 复数 域 . 给 G 以 离散 拓扑 ( 即 G 中 任意 子 集 都 
是 G 的 开 集 ), 任 取 P e X, 考虑 P 点 邻 域 到 G 的 连续 映射 ( 即 局 部 
为 常 值 的 映射 ) 的 芽 , 以 Gp 记 所 有 这 些 芽 的 全 体 , 则 不 难看 出 Gp 也 
是 群 (或 者 环 , 域 ), 并 与 G 同 构 . 

芽 作为 描述 局 部 性 质 的 一 种 工具 , 我 们 最 终 希 望 的 是 通过 它 来 表 
述 一 些 整 体 性 质 , 因此 我 们 需要 建立 不 同 点 的 芽 之 间 的 关系 . 下 面 仍 然 
以 复 流 形 M 及 M 上 解析 函数 的 芽 环 bp 为 例 . 令 

0(M)= U bp, 
PeM 

定义 投影 x : 6(M) 一 M 为 : 对 于 任意 点 Pe M,7-1(P) = gp. 为 了 
建立 不 同 点 的 芽 之 间 的 连接 关系 , 我 们 需要 在 0(M) 上 定义 一 个 拓扑 
结构 . 首先 任 取 fe gp Cc 9(M), 取 f 的 一 个 表示 元 素 f, 则 f 是 定义 
在 忆 点 的 菜 一 个 令 域 Z 上 的 解析 函数 . 这 时 对 于 任意 点 Qe U, 了 同 
样 是 Q 点 邻 域 上 的 解析 函数 , 因而 确定 了 解析 函数 在 Q 点 的 一 个 芽 ， 
以 fo € bo 记 之 . 由 此 我 们 得 到 一 个 映射 UU 一 8(M),Q 局 fa € 9. 
以 二 = {fo|Q es U} 表示 映射 的 像 集 , 则 映射 @ 一 fo 是 UV 到 上 的 
一 个 一 一 对 应 . 现在 将 这 一 对 应 看 做 M 中 开 集 U 到 其 像 集 太 的 拓扑 
同 胚 , 即 5 中 一 个 子 集 是 开 集 , 当 且 仅 当 其 在 Z 中 对 应 的 集合 是 U 
中 的 开 集 . 对 于 任意 给 定 的 fe 0(M), 将 上 面 方法 定义 的 0(M) 中 的 
开 集 的 集合 作为 广 的 邻 域 基 , 由 芽 的 定义 不 难看 出 , 这 一 邻 域 基 与 表 
示 元 素 f 的 选取 无 关 . 对 于 9(M) 中 的 每 一 个 元 素 , 我 们 按照 上 面 方 
法 得 到 了 其 邻 域 基 . 然后 利用 所 有 这 样 的 邻 域 基 生 成 9(M) 中 的 开 集 ， 
进而 9(M) 成 为 一 拓扑 空间 , 而 r : 0(M) 一 M 是 局 部 同 胚 的 连续 映 
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射 . 更 进一步 , 对 于 任意 点 P < M, 利用 解析 函数 的 加 和 乘 运算 不 难 
看 出 , 解析 函数 芽 环 gp 中 元 素 的 加 和 乘 运算 对 于 上 面 的 拓扑 是 连续 
的 , 即 对 于 任意 所 Ee 0p, 存在 点 的 一 个 邻 域 0 以 及 下 的 邻 域 态 
和 7 的 邻 域 bh, 使 得 x: 扩 一 UV 和 :Uo 一 U 是 同 胚 . 而 对 于 任意 
点 Qe U7-1(Q) 在 本 中 的 元 素 与 +-1(Q) 在 态 中 的 元 素 的 和 与 积 
分 别 落 在 了 + 了 与 六 .5 的 邻 域 中 . 9(M) 按照 上 面 方法 定义 了 拓扑 后 
就 称 为 M 上 解析 函数 的 芽 层 , 仍 记 为 0(M). 
利用 与 上 面 讨论 同样 的 方法 , 我 们 不 难 在 微分 流 形 上 定义 光滑 函 
数 的 芽 层 A(M), 在 拓扑 空间 X 上 定义 连续 函数 的 芽 层 C(X). 类 似 
地 , 设 : 巨 一 M 是 复 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 利用 EE 的 全 纯 截 影 
的 芽 gp( 百 , 令 
(E)= \ bp(E), 


PeM 
则 以 处 理 9(2M) 同样 的 方法 , 6(E) 成 为 一 拓扑 空间 , 称 为 BB 的 全 纯 截 
影 芽 层 . 而 对 于 层 9(E), 更 进一步 , 上 面 我 们 已 经 说 明了 当 Pe M 时 ， 
9p(E) 是 解析 函数 芽 环 gp 上 的 模 , 而 且 乘 积 运算 也 是 连续 的 , 即 对 于 
任意 $e gp( 刀 ,六 ebp,3 与 广 邻 域 中 元 素 的 乘积 落 在 广 s 的 邻 域 中 
在 这 个 意义 下 我 们 称 层 9(E) 为 层 9CM) 的 模 层 . 

以 上 面 复 流 形 M 上 解析 函数 芽 层 g(CM) 为 例 , 我 们 现在 给 出 层 的 
一 般 定 义 . 

定义 6.1.1 设 X 和 Y 都 是 拓扑 空间 , x :YY 一 六 是 连续 映射 ， 
如 果 x:Y 一 满足 下 面 两 个 条 件 , 则 称 了 为 X 上 的 层 : 

(1) 7 : Y 一 XX 是 满 射 , 且 r 是 局 部 同 胚 的 映射 即 对 于 任意 
点 PeY, 存在 PP 的 邻 域 U 和 7x(P) 的 邻 域 V, 使 得 x:U 一 VV 是 拓 
扑 同 胚 ; 

(2) 对 于 任意 点 Pe 和 , 集合 x-I(P) 上 有 群 (或 者 环 , 域 ) 的 代数 
结构 , 满足 r-I(P) 上 的 代数 运算 是 连续 的 . 即 对 于 任意 元 素 s1, s2 E 
Ax-1(P), 分 别 存在 s; 和 ss 的 邻 域 号 和 Us, 以 及 PP 的 邻 域 V, 使 
得 zx :Ui 一 V 和 zx :Us 一 V 都 是 同 胚 ,而 对 于 任意 QEV,x-?T(Q)NMUi 
中 的 元 素 与 x-1(Q@) n Us 中 的 元 素 的 乘积 落 在 s1 . ss 的 邻 域内 ( 见 


286 第 6 章 层 与 层 同 调 论 (Cech 同调 ) 


图 6.1.1). 


图 6.1.1 


设 m:Y 一 XX 是 XX 上 的 层 , 对 于 任意 点 Pe X, rr-I(P) CY 称 
为 层 了 在 PP 点 的 芝 , 而 x-1(P) 中 的 元 素 则 称 为 层 Y 在 PP 点 的 芽 . 

如 果 层 x :Y 一 X 满足 对 于 任意 点 P < X, r-1(P) 都 是 Abel 群 ， 
则 称 Y 为 Abel 层 , Abel 层 是 层 同 调理 论 讨论 的 主要 对 象 . 

例 1 设 X 是 拓扑 空间 , G 是 Abel 群 , G 上 给 定 了 离散 拓扑 . 对 
于 任意 点 Pe X, 上 面 我 们 定义 了 由 P 点 邻 域 到 G 的 连续 映射 的 芽 
构成 的 群 Gp, 令 X(G) = 山 Gp, 按照 与 层 9(M) 的 完全 相同 的 处 


理 方法 , 我 们 可 在 X(G) 上 定义 拓扑 以 及 连续 映射 r : X(G) 一 和 使 
得 X(G) 成 为 久 上 的 层 . X(G) 称 为 拓扑 空间 X 的 G 群 层 . 

例 2 设 X 是 一 拓扑 空间 , GL(n) 表示 由 所 有 n 阶 实 可 道 矩阵 
构成 的 群 , 则 GL(n) 可 以 看 做 是 R"*x” 中 的 开 集 , 我 们 可 以 定义 X 
到 GL(n) 连续 映射 的 芽 层 . 当 n > 1 时 , 由 此 得 到 的 层 不 是 Abel 层 . 

我 们 在 上 面 给 出 的 关于 层 的 几 个 例子 都 是 通过 某 一 类 映射 的 芽 来 
构造 的 , 这 一 过 程 也 可 反 过 来 . 首先 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 6.1.2 设 r: 了 一 开 是 和 上 的 层 ,cxX 是 X 中 的 开 
集 , 连续 映射 s : 7 一 了 如 果 满 足 ros = Id, 即 对 于 任意 点 Pe U, 恒 
有 s(P) e -1(P), 则 称 s 为 层 Y 在 UV 上 的 一 个 截 影 . 

我 们 以 I(U,Y) 记 层 Y 在 UV 上 的 截 影 全 体 ,， 由 于 我 们 在 层 的 定 
义 中 假定 了 x-1(P) 上 代数 运算 是 连续 的 , 因此 , 如 果 Y 是 Abel 群 ， 
则 利用 芽 相 互 之 间 的 代数 运算 ,对 于 任意 s1,s2 < T(U,Y), P e 也 
令 (si 十 52)(P) = si(P) 十 s2(P), 则 si 十 sz 也 是 层 Y 在 U 上 的 截 影 . 
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由 此 , T(U,Y) 也 是 Abel 群 , 称 为 层 Y 在 U 上 的 截 影 群 . 

例 3 设 MM 是 复 流 形 , 9(M) 是 M 上 解析 函数 的 芽 层 , 设 UcCM 
是 M 中 的 开 集 , f 是 UV 上 的 全 纯 函数 , 则 对 于 任意 PeU 令 fp 为 f 
在 已 点 定义 的 芽 , 则 P 五 fp 是 层 9(M) 在 UV 上 的 一 个 截 影 . 反 
之 , 设 s 是 8(M) 在 UV 上 的 一 个 截 影 , 则 对 于 任意 P < U, s(P) 是 一 
个 全 纯 函 数 的 芽 , 由 s 的 连续 性 , 这 一 函数 在 P 点 邻 域 唯一 确定 , 因 
此 s 必须 是 由 一 个 全 纯 函 数 定义 的 截 影 . 这 样 , 我 们 得 到 T(U, 9(2M)) 
就 是 UV 上 所 有 解析 函数 构成 的 环 . 同 理 , 设 r :EE 一 M 是 M 上 的 全 
纯 向 量 从 , 则 对 于 E 的 全 纯 截 影 的 芽 层 9(E), 其 在 开 集 UU 上 的 截 影 
空间 TT(D, 0(E)) 就 是 巨 在 U 上 所 有 全 纯 截 影 构 成 的 向 量 空 间 . 同时 ， 
I(U,0(E)) 也 是 环 (U0(M)) 的 模 . 

设 r:Y 一 六 是 和 上 的 Abel 层 ( 即 对 于 任意 点 Pe XX, -1(P) 
都 是 Abel 群 ), 取 定 P e X, 我 们 考虑 层 了 在 P 点 邻 域 的 截 影 全 体 . 按 
照 上 面 构造 芽 的 方法 , 我 们 可 以 定义 这 些 截 影 在 已 点 的 芽 . 设 sl, ss 分 
别 是 了 在 PP 点 领域 UV 和 VV 上 的 截 影 , 如 果 存 在 了 的 领域 Oc UNV,， 
使 得 51|o = s2|o; 则 称 s1 与 s 在 已 点 等 价 , 记 为 sl ~ s2. ~ 是 一 等 
价 关 系 , 每 一 个 等 价 类 称 为 Y 的 截 影 在 P 点 的 一 个 芽 . 我 们 以 Yp 记 
层 Y 在 PP 点 的 芽 的 全 体 , 则 Yp 也 是 一 Abel 群 , 称 为 了 在 已 点 截 影 
的 芽 群 . 有 趣 的 是 , 通过 Yp, 令 

Y= U Y, 
PexX 
定义 元 :了 一 X 为 投影 , 则 按照 上 面 构造 解析 函数 芽 层 同样 的 方法 ， 
我 们 可 以 在 上 定义 一 个 拓扑 , 使 其 成 为 X 上 的 层 . 

上 面 我 们 通过 层 Y 在 每 一 个 开 集 U 上 的 截 影 空间 T(U,Y) 构造 了 
一 个 新 的 层 了 , 这 一 方法 是 构造 层 的 另 一 个 常用 的 方法 . 这 时 对 于 久 
的 每 一 个 开 集 U, 通过 Y 的 截 影 我 们 得 到 一 个 Abel 群 FT(Z, 六 ), 而 如 
果 VcU 也 是 开 集 ,将 Y 在 rr 上 的 截 影 限制 到 Y 上 , 我 们 得 到 一 个 
群 同 态 映射 Pyy : T(U,Y) 一 了 T(V,Y 了 ),s mm sl 正 是 利用 了 这 一 同 态 ， 
我 们 在 每 一 点 定义 了 一 个 芽 群 Yp, 并 进一步 构造 了 层 了 = 出， YPp. 将 
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这 一 方法 提炼 出 来 , 则 我 们 有 下 面 关于 预 层 (presheaf) 的 定义 . 
定义 6.1.3 ” 设 针 是 一 拓扑 空间 , 如 果 对 X 的 每 一 个 开 集 U, 给 
定 了 一 个 Abel 群 G(U), 并 且 对 于 任意 开 集 VC U, 给 定 了 一 个 群 同 
态 Pyv : G(D0) 一 G(W), 满足 对 于 任意 的 开 集 UV, Prw = Id, 而 如 果 开 
集 WcVcU 则 
Puw = Pyw °° Puv, 


则 称 集合 W = {U,G(), Pyv} 为 祥 上 的 一 个 Abel 预 层 . 

例如 , 如 果 7+:Y 一 钴 是 XX 上 的 Abel 层 , 令 G(V) = TT(U,Y)， 
Pov 为 限制 映射 , 则 W = {UT(U,Y), Pyv} 就 是 X 上 的 一 个 预 层 . 

设 W = {U0,G(D), Puv} 是 XX 上 的 一 个 预 层 , 任 取 点 Pe X, 我 
们 在 集合 5 = {UG(U)| 其 中 U 是 包含 已 的 开 集 } 上 定义 一 个 关系 ~ 
为 : 设 o e G(D), es G(V), 如 果 存 在 P 的 邻 域 0, 使 得 Oc UNV, 而 
在 G(O) 中 , Pyo(a) = Pyo(b), 则 称 es G(D) 与 be G(V) 在 PP 点 等 
价 , 记 为 a~ 上 4b. 

利用 预 层 定义 中 同 态 Puy 满足 的 条 件 Pw = Pyw o Pov, 不 难 
验证 ~ 是 集合 9 上 的 等 价 关系 , 其 每 一 个 等 价 类 称 为 预 层 W 在 P 
点 的 一 个 芽 . 我 们 以 Wp 记 P 点 的 什 的 全 体 . 类 似 在 解析 函数 的 蓉 
环 讨论 中 定义 的 代数 结构 , 我 们 可 以 在 Wp 中 定义 群 结构 为 : 对 于 任 
意 避 bE Wp, 设 a e G(U),5 e G(V) 分 别 是 将 和 的 任意 表示 元 素 ， 
取 一 包含 P 的 开 集 0, 使 得 Oc UnV, 定义 &@4+6 为 G(O) 中 元 
素 Po(a) + Pyolb) 在 Wp 中 确定 的 等 价 类 . 利用 定义 不 难 验证 人 十 
与 表示 元 素 a € G(UV),b e G(V) 和 开 集 O 的 选取 都 无 关 . 这 样 我 们 得 
到 Wp 上 的 一 个 加 法 运算 , Wp 成 为 Abel 群 , 称 为 预 层 W 在 PP 点 的 
芽 群 . 再 令 


Y= UYU Wp, 
Pex 


Tn:Y 一 六 是 将 Wp 映 为 PP 的 投影 . 在 Y 中 定义 拓扑 结构 为 : 任 
取 &eWp CY 设 ae GIU) 是 & 的 一 个 表示 元 素 , 利用 a, 对 于 任意 
点 @ EV, 设 ag 是 a 在 Wo 中 确定 的 等 价 类 , 则 映射 @ 一 ao 给 出 
了 UV 到 其 像 集 的 一 个 一 一 对 应 . 将 这 一 对 应 看 做 U 到 其 像 集 的 拓扑 
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同 胚 , 则 其 给 出 了 & 的 邻 域 基 . 这 一 邻 域 基 与 表示 元 素 a 的 选取 无 关 . 
由 此 了 成 为 拓扑 空间 , 而 x :Y -六 是 苹 上 的 层 . 这 样 通过 预 层 W 
我 们 就 得 到 了 一 个 层 Y. 当然 , 在 上 面 的 构造 中 , 如 果 G(U) 是 环 或 者 
域 , 相应 地 , 我 们 可 以 构造 代数 结构 为 环 或 者 域 的 层 . 例如 , 设 M 是 复 
流 形 , UC M 是 开 集 , 令 G(D) 为 U 上 所 有 亚 纯 函数 构成 的 域 , Py 
为 限制 映射 , 则 Wy = {U,G(D), Pyv} 是 M 上 的 预 层 , 由 这 一 预 层 得 
到 的 层 M(M) 称 为 M 上 亚 纯 函 数 的 芽 层 . 

另 一 方面 , 如 果 YW = {U,G(U0), Pyv} 是 上 的 预 层 , Y 是 由 
这 一 预 层 构造 的 层 ， 对 于 X 的 任意 开 集 UV, 利用 了 在 VU 上 的 截 
影 群 T(U,Y) 和 限制 映射 By, 我 们 得 到 X 上 一 个 新 的 预 层 WY = 
{U,T(U,Y), Byv}. 反 过 来 , 设 Y 是 X 上 给 定 的 层 , 利用 其 截 影 群 (以 
Y) 和 限制 映射 Prv, 我 们 得 到 一 个 预 层 W = {U,T(U,Y), Pyv}. 而 通 
过 预 层 W = {U,T(U,Y), Pyv}, 我 们 又 可 以 构造 一 个 新 的 层 了 . 对 此 
一 个 自然 的 问题 是 : 在 上 面 层 与 预 层 的 对 应 过 程 中 , 相互 之 问 有 什么 
关系 ? 为 了 回答 这 一 问题 , 我 们 先 来 讨论 层 之 间 的 同 态 映 射 以 及 子 层 
和 商 层 等 概念 . 

定义 6.1.4 设 席 :一 XX 和 7 :一 XX 都 是 拓扑 空间 天 上 
的 Abel 层 , f : 7 一 是 连续 映射 , 如 果 f 满足 

(ma = rz 0 f, 即 对 于 任意 点 Pe X, f(r71(P)) C ra 1(P); 

(2) 对 于 任意 点 Pe X, 映射 f: x7!1(P) 一 xz!1(P) 是 群 同 态 ， 
则 称 f : 页 一 到 为 层 的 同 态 映射 . 如 果 对 层 的 同 态 映射 三: 页 一 二， 
存在 一 个 层 同 态 g : 7 一 六, 使 得 fog = 1d,gof = 1d, 则 了 称 为 层 
的 同 构 映射 , 关 , 到 称 为 同 构 的 层 ( 见 下 图 ). 


同样 地 , 我 们 可 以 定义 关于 预 层 的 同 态 映 射 . 
定义 6.1.5 设 Wi= {UGID),Piy} 和 Ws = {UG2z(U), PYy} 
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都 是 XX 上 的 预 层 , 如 果 对 X 的 每 一 个 开 集 UV C X, 给 定 了 一 个 群 同 
态 fu : G1(U) 一 Ga(D), 满足 对 于 任意 开 集 了 C 


fvoPbvy = Plvo fu, 


即 下 图 是 交换 图 , 则 称 = {fv :G1(0) 一 G2(0)} 是 Wi 到 Ws 的 一 
个 预 层 同 态 . 
Gi(V) Ee G2(U) 


| | 了 
GiV) - 宇 , Gs(V). 

例如 , 如 果 f : 责 一 玖 是 层 同 态 , 由 于 f 是 连续 映射 , 因此 f 
一 定 将 六 的 截 影 映 为 的 截 影 . 利用 这 一 点 , 对 于 任意 开 集 U, f : 
T(D, 六 H) 一 了 (UV, 了 %) 是 群 同 态 , 其 显然 与 限制 映射 可 交换 , 因而 我 们 
由 层 同 态 f : 到 一 3 得 到 相应 的 预 层 Wi = {U,T(U, 六 ), Pyvy} 到 
预 层 Ws。 = {U0,T(U, Y2), PJy} 的 预 层 同 态 ， 反 过 来 , 设 FF = {fv : 
G1(U) 一 G2(U)} 是 预 层 Ji = {U, G1(U0), Pyy} 到 预 层 Ws = 1{U, 
Gz(U), Ply} 的 预 层 同 态 , 则 条 件 fy o Psy = Plyo fv 保证 了 对 于 任 
意 Pe X, fu 诱导 了 芽 群 Wip 到 Wop 的 群 同 态 , 并 进而 诱导 了 由 预 
层 Wi= 1{U,Gi(U), Piy} 和 Ws = {U, G2(U), Ply} 分 别 构造 的 层 郧 
和 了 之 间 的 层 同 态 . 

在 抽象 代数 中 我 们 知道 : 如 果 f : G1 一 G 是 群 G1 到 Gs 的 同 
态 映射 , 则 Im(7) 是 Gs 的 子 群 , 而 Ker(f) 是 群 Gi 的 正规 子 群 , 我 们 
有 同 构 关系 G1/Ker(f) s Im( 了 ). 这 一 同 构 使 得 我 们 能 够 将 一 个 群 分 
解 为 子 群 和 商 群 , 用 以 简化 群 的 表示 . 相应 的 对 于 层 的 同 态 , 我 们 也 希 
望 得 到 类 似 的 关系 . 

定义 6.1.6 设 r:Y 一 久 是 基 上 的 层 ,YCY 是 了 的 开 子 集 ， 
如 果 六 满足 : 对 于 任意 点 Pe X, YY na-!(P) 都 是 x-1(P) 的 子 群 ， 
则 称 页 为 了 的 子 层 . 

例如 , 当 M 是 复 流 形 时 , M 上 解析 函数 的 芽 层 是 M 上 光滑 函数 
芽 层 的 子 层 , 而 光滑 函数 的 芽 层 是 M 上 连续 函数 芽 层 的 子 层 . 
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如 果 f : 下 一 瑟 是 层 同 态 , 则 不 难看 出 Im(f) 是 玖 的 子 层 , 而 
如 果 令 
Ker(f)= 出 Ker{f :Yip — Yop}, 
Pex 


则 Ker(f) 是 二 的 子 层 (证 明 留 给 读者 ). 

定义 6.1.7 设 二 ,YY 是 拓扑 空间 X 上 的 层 , f :一刀 
和 9 : Y2 一 73 都 是 层 同 态 , 如 果 f 和 9g 满足 Im(f) = Ker(g), 即 对 于 
任意 点 Pe X, 恒 有 


Im{Yip 性 Y2p} = Ker{Y2p 3 Y3p), 


则 称 序列 力 玉 乌 二 是 层 同 态 的 正 合 序列 . 

正 合 序 列 的 概念 是 层 理论 中 经 常用 到 的 概念 . 

例 4 ”我们 通常 以 0 表示 由 Y= X x {0} 得 到 的 拓扑 空间 X 上 
的 层 , 称 为 XX 的 零 层 . 对 于 X 上 任意 的 层 了 , 我 们 用 0 一 了 和 了 一 0 
表示 平凡 同 态 . 现 设 Y 是 XX 上 的 Abel 层 , 页 是 Y 的 子 层 , 则 0 一 
页 一 站 是 正 合 序列 . 反之 , 如 果 0 一 页 一 站 是正 合 序列 , 则 六 与 
的 一 个 子 层 同 构 . 

现 设 Y 是 Abel 层 了 的 一 个 子 层 , 对 于 任意 点 Pe X, 由 于 Yip 
是 Yo 的 子 群 , 令 (Y/Yi)p = Yp/Yip, 


Y/Y = U (Y/Yi)p, 
PEX 


而 7: Y/ 六 一 半 为 投影 , 定义 h :YY 一 Y/Y 为 商 映射 h : 好 一 

(Y/ 玉 )Pp. 利用 这 一 映射 , 在 Y/Y 上 定义 拓扑 为 :7 c Y/Y 为 开 集 当 

且 仅 当 hr1(U) 是 Y 中 的 开 集 ， 在 这 些 定义 的 基础 上 , 不 难得 到 r : 

Y/Y 一 和 也 是 X 上 的 层 . 为 此 只 需 证 明 r : Y/Y 一半 是 局 部 同 

胚 , 而 Y/Y 中 的 群 运算 是 连续 的 .我们 将 这 些 证 明 留 给 读者 作为 练 
对 于 商 层 我 们 有 正 合 序列 


Y— Y/Y —0. 
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反之 , 如 果 我 们 有 层 同 态 的 正 合 序列 了 一 到 一 0, 则 层 区 同 构 于 商 
层 Y/Ker{Y 一 YY}. 

利用 上 面 这 些 讨论 , 现在 我 们 来 研究 预 层 与 层 的 关系 . 首先 设 r : 
一 和 X 是 X 上 的 层 , 利用 Y 的 截 影 群 , 我 们 得 到 X 上 的 预 层 W = 
{UT(U,Y), Pov); 再 利用 这 一 预 层 的 芽 , 我 们 又 能 构造 出 上 一 个 新 
的 层 了 . 这 时 对 于 任意 Pe X,y € Yp, 由 于 r:Y 一 X 是 局 部 同 胚 ， 
因而 总 是 存在 y 在 Y 中 的 一 个 邻 域 U, 使 得 r 限制 在 Z 上 是 同 胚 映 
射 , 而 r 的 逆 映 射 是 r(Z) 上 的 截 影 , 这 一 截 影 在 P 点 的 值 是 y. 如 果 
我 们 以 了 表示 这 一 截 影 对 于 预 层 W = {DU,T(U,Y 了 ), Pyy} 在 了 点 确定 
的 芽 , 则 六 e 六 由 yy 唯一 确定 , 我 们 得 到 了 一 个 映射 y 包 由 此 得 映 
射 了 一 了 不 难 验证 这 一 映射 是 单 射 , 同时 也 是 满 射 , 因而 是 层 的 同 构 
映射 . 这 样 当 我 们 从 层 出 发 , 利用 其 截 影 构造 预 层 , 然后 再 用 预 层 的 芽 
构造 层 时 , 我 们 得 到 的 仍然 是 原来 的 层 , 即 

Yo oW= {UT(U, ,Py}—Y 
是 一 同 构 过 程 . 

反 过 来 , 设 W = {U,G(U), Puv} 是 和 上 的 一 个 预 层 , Y 是 由 W 
构造 的 层 , W = {UD,T(U,Y), Pyv} 是 由 Y 的 截 影 定义 的 预 层 . 这 时 对 
于 任意 开 集 UV CX, 以 及 任意 se G(U),PeU, 令 s(P) 为 s 在 PP 点 
定义 的 芽 , 则 映射 已 一 s(P) 是 层 Y 在 U 上 的 一 个 截 影 , 由 此 我 们 得 
到 一 个 预 层 的 同 态 映射 

fv :GU) = TV,Y). 
一 般 来 说 , fo : G(D) 一 了 (VU,Y) 并 不 是 同 构 映射 . 我 们 关心 的 问题 是 : 
在 什么 条 件 下 , W = {U,G(D), Pyv} 与 WW = {UT(U,Y), Pov} 同 构 . 
对 此 我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 6.1.8 ”拓扑 空间 基 上 的 预 层 W = {UG(UV), Pyv} 称 
为 完备 预展 ， 如 果 对 于 X 的 任意 开 集 U, 以 及 U5 的 任意 一 个 开 覆 
盖 {WJaea, 下 面 两 个 条 件 成 立 : 

(1) 如 果 wb < G(U) 满足 对 于 任意 we 4, 恒 有 Puv,(a) = 
Puv,(b), 则 a=8; 
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(2) 如 果 对 每 一 个 a € 4, 能 够 选取 一 个 元 素 sc e G(W), 满足 
当 取 mn 了 人头 避 时 ， 


Py (venva) (sa) 一 Py, (vanva) (88), 


则 存在 s e G(D), 使 得 su。 = Pv (s). 

设 Y 是 由 预 层 W = {U,G(U), Puv} 的 截 影 构造 的 层 , 利用 了, 上 
面 关于 完备 预 层 的 定义 可 以 作 如 下 的 几何 解释 : 定义 中 的 第 一 个 条 件 
表示 完备 预 层 中 的 两 个 元 素 如 果 局 部 相等 ， 则 必须 整体 相等 , 因而 映 
射 G(V) 一 T(U,Y) 是 单 射 ; 而 定义 中 的 第 二 个 条 件 则 表明 局 部 给 出 
的 元 素 如 果 在 公共 部 分 相同 , 则 能 够 通过 拼接 得 到 一 个 整体 的 元 素 , 由 
此 能 够 得 到 映射 G(U) 一 T(U,Y) 是 满 射 . 例如 , 由 一 个 层 Y 的 截 影 
构造 的 预 层 W = {U,T(U, 了), Prv} 都 是 完备 预 层 . 利用 完备 预 层 的 
这 些 性 质 , 我 们 有 下 面 定理 . 

定理 6.1.1 设 Y 是 由 预 层 W = {U, G(U), Puv} 构造 的 层 , WW = 
{TT(U,Y), Pyv} 是 由 Y 的 截 影 构 造 的 预 层 , 则 预展 W 与 W 同 构 的 
充分 必要 条 件 是 预 层 W = {U, G(U), Puv} 是 完备 预 层 . 

定理 6.1.1 的 证 明 留 作 练习 , 以 帮助 读者 进一步 熟悉 层 的 性 质 . 利 
用 定理 6.1.1, 我 们 得 到 完备 预 层 与 层 之 间 是 一 一 对 应 的 . 在 下 面 的 讨 
论 中 , 我 们 总 是 假定 所 有 考虑 的 预 层 都 是 完备 预 层 . 

下 面 我 们 给 出 一 些 在 后 面 讨论 中 经 常用 到 的 层 的 例子 . 

例 5 设 MM 是 复 流 形 , 我 们 用 9(M) 和 a(M) 分 别 表示 M 上 
解析 函数 和 光滑 函数 的 苏 层 ， 如 果 x :EE 一 M 是 M 上 的 全 纯 向 量 
从 , 则 我 们 用 9(E) 和 al) 分 别 表示 E 的 全 纯 截 影 和 光滑 截 影 的 芽 
层 . 

例 6 设 M 是 复 流 形 , 对 于 任意 开 集 U Cc M, 令 G(D) 为 由 区 
上 处 处 不 为 零 的 解析 函数 全 体 利用 乘法 运算 构成 的 Abel 群 ，Piy 为 
限制 映射 , 则 W = {DU,G(D), Pvv} 是 X 上 的 预 层 , 由 其 定义 的 层 表 
示 为 9(M), 称 为 M 上 的 处 处 不 为 零 的 解析 函数 的 芽 层 . 

例 7 设 M 是 复 流 形 , r :已 -，M 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 我 
们 用 ce9(M) 和 alp9( 忆 ) 分 别 表示 M 上 光滑 的 (p,q)- 形式 的 芽 层 
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和 M 上 光滑 的 已 值 (p,q)- 形式 的 芽 层 , 用 Q?(M) 和 QP(E) 分 别 表 
示 M 上 全 纯 的 (p,0)- 形式 和 全 纯 的 5- 值 (p,0)- 形式 的 芽 层 . 

例 8 设 G 是 一 Abel 群 , G 上 给 定 了 离散 拓扑 . 设 X 是 一 
拓扑 空间 , 对 于 XX 中 的 任意 开 集 U, 令 G(D) 为 由 U 到 G 的 所 有 
连续 映射 构成 的 Abel 群 , 而 对 于 开 集 VC U, 令 Pov 为 限制 映射 ， 
则 Ww = {DU,G(U0), Pvv} 是 王 上 的 预 层 , 由 这 一 预 层 定义 的 层 称 为 XX 
的 G 值 连续 函数 的 芽 层 . 

例 9 设 G 是 一 Apel 群 , G 上 给 定 了 离散 拓扑 . 设 X 是 一 Haus- 
dorf 拓扑 空间 , P,… , 忆 是 XX 中 任意 给 定 的 点 . 对 于 X 的 任意 开 
集 U, 如 果 存 在 i € {1,… ,n}, 使 得 Pe U, 则 令 G(D) = G, 否则 
令 G(D) = {0}; 如 果 开 集 V c U, 并且 G(V) = G(V) = G, 令 Pyvy 
为 恒 等 映射 , 其 他 情况 都 令 Pv 为 零 映 射 . 这 时 W = {U,G(U), Puv} 
是 上 的 预 层 . 由 W 定义 的 上 的 层 Y 满足 :Yp, = G,i = 1,…,n; 
而 如 果 点 P44 {,…,P}, 则 Yp = {0}.， 一 般 称 如 此 定义 的 层 为 
点 只,… , P, 上 的 摩天 大 厦 层 (skyscraper sheaf). 不 难看 出 , 这 个 层 
不 是 Hausdorff 拓扑 空间 ( 见 下 图 6.1.2). 


: iY 
Yn=G! YG DG 
{0} 
P PB P Xx 
图 6.1.2 
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这 一 节 我 们 将 给 出 层 同调 群 的 定义 . 下 面 如 果 没 有 特别 说 明 , 我 们 
都 假定 所 考虑 的 层 是 Abel 层 , 即 层 的 群 运算 是 可 交换 的 . 

上 面 我 们 在 引入 层 的 概念 时 , 特别 说 明了 希望 利用 层 来 描述 一 个 
局 部 有 解 的 问题 在 通过 局 部 解 来 获得 整体 解 时 可 能 碰 到 的 阻碍 . 下 面 
我 们 以 复 流 形 上 的 Cousin 问题 I 为 例 来 说 明 怎样 定义 层 的 同调 群 ， 
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以 及 怎样 将 上 面 这 种 阻碍 化 为 同调 群 中 的 元 素 . 

Cousin 问题 II 设 M 是 复 流 形 , 问 M 上 是 否 存在 亚 纯 函 数 使 
之 具有 给 定 的 零点 和 极点 . 

对 于 Cousin 问题 [I, 首先 假定 问题 是 局 部 有 解 的 , 因而 Cousin 问 
题 I 可 以 表示 为 : 设 存在 复 流 形 M 的 一 个 开 履 盖 WU = {Da}, 并 且 在 
每 一 个 0。 上 给 定 了 一 个 亚 纯 函 数 fo, 满足 当 Uo Nn Ue 2 时, fo/fp 
在 Us Us 上 是 处 处 不 为 零 的 解析 函数 , 问 是 否 存在 M 上 的 亚 纯 函 
数 f, 使 得 在 每 一 个 U。 上 , f/f 都 是 处 处 不 为 零 的 解析 函数 . 

集合 {Uo, fa} 就 是 Cousin 问题 II 的 局 部 解 , 问题 是 怎样 通过 它 
得 到 整体 解 f 呢 ? 对 此 , 我 们 需要 考虑 不 同 的 局 部 解 在 公共 部 分 上 的 
差异 . 因此 当 Us。nUs 关 8g 时 ,在 UsNnUs 上, 令 
_f 

fe” 

则 与 f。 的 亚 纯 性 不 同 , has 是 Us Nn Us 上 处 处 不 为 零 的 解析 函数 , 而 
集合 {has} 就 构成 了 从 局 部 解 到 整体 解 的 阻碍 . 这 时 {hss} 是 对 开 履 
盖 U = {U6。} 中 每 一 对 交 不 为 空 集 前 元 素 Us。 和 Ug, 在 开 集 Us n Us 
上 给 定 一 个 处 处 不 为 零 的 解析 函数 hws 后 , 由 这 些 函数 组 成 的 集合 ， 
中 的 函数 满足 - 


hag :hea=1, hag: hey': hya=1. (6.2.1) 


现在 我 们 希望 用 层 与 层 同调 论 的 语言 来 描述 阻碍 {hog}, 我 们 的 
目标 是 通过 {hss} 来 确定 某 一 个 同调 群 ( 层 的 同调 群 ) 中 的 一 个 元 素 ， 
使 得 问题 有 整体 解 当 且 仅 当 这 一 元 素 为 零 , 这 样 我 们 的 问题 就 转化 为 
对 某 些 同调 群 的 研究 了 . 为 此 , 首先 将 每 一 个 函数 hog 看 成 M 上 处 处 
不 为 零 的 解析 函数 的 芽 层 0*(M) 在 非 空 开 集 re n Us 上 的 一 个 截 影 ， 
则 我 们 将 满足 上 面条 件 (6.2.1) 的 截 影 的 集合 户 = {peol 称 为 层 0* (2M) 
对 于 开 履 盖 U = {U6。} 的 一 个 一 阶 闭 链 . 以 Z1(U,0*(M)) 记 层 0*(M) 
关于 给 定 开 和 覆盖 U 的 所 有 一 阶 闭 链 , 即 

Z1(U,F* (M)) = { {hap} |{hag} 是 层 0*(M) 对 于 开 和 覆盖 4 = 

{UVa} 中 每 一 对 满足 Us Nn Us 2 的 开 集 Us。 和 U5, 在 Cn 


hap 
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Us 上 给 定 一 个 截 影 hag 后, 由 这 些 截 影 组 成 的 集合 , 这 些 截 

影 满足 关系 式 (6.2.0) 
利用 层 0*(M) 上 的 乘法 运算 , 如 果 天 = {his} 和 jr = {hss} 是 两 个 
一 阶 闭 链 , 定义 jh” = {haha}, 则 1h”e Zi(U,9*(M)) 也 是 一 阶 闭 
链 . 由 此 层 0*(M) 关于 给 定 开 覆盖 MU = {Us} 的 所 有 一 阶 闭 链 构 成 的 
集合 Z (WU,0*(M)) 是 一 个 Abel 群 . 

对 于 阻碍 h = {hag}, 如 果 在 每 一 个 0。 上 存在 一 处 处 不 为 零 的 解 
析 函 数 h, 使 得 对 于 开 覆 盖 2 = {D 只 要 UonUe #9, 在 UsNnUVs 上 
就 成 立 hag 一 ha/hg, 则 只 需 在 每 一 个 Us。 上 令 7 = 这 ,了 的 定义 与 
无 关 , 因而 是 M 上 的 亚 纯 函数 . 又 由 于 ho 是 U。 上 处 处 不 为 零 的 解 
析 函 数 , 因而 f 与 fs 在 Us。 上 有 相同 的 极点 和 零点 , 这 样 我 们 就 得 到 
了 Cousin 问题 II 的 整体 解 f. 在 这 种 情况 下 , 我 们 说 阻碍 h = {has} 
为 零 . 对 比 于 此 , 如 果 2Z1(U,0*(M)) 中 的 一 个 闭 链 h = {hag} 能 够 表 


示 为 4 
hog = 各 
he’ 


其 中 hs 是 Us。 上 处 处 不 为 零 的 解析 函数 , U。 和 Us 是 开 覆 盖 WU = 
{Us} 中 任意 一 对 交 不 为 空 集 的 元 素 , 则 我 们 称 这 一 闭 链 为 一 阶 正 合 


链 . 将 ho 看 做 层 9*(M) 在 Us。 上 的 截 影 , 截 影 的 集合 {io - 各} 交 


为 层 0"(M) 关于 开 覆 盖 U = {U。} 的 一 个 一 阶 正 合 链 . 显然 所 有 的 一 
阶 正 合 链 也 构成 一 个 Abel 群 ,我 们 以 Bi(W,0*(M)) 记 之 , 即 
Bi(U, 9*(MD) = {fha/he}|{ho} 是 层 0*(M) 对 于 开 覆 盖 = {Us} 在 
每 一 个 Us 上 给 定 一 个 截 影 hs。 后, 由 h。/he 组 成 的 集合 )， 


B1(U,0*(M)) 称 为 层 0*(M) 关于 开 和 覆盖 UM = {Us} 的 一 阶 正 合 链 群 . 
由 定义 我 们 得 到 Bi(U,0*(M)) 是 Z1(U,0*(M)) 的 子 群 . 现在 考虑 商 群 
Z1(U, 0 (M)) 


Hi(U,0°(M)) = BI G0)) 
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群 HI(WU,9%(M)) 就 称 为 层 0*(M) 关于 给 定 开 覆 盖 U = {U6} 的 一 阶 
同调 群 . 利用 这 一 同调 群 , 设 {hae} 是 由 Cousin 问题 II 给 出 的 阻碍 ， 
我 们 得 到 , 当 {hws} 在 Hi(U,0*(M)) 中 确定 的 同调 元 素 为 零 时 , Cousin 
问题 I 有 整体 解 . 

显然 上 面 定义 的 同调 群 HL (WU,%(AM)) 与 开 覆 盖 WU = {Us。} 的 选 
取 有 关 . 因此 一 个 自然 的 问题 是 : 怎样 更 好 的 定义 出 层 的 同调 群 , 使 得 
其 与 开 和 覆盖 的 选取 无 关 . 例如 , 在 上 面 的 Cousin 问题 I 中 , 由 零点 和 
极点 确定 的 局 部 解 {fa} 并 不 是 唯一 的 , 不 同方 法 可 能 得 到 不 同 的 开办 
盖 和 不 同 的 局 部 解 . 而 当 {hwg = f/fe} 在 同调 群 Hi(U,0*(M)) 中 确 
定 的 元 素 不 为 零 时 , 从 形式 上 看 我 们 并 不 能 得 出 Cousin 问题 二 无 整 
体 解 . 所 以 我 们 需要 消除 同调 群 对 开 覆 盖 的 依赖 性 , 或 者 说 消除 问题 整 
体 解 的 存在 对 于 局 部 解 选取 的 依赖 性 . 为 此 我 们 需要 考虑 M 的 所 有 
开 覆 盖 , 比较 由 不 同 开 覆 盖 定义 的 不 同 同调 群 之 间 的 关系 . 我 们 先 给 出 
下 面 定义 . 

定义 6.2.1 设 U= {Ua}aea 和 Y= {Vr}res 都 是 流 形 M 的 
开 覆 盖 , 其 中 4, B 分 别 是 覆盖 元 素 的 指标 丸 ， 如 果 存 在 指标 集 之 间 
的 映射 i : B 一 4, 使 得 对 于 任意 re B, 恒 有 VW C Uic), 则 称 履 
盖 了 = {WV}reB 为 覆盖 WU = {Ua}aeA 的 加 细 开 覆盖 ， 称 满足 上 面条 
件 的 映射 i: B 一 4 为 加 细 映 射 . 

设 y= {VW}res 是 WU = {Ua}aea 的 加 细 开 覆盖 ,; : B -，4 是 加 
细 上 映射 , 设 h = {hag} € Z (U0*(M)) 是 层 0*(M) 对 于 开 覆 羔 的 一 
阶 闭 链 , 则 对 于 7 中 满足 Vj 站 访 关 2 的 开 集 ,在 六 nV 上 令 


入 (ro = hicrjice) |y ny,, 


这 里 |v 表示 在 集合 0 上 的 限制 . hicrjico)|y_ny。 是 将 Ci n Uito) 上 
的 截 影 picnjico) 限制 在 Vi nV 上. 

不 难 验证 i*(h) = {2*(h)o} 是 层 0*(M) 对 于 开 和 覆盖 7 的 一 阶 闭 
链 , 由 此 得 映射 


:DUG M) 2 ZV PM), hoi(h). 
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根据 定义 , i* 是 一 个 群 的 同 态 映 射 , 并 且 将 正 合 链 映 为 正 合 链 , 即 
(BI(U, 0 (M))) © Bi (VY,0*(M)). 

由 此 i* 诱导 了 商 群 HI(U,9*(M)) 到 Hi(Y,0*(M)) 的 一 个 同 态 映射 
i :HU (M)) — H'(Y, 0*(M)). 


对 于 开 窗 盖 之 间 的 加 细 关 系 , 一 般 来 说 , 加 细 映 射 可 以 不 是 唯一 
的 . 然而 , 对 于 由 加 细 映 射 i 诱导 的 同调 群 之 间 的 映射 i*, 则 是 由 和 覆盖 
的 加 细 关 系 唯一 确定 的 , 对 此 我 们 有 下 面 一 个 关于 层 同 调 群 定义 的 基 
本 引 理 . 这 里 为 了 以 后 的 讨论 更 方便 、 更 一 般 , 下 面 在 引 理 的 证 明 中 ， 
我 们 将 用 + 和 - 分 别 代替 层 9*(M) 中 的 x 和 = 的 运算 . 

引 理 6.2.1 “符号 同上 , 由 加 细 映 射 i : B -4 诱导 的 同调 群 之 
间 的 同 态 映射 癌 : HH (U6*(M)) 一 H 0Y, 人 7(2M)) 与 加 细 映 射 i 本身 的 
选取 无 关 . 

证 明 设 i:B 一 A 也 是 开 必 六 y 关于 的 加 细 映 射 , h = 
{hag} € Z1(U,0*(M)) 是 层 0*(M) 关于 开 覆 盖 U = {Ua}aea 的 一 
个 一 阶 闭 链 . 利用 i,;, 对 于 开 覆 盖 Y = {Vi}res 中 任意 元 素 态 , 由 
于 万 CU 万 CU 因此 万 CUmno 在 人 态 上 令 


hr = hnys ly,- 
由 于 hh = {has} 是 闭 链 , 因而 满足 
hog + hga =0, hag + hoy + hya =0, 
所 以 
(parjlr) + hycr)jto) + hy(oyi(r)) — (Rito)s(o) 十 ilcjir) + hicr)yilo)) = 0. 


消去 其 中 的 hj(oyi(7), 我 们 得 到 


Pitrjito) 一 hj)j(o) = Pan)y(r) — hito)jto) = Pr — ho. 
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因此 , {hicyito) 一 hyn)jto)} 是 对 于 覆盖 的 一 阶 正 合 链 , 由 同调 群 的 定 
义 ,其 在 Hi(V,0*(2M)) 中 为 零 , 即 社 (h) = 六 (站 . 映射 说: Hi(M,0*(M)) 
一 Hi (Y,0*(2M)) 与 加 细 映 射 i 的 选取 无 关 . 证 毕 . 

利用 这 一 引 理 , 当 y 是 的 加 细 开 覆盖 时 , 我 们 用 Py 表示 由 了 
与 W 的 加 细 关 系 得 到 的 同调 群 之 间 的 同 态 映 射 


Pu : HI (UO CM)) = HV, HM)). 


由 于 只 zw 与 加 细 映 射 的 选取 无 关 , 因而 如 果 进 一 步 假定 W 是 7 的 加 
细 开 覆盖 , 则 W 也 是 U 的 加 细 开 覆盖 , 这 时 


Pwu = Pwv ° Pyu. 


有 了 上 面 这 些 结论 以 后 , 现在 我 们 来 定义 层 0*(1M) 的 与 开 覆 盖 选 
取 无 关 的 同调 群 . 首先 令 


5 = {存在 M 的 开 覆 盖 , 使 得 he HCL OO) 


我 们 在 5 上 定义 一 个 关系 ~ 为 : 设 hi € Hi(Mi,0*(M)) 与 hz e 
Hi(4,60*(M)), 如 果 存 在 开 覆 盖 Ut 和 z6 共同 的 加 细 开 覆盖 ,使 
得 
Pyu (h1) = Pyus (hz2), 

则 称 hj 与 h。 有 关系 ~, 记 为 hi ~ ha. 容易 看 出 ~ 是 S$ 上 的 一 个 等 
价 关 系 , 我 们 以 HI(M,0*(M)) 表示 5 关于 等 价 关系 ~ 的 所 有 等 价 类 . 

在 H'(M,9*(M)) 中 我 们 定义 加 法 运算 为 : 对 于 HT(M,0*(M)) 中 
任意 两 个 元 素 hi 和 hs, 分 别 取 hi 和 hz 的 表示 元 素 hi e Hi (uh, 0*(M)) 
和 je Hi(Wo,0*(M)), 再 取 开 从 盖 U1 和 WU 的 一 个 公共 加 细 开 覆 
盖 VY, 定义 有 十 jo 为 由 Hi(Y,0*(M)) 中 的 元 素 Pyw (hi1) + Py (ho) 
在 H!'(M,0*(M)) 中 确定 的 等 价 类 . 不 难 验证 , hi + hz 与 表示 元 素 hh 
和 j 以 及 开 和 覆盖 7 的 选取 都 无 关 . 

利用 上 面 的 加 法 , Hi(M, 0*(M)) 成 为 一 个 Abel 群 , 称 为 复 流 形 M 
上 层 0*(M) 的 一 阶 Cech 同调 群 。( 注 意 : 在 这 里 我 们 都 是 用 加 法 代 
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替 层 0*(M) 中 的 乘法 .) 

现在 我 们 回 到 Cousin 问题 II, 看 一 看 按照 上 面 方式 定义 的 同调 
群 Hi(M,9*(M)) 是 否 足 以 描述 从 局 部 解 到 整体 解 的 阻碍 . 设 X = 
{Ua}ae4 是 M 的 一 个 开 覆 盖 , 记 是 U。 上 具有 给 定 极点 和 零点 的 
亚 纯 函数 , 设 hag = fo/fg, 则 有 h = {hag} 是 从 局 部 解 到 整体 解 的 阻 
得 . h 是 一 个 一 阶 闭 链 , 因而 确定 了 Hi(U,0*(M)) 中 的 一 个 元 素 h, 并 
进而 确定 了 同调 群 H1(MM, 0*(M)) 中 的 一 个 元 素 h， 如 果 Cousin 问 
题 I 有 整体 解 , 即 存在 M 上 具有 给 定 极点 和 零点 的 亚 纯 函数 f, 则 
在 Us。 上 令 ho = fa/ 了 我们 得 到 hs 是 VU。 上 处 处 不 为 零 的 解析 函数 ， 
而 在 Us Nn Ue 上 hwp = ha/ha 是 一 阶 正 合 链 , 所 以 必须 及 = 0. 反之 ， 
设 刀 = 0, 由 定义 ,存在 WU = {Us ,4 的 一 个 加 细 开 覆盖 y= {Vi},。y， 
使 得 Pu(h) = 0. 设 i:B 一 4 是 加 细 上 映射, 则 对 每 一 个 7, 存在 V 上 
处 处 不 为 零 的 解析 函数 h. 使 得 在 V_ nV 上 


h 
hi(r)ilo) = 元 


因此 , 只 要 在 厂 上 令 f= fi(w)/h, 则 f 是 Cousin 问题 并 的 整体 解 . 
这 样 我 们 得 到 Cousin 问题 II 有 整体 解 当 且 仅 当 同调 元 素 = 0. 而 这 
正 是 我 们 在 本 节 开 始 时 对 求解 Cousin 问题 工 提出 的 期 望 . 

作为 同调 群 HH'(M, 8*(M)) 的 另 一 个 应 用 , 下 面 我 们 从 几何 的 角度 
对 上 面 的 定义 做 进一步 的 说 明 . 

设 7 :L 上 一 M 是 复 流 形 M 上 的 一 个 全 纯 线 从 , 由 向 量 从 的 定义 
我 们 知道 , 对 于 任意 点 P e M, 存在 P 点 的 邻 域 0, 使 得 在 UV 上 , 工 
是 平凡 的 , 即 r-1(DZ) 兰 Z xC. 我 们 的 问题 是 : 在 什么 条 件 下 能 够 由 工 
的 局 部 平凡 得 到 整体 平凡 , 即 工 关 M x C. 首先 由 工 的 局 部 平凡 知 , 可 
选取 M 的 一 个 开 和 覆盖 WU = {U6。}, 使 得 在 每 一 个 U。 上 上 是 平凡 的 ， 
而 当 Us nN Ug 关 2 时 ,地 由 转移 函数 ie 连接 , 其 中 Pae 是 Us Us 
上 处 处 不 为 零 的 解析 函数 , 满足 条 件 (6.2.1), 即 


hap :hga=1, hag: hgy: hya=1. 
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由 定义 , h = {hag} 是 层 0*(M) 对 于 开 覆 盖 U = {Ua} 的 一 个 一 阶 闭 
链 , 其 在 层 9*(M) 的 一 阶 同调 群 中 确定 的 同调 元 素 he HI(M 0*(M)) 
就 是 工 成 为 平凡 线 从 的 阻碍 , 即 二 是 平凡 线 丛 等 价 于 无 = 0. 

反 过 来 , 对 于 任意 及 e H1(M,0*(M)), 选取 有 的 一 个 表示 元 素 h = 
{hag} e H!(U,0*(M)). 由 于 h 是 层 9*(M) 对 于 开 覆 盖 U = {U。} 的 
一 个 一 阶 闭 链 , 因而 如 果 将 ho 作为 UV。n Us 上 线 从 的 转移 函数 , 我 们 
得 到 M 上 一 个 全 纯 线 从 . 读者 不 难 验证 , 如 果 M 上 两 个 全 纯 线 从 工 ] 
和 Lo 分 别 由 Hi(M,0*(M)) 中 的 同调 元 素 hi 和 ho 确定 , 则 工 与 7 
同 构 的 充分 必要 条 件 是 hh 和 ho 在 H'(M,0*(M)) 中 相等 , 而 Li @ 7a 
对 应 的 同调 元 素 与 加 和 hs 在 Hi(M,0*(M)) 中 的 乘积 相等 . 由 此 我 
们 得 到 , 同调 群 Hi(MM,0*(M)) 同 构 于 由 M 上 所 有 全 纯 线 从 利用 线 从 
的 张 量 积 构成 的 Abel 群 . 这 时 由 于 线 从 L1 和 Ls 局 部 总 是 同 构 的 , 所 
以 太 和 1 E Hi(M,0*(M)) 表示 的 就 是 这 种 局 部 同 构 变 为 整体 同 构 的 
阻碍 . 

以 上 面 同调 群 Hi(M, 9*(2M)) 的 定义 为 例 , 现在 我 们 来 给 出 一 般 拓 
扑 空间 上 的 层 的 Cech 同调 群 的 定义 . 由 于 在 这 一 过 程 中 许多 讨论 都 
与 H'(M,0*(M)) 的 讨论 基本 相同 , 所 以 下 面 我 们 将 主要 表述 构造 过 程 
并 给 出 公式 , 而 将 证 明细 节 留 给 读者 . 

设 : 了 一 和 是 拓扑 空间 久 上 的 Abel 层 , UV = {Ua} 是 XX 的 
一 个 给 定 的 开 覆 盖 , p e N 是 任意 给 定 的 自然 数 ,我们 定义 层 Y 关于 
开 履 盖 的 一 个 p 阶 链 h 为 : 对 于 WU = {Ua} 中 的 每 一 组 p 十 1 个 元 
素 Cao Ua,,… ,Uo,, 当 这 些 元 素 满足 


Ue, := Uao NM Um NN Ue, #8 
时 , 在 开 集 Fow…a, 上 给 定 了 层 Y 的 一 个 对 于 指标 ao, aa，…… ,ap 反 


对 称 的 截 影 
Paoai ap E T (Ugoa an， Y), 


然后 以 这 些 截 影 为 元 素 组 成 的 集合 h = {hoow,.…o,} 称 为 层 了 关于 开 
覆盖 WU 的 一 个 p 阶 链 . 
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利用 Y 中 截 影 的 加 法 可 以 定义 层 Y 关于 开 履 盖 W 的 任意 两 个 p 
阶 链 之 间 的 加 法 : 如 果 户 = {haoos…as} 和 了 = {fooor…as} 都 是 Y 关 
于 开 覆 盖 XU 的 p 阶 链 , 则 定义 h + f 为 


hf = {haooo, + faoar os} 


利用 此 运算 , 层 Y 关于 开 有 覆盖 U 的 所 有 p 阶 链 构成 一 个 Abel 群 , 我 
们 以 C?(U,Y) 记 之 , C?(U,Y) 称 为 了 对 于 开 履 盖 的 p 阶 链 群 . 
对 C?(U,Y), 定义 一 个 映射 


6: CP(U,Y) 一 Crt!(U,Y) 
为 : 设 = {hooo.…as} Ee C?(U,Y), 对 任意 
Uaoa opr := Uao NUa NN Uo #8%, 


在 Daoaapti 上 定义 截 影 6(P)jaoaiasapia € T(Vaoa as 也) 为 


0(P)aoai-apapia 
p+1 
一 (Dhoooros i160 vasopt) [Uo as. aa 
i=0 

这 里 &; 表示 去 掉 这 一 指标 . 不 难看 出 , 6 : C?(U,Y) 一 C?T1(U,Y) 是 
一 群 同 态 , 并 且 满 足下 面 引 理 . 

引 理 6.2.2 62=0. 

证 明 设 寻 = {haoaoj EC?(U,Y), 直接 计算 得 


p+2 


62(h)ooa .opiepta 一 》 (一 (5( 和 ao as ianasieastaanra) 
k=0 
p+2 


上 k i 人 和 ~ 
>_(-D) 》 (-1 六 ao ai _iBioat iax 1GkapHl ap4lap+2 
k=0 l<k 


ti—1 
十 »_(-1) hoo..ar 1GpoR41 O16 apriap+a “ 
i>k 


上 面 的 和 式 中 前 面部 分 与 后 面部 分 差 一 负 号 , 因而 和 为 零 . 证 毕 . 
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“6 称 为 边缘 算 子 . 利用 引 理 6.2.2, 如 果 我 们 令 
Z?(M,Y) = Ker{ Cr 站 3 CD) 


B?(M,Y) = Im{ C1(u,Y) EA Cr(u,Y)}, 
则 2?(U,Y) 是 C?(U,Y) 的 子 群 , 而 B?(U,Y) 是 Z?(U,Y) 的 子 群 . 
2Z?(U,Y) 称 为 层 Y 关于 开 覆 盖 的 p 阶 闭 链 群 , Z?(M,Y) 中 的 元 素 称 
为 层 Y 关于 开 覆 盖 UV 的 p 阶 5 闭 的 元 素 . 而 B?(M,Y) 称 为 层 Y 关于 
开 覆 盖 2 的 p 阶 正 合 链 群 , B?(M,Y) 中 的 元 素 称 为 层 Y 关于 开 履 羡 UU 
的 p 阶 6 正 合 的 元 素 . 利用 它们 , 我 们 定义 
2?(U,Y) 
H (4, Y) B?(, YY)’ 

H?(U, 了 ) 称 为 层 Y 关于 开 履 盖 UW 的 p 阶 同调 群 . 

显然 同调 群 H?(M,Y) 依赖 于 开 覆 盖 2 的 选取 , 因而 进一步 的 问 
题 是 通过 H?(U,Y) 定义 出 层 Y 与 开 覆 盖 选 取 无 关 的 p 阶 同 调 群 . 

设 y= {Vi}reB 是 Ud = {Ua}aea 的 加 细 开 和 履 盖 ， i:B—4 是 一 
加 细 映 射 , 我 们 定义 映射 

:OP(U,Y) 一 C?(Y,Y) 
为 : 对 于 任意 及 二 {haoai..ap} € CI 了 )， 令 
2 (h)rori.rs 一 jatrojitroratr|T “ 

不 难看 出 i* : C?(U,Y) 一 C?(V,Y) 是 同 态 映射 , 其 显然 与 边缘 算 子 6 


可 交换 , 即 
bi* = 26. 


因而 2* 将 闭 链 映 为 闭 链 , 将 正 合 链 映 为 正 合 链 , 即 
(2ZPUY)) CZPV,Y), i*(B?(U,Y)) C Br(V,Y). 
由 此 , i* 诱导 了 同调 群 H?(U,Y) 到 HP?(V,Y) 的 一 个 同 态 映射 


:HP(U,Y) -> H?(Y,Y). 
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引 理 6.2.3 ”符号 同上 , 由 加 细 有 映射 i: B 一 4 诱导 的 同调 群 的 
同 态 映射 #* : H?(U,Y) 一 H?(V,Y) 与 加 细 上 映射 ; 的 具体 选取 无 关 . 
证 明 设 7: 呈 一 4 也 是 开 覆 盖 Y 关于 的 加 细 映 射 , 我 们 定 
义 一 个 映射 
o: CP?(U,Y) 一 Cr-1(Y,Y) 


为 : 对 于 任意 h = {haoai .os } € C?(U, 了 )， 令 


p—1 
(normal = D(C—D) hacroyicry in)j(ri) Hr 1) 


ba 
jl 
© 


则 c : C?(U,Y) 一 C71(V,Y) 是 群 同 态 , 通过 直接 计算 不 难得 到 , 对 
于 任意 hh = {fpaoa oje CzCdY),c 满足 


(06 + 60)(h) = 2*(h) — 7*(h). 
特别 地 , 如 果 = {hooos.….as} es B?(U,Y) 是 一 个 p 阶 闭 链 , 则 
全 (和 一 六 (OP = do(h)), 


其 是 一 个 p 阶 正 合 链 , 因而 i*(h) 与 j*(h) 在 H?(Y,Y) 中 确定 的 同调 
元 素 相同 . 证 毕 . 

利用 这 一 引 理 , 当 y 是 的 加 细 开 覆盖 时 , 我 们 用 Pyw 表示 由 了 
对 U 的 加 细 关 系 得 到 的 同调 群 之 间 的 同 态 映射 


Pyu ， H?(U,Y) 下 H?(Y, Y). 


由 于 Pyu 与 加 细 映 射 的 选取 无 关 , 因而 如 果 进 一 步 假 定 W 是 y 的 加 
细 开 覆盖 , 则 YW 也 是 W 的 加 细 开 覆盖 , 这 时 


Pywu = Py ° Pyu. 
现在 我 们 来 定义 层 Y 与 开 覆 盖 选 取 无 关 的 p 阶 同 调 群 . 首先 令 
5 = {| 存在 M 的 开 覆 盖 ,使 得 he H?(U,Y)】， 
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我 们 在 9 上 定义 一 个 关系 ~ 为 : 设 hy € HP(U,Y), hz € H?(W2,Y)， 
如 果 存 在 开 履 盖 24 和 Ws 共同 的 加 细 开 覆盖 y, 使 得 在 HP(V,Y) 中 


Pyu (hi) = Pyu, (h2), 


则 称 站 与 ho。 有 关系 ~, 记 为 加 ~ hz. 容易 看 出 ~ 是 5 上 的 一 个 等 
价 关系 , 我 们 以 H?(X,Y) 表示 5 关于 ~ 的 所 有 等 价 类 . 

在 H?(X,Y) 中 定义 加 法 运算 为 : 任 取 加 ,ha e HP?(X, 了 ), 设 加 
HP(W,Y) 和 ho e H?(W,Y) 分 别 是 加 和 hs。 的 表示 元 素 , 取 开 覆 
盖 WU 和 ws 的 一 个 公共 加 细 开 覆盖 y, 定义 hi + ho 为 由 H?(V,Y) 
中 的 元 素 Py (ha) + Pyv,(h2) 在 H?(X,Y) 中 确定 的 等 价 类 . 不 难 验 
证 加 十 ha 与 表示 元 素 hi, ho 和 开 覆 盖 7 的 选取 都 无 关 . 

利用 上 面 的 加 法 容易 验证 H?(X,Y) 成 为 一 个 Abel 群 , 称 为 层 了 
的 p 阶 Cech 同 调 群 . 

例 1 对 于 拓扑 空间 X 上 的 任意 Abel 层 Y， 由 定义 不 难得 
到 HY(X,Y) = T(X,Y), 即 层 Y 的 0 阶 同调 群 就 是 由 了 在 X 上 
的 整体 截 影 全 体 构成 的 群 . 

关于 层 的 同调 群 , 有 一 点 需要 特别 强调 . 在 上 面 的 定义 中 , 我 们 是 
用 层 在 一 些 开 集 上 的 截 影 定义 了 层 对 于 一 个 开 和 覆盖 的 p 阶 链 . 而 如 果 
在 空间 X 上 仅仅 是 给 定 了 一 个 预 层 W = {U, G(V), Pyy}, 对 于 关中 
的 开 集 U, 如 果 我 们 用 G(Z) 中 的 元 素 代 替 层 在 VU 上 的 截 影 , 用 同 态 
Puy 代替 截 影 的 限制 映射 , 则 按照 完全 相同 的 方法 , 我 们 可 以 定义 预 
层 W 关于 一 个 开 覆 盖 的 p 阶 链 , 定义 边缘 算 子 , 更 进一步 , 定义 XX 上 预 
层 W 的 同调 群 . 例如 , 层 Y 的 同调 群 可 以 看 做 预 层 W = {U,T(U, YY), 
Puv} 的 同调 群 ， 关于 预 层 同调 群 的 严格 定义 , 我 们 留 给 读者 作为 练 
习 . 在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 涉及 的 同调 群 可 以 是 关于 层 的 , 也 可 以 是 关 
于 预 层 的 , 如 无 特别 说 明 , 我 们 对 这 两 种 情况 不 作 区 别 . 当然 在 下 面 的 
定理 6.3.2 中 我 们 将 在 空间 X 满足 一 定 条 件 的 前 提 下 , 证 明 如 果 两 个 
预 层 定义 的 层 同 构 , 则 这 两 个 预 层 的 同调 群 也 同 构 , 即 Cech 同调 群 从 
本 质 讲 仅 仅 依赖 于 层 的 结构 . 

设 六 ,7 都 是 拓扑 空间 X 上 的 层 , F' :Yi 一 是 层 同 态 设 M= 
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{Ua} 是 六 的 一 个 开 夏 盖 , h = {fhaoua ae C?(U, 了 总 ) 是 五 对 开 履 
盖 2 的 一 个 p 阶 链 . 由 于 已 是 连续 映射 , 因而 所 将 六 的 截 影 映 为 到 
的 截 影 . 这 时 如 果 令 FF(h) = {E(paoa ao) 则 FF(h) 是 层 殉 对 于 开 

盖 Z 的 一 个 p 阶 链 , 显然 当天 是 闭 链 时 , F(A) 也 是 闭 链 , 而 当 h 是 
正 合 链 时 , F(h) 也 是 正 合 链 ( 即 映 射 已 : C?(U, 六) C0?(U, 防 ) 与 边 
缘 算 子 5 可 交换 ), 因而 已 诱导 了 同调 群 H?(U, 总 ) 到 H?(U, 区) 的 一 
个 同 态 映 射 

F* : H?(U, Yi) 一 HP 人 UL Yo). 


如 果 y 是 开 禾 盖 Z 的 加 细 开 和 覆盖， 则 不 难看 出 F* 与 映射 By : 
H?(W, 六) 一 开 02 而 ) 和 Py : H?(U, 了 入 ) 一 H?(V, 卫 ) 都 可 交换 , 因而 
层 同 态 下 :区 一 3 诱导 了 同调 群 HP(X, YY) 到 H?(X, 卫 ) 的 同 态 映射 


F* ;HI(X,Y) 一 H?(X, Y). 


我 们 在 下 一 节 将 对 这 一 映射 作 详 细 的 研究 . 

例 2 ”上 一 节 我 们 曾 以 Cousin 问题 I 为 例 引 入 了 层 的 定义 . 我 
们 的 间 题 可 以 表述 为 : 设 M 是 复 流 形 , 4 = {Us。} 是 M 的 开 窗 羡 ,， f。 
是 U。 上 给 定 的 亚 纯 函数 , 满足 U.N Ug 关 儿 时 , fp。-fe 是 UsnUs 
上 的 解析 函数 ， 问 是 否 存在 M 上 的 亚 纯 函数 f, 使 得 在 每 一 个 U。 
上 , f 一 f。 都 是 解析 函数 .利用 上 面 层 的 同调 群 的 定义 , 现在 我 们 的 
问题 可 以 表示 为 : 如 果 在 Us N Us 上 令 hae = fo 一 fo, 则 hh = {hop} 
是 M 上 解析 函数 的 芽 层 9(M) 对 于 开 和 覆盖 2 的 一 个 一 阶 闭 链 ， 因 
而 其 确定 了 同调 群 Hi(U,0(M)) 中 一 个 同调 元 素 , 并 进而 确定 了 同调 
群 HI(M,9(M)) 中 的 一 个 同调 元 素 h. 这 时 Cousin 问题 1 有 整体 解 的 
充分 必要 条 件 是 h = 0. M 上 解析 函数 芽 层 的 一 阶 同 调 群 Hi (2M, 9(M)) 
描述 了 Cousin 问题 I 从 局 部 解 到 整体 解 的 阻碍 . 

这 里 应 该 特别 说 明 的 是 , 上 面 层 同调 群 的 引入 仅仅 是 将 关于 局 部 
解 到 整体 解 的 阻碍 用 一 种 同调 元 素 的 形式 来 表述 , 并 未 给 出 问题 的 实 
质 解 答 , 但 是 , 下面 我 们 将 利用 层 和 层 同调 群 的 概念 , 发 展 出 一 系列 的 
定理 和 研究 工具 , 这 些 定理 和 工具 将 帮助 我 们 正确 理解 问题 的 解 所 需 
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要 的 条 件 , 并 在 一 些 特殊 的 情况 下 给 出 问题 的 实质 解 . 例如 , 下 面 我 们 
将 在 Cm 中 的 区 域 上 给 出 Cousin 问题 了 和 Cousin 问题 I 有 整体 解 
的 条 件 . 

还 有 一 点 需要 说 明 ， 上 面 我 们 讨论 的 层 都 假定 是 Abel 层 . 对 于 
非 Abel 层 , 我 们 也 可 按 同样 的 方法 定义 其 0 阶 同 调 群 和 1 阶 同调 群 . 
例如 , 设 M 是 复 流 形 , 我 们 考虑 M 中 开 集 到 复 的 ” 阶 可 逆 矩 阵 全 体 
构成 的 群 GZ(r C) 的 解析 映射 (这 里 我 们 将 所 有 复 的 7 阶 可 逆 矩 阵 构 
成 的 集合 GZ(rC) 看 做 Crxr 中 的 开 集 , 因而 是 复 流 形 ). 以 0*(7) 表 
示 这 些 映 射 的 芽 层 , 则 当 > > 1 时 , 7*(7) 不 是 Abel 层 . 这 时 *(7) 的 0 
阶 同 调 群 HOCM, 0*(r)) = TCM,0*(r)) 就 是 层 0*(7) 在 M 上 的 截 影 全 
体 . 而 对 M 的 一 个 给 定 的 开 履 盖 U = {U4}, 0*(7r) 关于 的 一 个 一 阶 
闭 链 是 #(r) 由 在 每 一 个 非 空 开 集 Us。 NUVs 上 给 出 的 一 个 截 影 hwo 组 
成 的 集合 h = {hap}, 满足 


hag :hea=1, hag hey hya=1, 


这 里 了 表示 7 阶 单位 矩阵 . 对 于 一 阶 闭 链 六 = {hag}, 如 果 存 在 0*(7) 
对 于 覆盖 的 0 阶 链 wv = {ua}, 其 中 wo 是 在 0。 上 给 定 的 截 影 , 使 
得 在 非 空 开 集 Us。 Nn Us 上 hog = uaus1, 则 称 一 阶 闭 链 h = {hap} 是 
正 合 链 , 所 有 正 合 链 组 成 的 群 是 1 阶 闭 链 群 的 正规 子 群 . 我 们 将 闭 链 
群 关于 正 合 链 群 的 商 群 定义 为 层 0*(r) 对 于 开 和 覆盖 的 1 阶 同 调 群 . 
利用 加 细 开 覆盖 , 与 上 面 同样 的 方法 , 我 们 可 以 定义 9*(r) 关于 MM 的 
一 阶 同 调 群 Hi(M, 0*(r)). 这 时 与 全 纯 线 从 相同 , HI(M,0(m) 实际 表 
示 的 是 M 上 所 有 ” 维 全 纯 向 量 从 构成 的 集合 . 


86.3 正 合 序列 定理 


在 下 面 几 节 中 , 我 们 将 给 出 关于 层 同调 群 的 三 大 基本 定理 : 正 合 
序列 定理 , de Rham 定理 和 Leray 定理 . 作为 这 些 定理 的 应 用 , 我 们 将 
讨论 Dolbeault 同调 群 与 Cech 同调 群 的 关系 ; 证 明 紧 Riemann 曲面 
的 Riemann-Roch 定理 ; 给 出 Cousin 问题 和 Cousin 问题 工 的 解 . 
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首先 我 们 给 出 下 面 定义 . 

定义 6.3.1 设 碟 是 一 拓扑 空间 , U = {Us。} 是 XX 的 一 个 开 覆 盖 ， 
如 果 满足 , 对 于 任意 点 Pe XX, 都 存在 P 的 一 个 邻 域 0, 使 得 O 仅 与 
开 履 盖 Ut 中 有 限 个 元 素 的 交 不 为 空 集 , 则 称 X 为 局 部 有 限 开 覆盖 . 如 
果 拓 扑 空间 X 满足 , 对 碟 的 任意 一 个 开 覆 盖 = {U6}, 都 存在 的 
加 细 开 有 覆 盖 y, 使 得 7 是 局 部 有 限 的 , 则 称 X 为 仿 紧 (paracompact) 
空间 . 

在 下 面 几 节 中 我 们 将 假定 所 有 讨论 的 拓扑 空间 X 都 是 仿 紧 空间 . 
例如 , 我 们 知道 微分 流 形 是 具有 可 数 基 , 且 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 ， 
因而 可 以 将 流 形 表示 为 可 数 多 个 紧 集 的 并 , 用 归纳 法 容易 证 明 微分 流 
形 都 是 仿 紧 空间 . 另外 , 下 面 我 们 将 假定 考虑 的 层 都 是 Abel 层 . 我 们 
用 0 表示 空间 X 上 的 平凡 层 Xx {0}, 而 对 于 X 上 的 任意 层 了 ,0 一 YY 
和 了 一 0 都 表示 平凡 的 层 同 态 . 

在 抽象 代数 里 关于 群 的 讨论 中 , 我 们 有 子 群 和 商 群 的 概念 .我们 
往往 可 以 通过 对 一 个 群 的 子 群 和 商 群 这 些 比较 小 的 群 的 描述 , 来 讨论 
一 个 大 的 、 复 杂 的 群 的 性 质 和 结构 .在 上 一 节 中 , 我 们 定义 了 一 个 层 
的 子 层 和 商 层 ， 对 于 层 的 同调 群 , 一 个 基本 的 问题 是 : 能 否 通过 一 个 
层 的 子 层 和 商 层 这 些 相对 比较 小 一 点 的 层 的 同调 群 , 来 给 出 层 自 身 的 
同调 群 。 对 于 这 一 问题 , 我 们 首先 给 出 关于 层 同 态 的 短 正 合 序列 的 定 
义 . 


上 一 节 我 们 定义 了 层 同 态 正 合 序列 的 概念 . 设 4, B,C 都 是 拓扑 
空间 X 上 的 层 , :A 一 B 和 G:B 一 CO 是 层 同 态 . 我 们 称 同 态 序 
列 

4 二 BGSC 
是 正 合 的 , 如 果 
Im{4 En B} = Ker{B 5 c}. 
以 此 为 基础 , 我 们 有 下 面 定 义 . 
定义 6.3.2” 设 4, B,C 都 是 拓扑 空间 X 上 的 层 ， 
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0 一 4 了 355SC-0 


是 层 的 同 态 序列 , 如 果 其 中 的 序列 0 一 4 号 忆 4BSC 和 BS 
C 一 0 都 是 正 合 的 , 或 者 说 对 于 任意 点 P < X, 群 同 态 FF: Ap 一 Bp 
是 单 射 , 而 群 同 态 G : Bp 一 Cp 是 满 射 , 并 且 


Im{ Ap Bp} = Ker{ Bp S Cp}, 


则 称 这 一 层 的 同 态 序列 为 层 同 态 的 短 正 合 序 列 . 

如 果 0 一 A 避 电驴 C -0 是 层 的 短 正 合 序列 , 则 由 0-，A 己 B 
的 正 合 性 得 已: 4 一 B 是 单 射 , 即 层 4 同 构 于 层 B 的 一 个 子 层 (或 
者 说 4 就 是 B 的 子 层 ). 而 4 驴 B 久 C 和 B 驴 C0 的 正 合 性 则 
表明 同 态 G : B 一 C 是 满 射 , 同时 

A= Ker{B SS c}, 
因而 C 可 以 看 做 层 B 关 于 其 子 层 4 的 商 层 . 所 以 层 的 短 正 合 序列 0 一 
4 态 BC -0 实际 给 出 了 层 B 对 于 子 层 4 和 商 层 C 的 分 解 . 对 
于 这 一 分 解 , 我 们 的 问题 是 : 层 B 的 同调 群 与 其 子 层 4 和 商 层 C 的 
同调 群 之 闻 有 什么 关系 ? 层 的 低 阶 同调 群 与 高 阶 同 调 群 之 间 有 什么 关 
系 ? 下 面 的 正 合 序列 定理 回答 了 这 一 问题 . 
定理 6.3.1( 正 合 序列 定理 ) ” 设 X 是 一 仿 紧 拓 扑 空间 ， 
0 一 4 五 BGSGC-0 


是 X 上层 同 态 的 短 正 合 序列 , 则 对 于 p = 0,1,…… , 可 定义 同 态 映射 b。 : 
HP(M, CO) 一 HPT!(M, 4), 使 得 下 面 序列 
0 ~» HO(X, 4) © HOCX B) © Ho(X CD SHI(X, A) SS 
SX,O) SHEN A DS EHX) SS... 


是 同调 群 的 正 合 序 列 . 
这 里 我 们 称 一 个 Abel 群 的 同 态 序列 
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0 » Ag > Al > > A; > Ai41 3 


是 正 合 序 列 , 如 果 其 满足 4o 一 41 是 单 射 , 而 对 于 i = 0,1,… ,成 
YI Ker{Ai11 一 Ait2} = Im{Ai — Air1}. 

正 合 序列 定理 表明 : 由 层 的 一 个 短 正 合 序列 ( 即 一 个 层 关 于 其 子 
层 和 商 层 的 分 解 ), 我 们 能 够 得 到 同调 群 的 一 个 长 正 合 序列 , 或 者 说 相 
应 的 层 的 同调 群 的 一 个 分 解 . 

定理 6.3.1 中 同 态 映 射 5 的 定义 以 及 定理 6.3.1 的 证 明 将 通过 下 
面 两 个 引 理 给 出 . 

引 理 6.3.1 ” 设 久 是 仿 紧 拓扑 空间 ,0 一 A4 避 B 久 CC 一 0 是 xX 
上 层 的 短 正 合 序列 , 如 果 对 于 和 中 的 任意 开 集 0, 序列 


O03T(U, A) SBT, B) ST(UV,C) 0 
都 是 正 合 的 , 则 对 于 p = 0,1,… , 可 定义 同 态 映射 
6, : HP(M,C) — H?+!(M, A), 
使 得 序列 
0 3H°(M, A) S HM, B) S HCM,O) ® Hi(M, A) 
.SS HM,O) BHPHM, A) HPI(X, B) SS ... 


是 同调 群 的 正 合 序列 . 

证 明 ”下 面 的 证 明 方 法 在 拓扑 学 中 称 为 “图 上 追 猎 法 ”, 是 拓扑 学 
中 关于 同调 群 性 质 讨论 的 一 个 常用 的 方法 , 同时 引 理 的 结论 和 证 明 在 
一 般 同 调 代 数 的 书 中 都 可 以 找到 . 

设 U= {Ua} 是 X 的 任意 一 个 开 覆 盖 , 我 们 以 一 和 | 表示 相关 
的 群 的 同 态 映 射 , 则 由 引 理 的 条 件 ; 对 于 拓扑 空间 X 中 的 任意 开 集 0， 
序列 0 一 TI 4) 如 T(U,B) 3 TO C) ”0 都 是 正 合 的 , 容易 得 到 
下 面 的 图 是 一 个 交换 图 , 并 且 其 中 的 每 一 列 都 是 Abel 群 同 态 的 正 合 序 
列 ， 
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0 0 0 0 

0 一 CC 有 一 CA4 一 Cr(U,A) = Cr+ (U, A) 
l ! 

0 一 Ca 下 一 OP 有 一 Cr?(U,B)— Crt (MU,B) … 
4 

0 一 CIUUC)— 1 CFIU,O)— CUC) 一 Cp+I(C) … 
! 上 ! 
0 0 0 0 


现任 取 ce 2Z?(U,O), 由 上 图 中 第 p 列 的 正 合 性 , 存在 be C?(U,B), 使 
得 G*(b) =c. 而 由 上 图 的 交换 性 得 


G*6(0) = 6G*(b) = 6(¢) =0. 


由 第 pz 上 + 1 列 的 正 合 性 , 我 们 知道 存在 os C?1 (WU, 4), 使 得 F*(a) = 
6(b). 而 由 交换 性 得 


Fi(a) = 6F*(a) = 6(6(b)) =0. 


但 由 上 图 中 列 的 正 合 性 , F* 是 单 射 , 因而 必须 (a) = 0, 即 a 是 p+1 
阶 的 闭 链 . 利用 上 图 , 按照 上 面 同样 的 方法 不 难看 出 a 在 H?* (WU, 4 
中 确定 的 同调 类 是 由 。 唯一 确定 的 , 并 且 如 果 。 是 正 合 链 , 则 a 也 是 
正 合 链 . 这 样 , 利用 c 与 a 的 对 应 , 我 们 得 到 一 个 同 态 映 射 


6, : H?(U, C0) 一 HP A). 
由 此 我 们 得 到 一 个 Abel 群 的 同 态 的 长 序列 


0 Ho A) THU, B) © HOC) 号 HE A) 


B.S PY,O) SB HPTU, A) SG HPT(U, B) SS.... 


我 们 希望 证 明 这 是 一 个 正 合 序列 . 下 面 仅 以 


HP(U,C) SB He+1(U, A) © HP (UY, B) 
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的 正 合 性 为 例 , 其 余 的 部 分 留 给 读者 作为 练习 . 

首先 设 z < H?(M,C) 是 由 c <e Z?(U,C) 确定 的 同调 类 , 由 上 面 
证 明 中 给 出 的 6 的 定义 , 取 be C?(U,B), 使 得 G*(b)=c, 取 a Ee 
C?+1(M, A), 使 得 F(a) = 65(0). 设 关 = 5(9 是 由 a 确定 的 同调 类 ， 
则 Fr(a) = 6,(5) 表明 Fr*(&) =0. 因而 


Im{H?(4.0) 3 Hi(d, 4)} c Ker{ HP 用 于 Ht, B)}. 


” 反 过 来 , 设 ze HP+ICL 4) 满足 天 四 = 0,a Ee C?+1(U, 4) 是 的 一 
个 表示 元 素 , 则 存在 be C?(U, B), 使 得 6,(0) = Fr*(a). 令 c= G*(b), 
则 
6p(0) = 6p(G*(0)) = G*(6p(b)) = 0° (F"(0)) =0, 
我 们 得 到 ce 2?(U,C)， 设 是 由 c 确定 的 同调 类 , 则 5,(6) = & 
即 人 te Im{ 本 人 C) S HP+1(W, 4)}, 正 合 性 得 证 . 
现 设 y 是 2 的 一 个 加 细 开 覆盖 ,Pyw 是 加 细 开 覆盖 诱导 的 同调 
群 的 映射 , 则 我 们 有 下 面 的 交换 图 
0 一 HU,A) 一 Hz,4) 一 下 (有 一 HU,C)— 
Pyu | 1 Pyu | Pyu | Pyu | 
0 一 HY,A) 一 4 一 HV,B)— HOC 一 
其 中 两 个 行 序列 是 正 合 的 . 考虑 X 的 所 有 开 覆 盖 , 容易 看 出 , 在 利用 
相关 的 等 价 类 定义 的 同调 群 的 序列 


0 HM, A) © HM, B) © Ho C) ® HI(M, A) 
SS PM,O) SBM, A S HTX, B) TS. 


也 是 正 合 的 . 证 毕 . 
在 上 面 的 引 理 中 , 我 们 假定 了 对 于 空间 X 的 任意 开 集 U, 序列 


0 T(U, A) BST, B) ST(V, OC) —0 


都 是 正 合 的 . 这 一 要 求 对 于 层 的 短 正 合 序列 0 一 4A 了 BC 一 0 一 
般 是 不 成 立 的 . 但 是 , 对 于 这 样 的 短 正 合 序列 , 我 们 容易 得 到 , 在 任意 
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开 集 U 上 , 序列 
0 T(U, A) BT(U,B) S TV,O) 

是 正 合 的 . 为 了 利用 上 面 的 引 理 , 对 于 X 的 任意 开 集 UV, 我 们 令 
Fv,0) = Im{T(, B) ST(D, 0)}, 


则 FDC) 是 FT(D, C) 的 一 个 子 群 , 而 访 = {UF(U,C), Pyy} 构成 天 
上 的 一 个 预 层 , 其 是 预 层 W = {U,T(U,O), Pyv} 的 一 个 子 预 层 ， 如 
果 我 们 以 部 (X, C) 表示 取 值 在 预 层 访 = {UF(U, OC), Puv} 中 的 同调 
群 ( 即 hh = {haom.os} 是 预 层 W 的 一 个 p 阶 链 , 如 果 恒 有 haoa.…o, E 
f(D,O)). 这 时 由 于 对 于 任意 开 集 U, 序列 


0—3T(U,A) ST(UV, B) SEC) 一 0 
是 正 合 的 , 由 上 面 的 引 理 我 们 得 到 序列 


0 HM, A) © HM, B) © HM, 0) 3 HI(M, A) 
SS 四 S 下 (MO) 双 H?+*(M, A) 5 He (X, B) S 0 


也 是 正 合 的 . 为 了 得 到 正 合 序列 定理 , 我 们 只 需 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 6.3.2 ”假设 同 引 理 6.3.1, 由 预 层 W = {U,T(U,O), Puy} 
定义 的 同调 群 下 (X, C) 与 由 预 层 W = {U,T(U, C), Pyv} 定义 的 同调 
群 P(X, C) 对 于 任意 pe N 都 是 同 构 的 . 

证 明 设 peN 取 定 ， 首先 , 由 于 预 层 W = {Uf(U,C), Poy} 
是 预 层 W = {UT(U,O), Pyy} 的 子 预 层 , 因而 对 于 X 的 任意 开 覆 
盖 24, 都 成 立 2?(W, 歼 ) Cc 2?(U, WW), B?(U,W) Cc B?(U,W). 由 此 我 们 
得 到 一 个 同 态 有 映射 i : 证 (WU, C) 一 到 (W, 0), 而 这 一 映射 与 由 开 履 盖 
的 加 细 关 系 诱导 的 同调 群 的 同 态 映射 可 交换 , 利用 此 我 们 得 到 同 态 映 
射 让 下 (2 C) 一 P(X,C). 我 们 希望 证 明 这 一 映射 是 同 构 . 

首先 证 明 映 射 ; : 下 (X CO) 一 P(X,C) 是 满 射 .事实 上 , 任 
取 heH?(X,O), 设 U = {Us} 是 X 的 一 个 开 和 覆盖 ,hh = [hao ao) e 
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2?(U,C) 是 上 的 一 个 表示 . 由 于 X 是 仿 紧 空间 , 不 失 一 般 性 , 我 们 可 
以 假设 是 局 部 有 限 的 开 和 覆盖 . 任 取 已 < XX, 由 于 


0— Ap— Bp—Cp—0 


是 正 合 的 , 而 由 层 的 同 态 上 映射, 我 们 知道 , 对 于 任意 ce Cp, 存在 PP 的 
邻 域 O 和 C 在 O 上 的 截 影 s, 使 得 s(P) = 6, 而 s es Im{T(0,B) 一 
T(O,C)} = 人 (O,C). 由 于 是 局 部 有 限 的 开 覆 盖 , 因而 h = {hooo, a,} 
中 仪 有 有 限 个 元 素 ha.…, 在 已 点 邻 域 有 定义 . 因此 我 们 可 以 取 P 
的 一 个 充分 小 的 邻 域 0, 使 得 当 O 包含 在 某 一 个 [中 时 , {paoa as]} 
中 在 P 点 有 定义 的 元 素 限制 在 O 上 后 都 在 FT(O,C) 中 . Pe 多 是 
任意 的 ， 由 此 我 们 可 得 到 X 的 一 个 开 覆 盖 y, 使 得 7 是 WU 的 加 细 
开 和 覆盖 , 而 h = {hooo.os} 限制 在 上 后 在 到 (2 C) 中 , 由 此 得 六 
是 Pyu(h) e 本 (y,C) 的 像 . i: 证 (X,C) -Hz(X, C) 是 满 射 

下 面 来 证 映射 i:; 于 (X,C) 一 H?(X,C) 是 单 射 . 设 六 < 下 (X O)， 
i( 月 = 0, 则 存在 X 的 一 个 开 覆 盖 U = {Us) 和 了 的 一 个 表示 f = 
{faoar.ias} € 2Z7?(U,O), 以 及 有 = {haomo,1} € C?1(U,CO), 使 
得 5(h) = 了 . 利用 与 上 面 讨论 相同 的 方法 , 我 们 可 以 找到 W 的 一 个 
加 细 开 覆盖 y, 使 得 By(h) e Cz-107, 玫 )) 这 时 Pyy(f) = 6Pyu(h)， 
因而 广 -= 0.i : 下 (X,C) 一 可 (X C) 是 单 射 . 证 毕 . 

利用 上 面 两 个 引 理 我 们 完成 了 正 合 序列 定理 的 证 明 . 另外 , 如 果 仔 
细 考 查 引 理 6.3.2 的 证 明 , 不 难看 出 , 预 层 W = {U, TU, C), Pyv} 与 预 
层 W = {ZTI(ZC), Pyv} 定义 的 层 相同 , 都 是 C. 而 同调 群 下 (X, CO) 
与 HP(X,0) 的 同 构 实际 上 正 是 由 于 上 面 两 个 预 层 定 义 的 层 同 构 ， 利 
用 这 一 证 明 , 作为 引 理 6.3.2 中 证 明 方法 的 推论 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 6.3.2 ”在 仿 紧 空间 天 上 两 个 预 层 W = {UG(U), Pyv} 
和 旋 ={ GD) Pyv} 定义 的 层 如 果 同 构 , 则 这 两 个 预 层 定义 的 同调 
群 同 构 . 

这 一 定理 说 明了 利用 预 层 定 义 的 Cech 同调 群 与 利用 层 定义 的 Cech 
同调 群 之 间 的 关系 . 虽然 在 定义 Cech 同调 群 时 , 只 需要 预 层 , 但 本 质 
上 同调 群 还 是 由 层 的 结构 确定 的 . 
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46.4 ”de Rham 定理 


上 面 我 们 利用 拓扑 空间 的 开 覆 盖 以 及 层 关 于 开 覆 盖 的 闭 链 群 和 正 
合 链 群 等 定义 了 层 的 Cech 同调 群 . 而 在 本 书 第 5 章 微分 流 形 和 复 流 
形 的 讨论 中 , 我 们 曾经 利用 微分 形式 、 外 微分 4 和 5 算 子 分 别 定义 了 
流 形 上 的 de Rham 同调 群 和 Dolbeauit 同调 群 . 自然 的 问题 是 : Cech 
同调 群 与 这 些 同 调 群 之 间 有 什么 关系 ? de Rham 同调 群 和 Dolbeault 
同调 群 这 种 利用 定义 在 整个 空间 上 的 微分 形式 来 表示 同调 群 的 方式 能 
否 推 广 到 一 般 的 层 上 ? 即 能 否 利用 一 些 整体 截 影 来 表示 层 的 同调 群 ? 
另 一 方面 , 由 于 Cech 同调 群 的 定义 需要 考虑 拓扑 空间 的 所 有 开 覆 盖 ， 
因而 显然 是 难以 计算 的 , 所 以 我 们 需要 借助 其 他 方式 给 出 Cech 同调 
群 的 表示 . 这 一 节 我 们 希望 给 出 的 de Rham 定理 将 回答 这 一 问题 . 首 
先 我 们 给 出 下 面 定 义 ， 

定义 6.4.1 设 Y 是 拓扑 空间 X 上 的 层 , 如 果 对 任意 p > 0, 便 
有 H?(X,Y) = 0, 则 称 Y 为 零 调 层 . X 上 层 的 同 态 序列 


0 >》 > Yo 》 全 ye » yy yr 


如 果 满足 76, 六 ,… 都 是 零 调 层 , 同时 这 一 序列 是 正 合 的 , 即 Y 一 巧 
是 单 射 , 而 对 于 p = 0,1,… , 恒 有 
Im{Y, 一 Yr) = Ker{Yon 一 区， 


则 称 这 一 序列 为 层 Y 的 一 个 零 调 分 解 . 
如 果 序列 0 一 Y 一 Ww 一 了 一 … 是 层 Y 的 零 调 分 解 , 则 对 于 XX 
的 任意 开 集 U, 我 们 有 下 面 关于 Abel 群 的 同 态 序列 


0 = Tr(U,Y) — CP(U, Yo) —T(U,Y) yi 


而 由 于 层 的 同 态 序列 是 正 合 序列 , 对 于 任意 p = 0,1,.…, 上 面 Abel 群 
的 同 态 序 列 显然 满足 


Im{T(D, 到 由 一 TD 巧 )} C Ker{T(U, Y) TT(D, 区 
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利用 这 一 关系 , 现在 我 们 来 给 出 de Rham 定理 . 
定理 6.4.1(de Rham 定理 ) ” 设 X 是 一 仿 紧 拓扑 空间 , 了 是 X 
上 的 Abel 层 , 设 层 同 态 序列 


是 层 Y 的 一 个 零 调 分 解 , 则 对 于 p = 0,1,…, 我 们 有 群 的 同 构 关 系 


~ Ker{T'(X, YPp) 一 下 CC Yo+1)} 
~ Im{fT(X, 1) = TX, Ye)} 


~ _ Ker{T(X,Y) — IT(X, Y0)} 
OY SPO ) = Tr 0) = TOE PY" 
定理 成 立 . 下 面 假设 p > 0. 对 于 i=0,1,…, 令 Ki = Ker{Y; 一 Yn), 
由 于 0 一 了 一 Ww 一 六 一 … 是 正 合 序列 , 因而 对 于 任意 


H?(X,Y) 


0 Ki — Ki 0 
都 是 层 的 短 正 合 序 列 . 由 正 合 序列 定理 , 我 们 得 一 长 正 合 序 列 
0 一 HI(X, Ki) —» H (X,Y) — HU(X, Kini) —» H (X, Ki) 
=H (X,Y) = HI(X, Ki) = HP(X, ¥) 
=» HP(X, Kin) 一 了 和 (和 Ki) 一 HT Yi) 一 


但 由 假设 其 中 的 到 都 是 零 调 层 , 即 p > 0 时 亚 ( 忆 ,区 ) = 0. 因而 由 上 
面 的 正 合 序列 , 我 们 得 到 当 i > 0 时 ， 


H?(X, Kiri) S HPT(X, Ki). 
而 另 一 方面 , 由 正 合 序列 
0 一 了 一 功 一 下 一 0， 
同样 的 讨论 我 们 得 到 


HP?(X,Y) HPTI(X, Ki) S HP™?(X, Ko) SS HI(X, Ky 1). 
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而 由 正 合 序列 
0 HX, Kp-1) =» H (X,YP) —» HI(X, Kon) = H (X, Kp-1) — 0, 


我 们 得 到 
H"(X, Ky) 
In{H (X,Y,-1) = H (X, Kp)} 
但 HO(X, K,) = Ker{T(X,) 一 了 (X,Y+1)}, 由 此 我 们 得 到 
Ker{T'(X,Y,) 一 工人 ;到 
pO) TT 

至 此 我 们 完成 了 de Rham 定理 的 证 明 . 

de Rham 定理 使 得 我 们 能 够 用 零 调 层 的 整体 截 影 来 表示 一 个 层 
的 Cech 同调 群 , 这 消除 了 间 调 群 对 于 开 覆 盖 的 依赖 ， 有 了 de Rham 
定理 以 后 , 进一步 的 问题 是 什么 样 的 层 是 零 调 层 . 而 对 于 拓扑 空间 X 
上 任意 给 定 的 层 Y, 是 否 一 定 存在 Y 的 零 调 分解 , 如 果 存 在 , 怎样 得 
到 了 的 零 调 分 解 . 这 里 对 于 一 般 的 拓扑 空间 X, 我 们 先 来 证 明 多 上 
的 任意 层 都 存在 零 调 分 解 . 

定义 6.4.2” 设 Y 是 拓扑 空间 X 上 的 层 , 如 果 对 于 X 中 的 任意 
开 集 U, 由 限制 映射 得 到 的 序列 


rT(X,Y) -IT(U,Y) -0 


都 是 正 合 的 , 则 称 了 为 X 上 的 松软 层 (Habby sheaf). 

松软 层 的 定义 表明 : 如 果 层 了 是 松软 层 , 则 Y 在 任意 开 集 U CX 
上 的 连续 截 影 都 可 连续 地 延 拓 为 Y 在 整个 X 上 的 截 影 . 对 于 松软 层 
我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 6.4.2 ”松软 层 都 是 零 调 层 . 

证 明 设 了 是 X 上 的 松软 层 ,UM = {Ua}aea 是 XX 的 一 个 开 履 
盖 , h = face 27(U,Y) 是 一 p 阶 闭 链 . 我 们 首先 证 明 对 于 任 
意 点 Pe X, 都 存在 P 点 的 一 个 邻 域 0, 使 得 如 果 令 


O(U) = {ON Uala € A}, 


Hi(X, Kyp_1) 兰 
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则 O(U) 是 O 的 开 覆 盖 , 如 果 以 则 ooo 表示 h 在 0(U) 上 的 限制 ， 
则 加 ww 是 了 阶 正 合 链 . 事实 上 , 设 Pe Ug, 令 O= Up, 考 虑 O 的 开 
覆盖 OU) = {Us nN Usla e 4}. 在 O 上 定义 了 对 于 开 禾 盖 O(U) 的 
一 个 p 一 1 阶 链 了 = {fooo,_1} 为 :在 UenUon…NnUo, ,上 , 令 


jos 一 hgooo..-ap_1 ; 


由 于 妨 是 闭 链 , 因而 将 h 限制 在 Us 上 , 对 于 开 覆 盖 O(M), 我 们 有 


了 
0 三 6(P)aeoao as 一 Raoai ap (一 Daoao ap 


= paou as — 6(f). 

现 设 Y 是 M 中 的 另 一 开 集 , 满足 ONV sg, 且 对 Y 的 开 覆 
盖 VC4), 存在 元 素 ge C? -1(V(C), 了)， 使 得 5(g) = hy 我 们 希望 
证 明 对 于 OUV 的 开 覆 盖 (OU V)(U), 存在 se CP?-1((O UV)(U), 了 了)， 
使 得 6(s) = 及 (oO_yywy: 为 此 , 我 们 分 两 种 情况 讨论 . 

如 果 p = 1, 设 ae 4 满足 (ONV)NvU 关 2, fo 一 ga 是 定义 
在 (ONV)NnUs。 上 的 . 但 另 一 方面 , 由 于 Y 是 松软 层 , 因而 存在 了 
在 X 上 的 截 影 志 使 得 在 (ONV)N Uv 上, f 一 gs = 上 因此 如 果 我 们 
在 (OUV)NU。 上 , 定义 


“0 = {7 Qe ONU, 
gal(Q) +t(Q), Q EVNU,. 
考虑 所 有 这 样 的 a, 令 s = {sa}, 则 我 们 得 到 s s OC?((O UV)(U), 了)， 
满足 5(s) = hl oe 

如 果 p > 1, 由 于 在 (On V)(U) 上 6(f) - 6(g) = 0, 因而 由 上 
面 的 讨论 , 利用 归纳 法 , 可 设 存在 了 es C?-2((O NV)(U),Y), 使 得 对 
于 (ONV)(W), 5(9) = f 一 g. 与 上 面 同 样 的 方法 , 利用 Y 是 松软 层 , 我 
们 可 将 了 延 拓 为 C?-2(V(U),Y) 中 的 元 素 . 并 将 延 拓 后 的 了 反对 称 化 ， 
对 于 任意 (OUV)NnUoo.a, 1 闫 2, 令 


Ju 1 (Q), Q € ON Usoas 


Qo Op Q) 一 
( 人 十 5(9aoop 1 (9 QEVNUaoap1 
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则 s = {soo…op_1} E C71((OUV)(U),Y), 满足 5(s) = 则 ouveo: 

为 了 将 上 面 得 到 的 s 的 定义 域 不 断 扩大 , 使 得 其 在 整个 空间 多 上 
都 有 意义 , 我 们 需要 引用 Zorn 引 理 . 

Zorn 引 理 ” 设 {5,>} 是 一 以 > 为 偏 序 的 集合 , 如 果 5S 中 任意 
一 个 全 序 子 集 都 有 最 大 元 素 , 则 5 本 身 有 最 大 元 素 . 

关于 Zorn 引 理 的 说 明和 意义 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [13]. 

现 令 5 = {(V,g)}, 其 中 V 是 XX 的 开 集 , g € C?-1(V(U),Y)， 
满足 5(g) = hoy. 在 集合 5 中 定义 一 个 偏 序 > 为 : 如 果 (Vi, gi) 
和 (WV,g2) 都 是 8 中 的 元 素 , 满足 页 2 VW, 且 gily,w) = 92; 则 
称 (Vi,g1) > ( 衣 ,92). 显然 对 于 集合 S$ 上 的 这 一 偏 序 , 其 任意 全 序 子 
集 有 最 大 元 素 , 因而 由 Zorn 引 理 , S 中 有 最 大 元 素 . 设 (Vi,g1) 是 4 
中 的 一 个 最 大 元 素 , 如 果 页 去 义 , 则 上 面 的 讨论 表明 , 我 们 可 以 将 瑟 
扩大 , 得 到 8 中 大 于 ( 态 ,gi) 的 元 素 . 这 与 (Vi,g1) 的 选取 矛盾 , 因而 
必须 VW = XX. 这 时 (MU) = U, 我 们 得 到 , 存在 g e C?-1(U,Y), 使 
得 5(g) = h, 所 以 p > 0 时 , HP?(U,Y) = 0, 从 而 HP?(X,Y) = 0. 我 们 得 
到 YY 是 零 调 层 . 证 毕 . 

注 ” 由 上 面 的 证 明 我 们 看 到 , 对 于 X 上 的 松软 层 Y, 当 p > 0 时 ， 
不 仅 有 HP(X,Y) = 0, 而 且 对 于 X 的 任意 开 覆 盖 WU, 实际 成 立 


HP(Z,Y) = 0. 


利用 松软 层 , 对 于 拓扑 空间 X 上 的 任意 层 x :了 一 XX, 我 们 可 以 
用 下 面 方法 得 到 其 零 调 分 解 . 

首先 , 对 于 任意 开 集 UC X, 令 alD) 为 由 所 有 满足 ros = Id 
的 映射 s : 7 一 了 构成 的 集合 , 即 a(U) 为 所 有 U 到 了 的 保 茎 映 
射 构成 的 集合 . 这 里 特别 需要 说 明 的 是 , 区 别 于 了 在 U 上 的 鹤 影 , 我 
们 不 要 求 映 射 和 : UV 一 了 是 连续 映射 , 因而 有 IT(U,Y) Cc a(U0). 利 
用 层 Y 上 的 加 法 , a(Z) 是 一 个 Abel 群 , 而 如 果 令 Piy 为 限制 映射 ， 
则 W = {a(D), Pyv} 是 和 上 的 完备 预 层 ， 我 们 用 dy 表示 由 预 
层 W = {U,a(D0), Pyv} 定义 的 层 , dyY 称 为 层 Y 的 不 连续 截 影 的 芽 层 . 
对 于 任意 se a(U), s 显然 可 以 延 拓 为 上 的 截 影 (例如 , 将 s 在 U 以 
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外 作 0 延 拓 ), 由 此 得 到 层 dY 是 松软 层 . 利用 关系 划 (DY) c a(D), 我 
们 得 到 Y 是 dy 的 子 层 , 因而 有 正 合 序列 


0 一 了 一 qd 和 


现 令 
dy 


”if 一 dd 
即 区 是 dy 关于 其 子 层 Y 的 商 层 . 令 d2(Y) = d(Yi) 是 层 六 的 不 连 
续 截 影 的 芽 层 , 则 dz2(Y) 也 是 松软 层 , 我 们 有 正 合 序列 


六 


0 一 站 一 d7 一 qd 六 


依 此 类 推 , 我 们 得 到 正 合 序列 


O05Y— drY ody os...— dPY —..., 
dz 一 ! 立 、 

其 中 dpY 是 层 I diy} 的 不 连续 截 影 的 菠 层 , 因而 是 松 
软 层 , 所 以 dpy 都 是 零 调 层 . 而 上 面 的 正 合 序列 是 层 了 的 一 个 零 调 分 
解 . 这 种 利用 不 连续 截 影 的 芽 层 得 到 的 层 Y 的 零 调 分 解 称 为 Y 的 经 
典 分 解 (canonical resolution). 利用 经 典 分 解 , 对 于 拓扑 空间 关上 的 
任意 层 x :YY 一半 , 我 们 可 以 定义 
Ker{T(X,d?Y) — T(X,d?+1Y)} 
Im{T(X,d?-iY) —» T(X, dr¥Y)} 
H? (X,Y) 称 为 层 Y 的 p 阶 de Rham 同调 群 . 对 于 这 样 定义 的 同调 
群 , de Rham 定理 则 表明 : 如 果 X 是 仿 紧 拓扑 空间 , 则 X 上 任意 层 
的 de Rham 同调 群 与 Cech 同调 群 是 同 构 的 . 

讨论 零 调 层 并 利用 某 些 零 调 层 给 出 层 的 零 调 分 解 的 另 一 种 方法 是 
利用 强 层 (fine sheaf). 下 面 我 们 以 微分 流 形 为 例 来 说 明 这 一 方法 . 

在 微分 流 形 的 讨论 中 我 们 知道 流 形 上 有 重要 的 单位 分 解 定理 . 

单位 分 解 定理 ” 设 M 是 微分 流 形 , U = {Us}aea 是 M 的 一 个 
局 部 有 限 的 开 覆 盖 , 则 存在 M 上 的 一 族 光滑 函数 {f。}aea, 满足 


Hi (X,Y) = 
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(1) fa >0, (2) Supp(fa) C Ua, (3) 2 fa=1. 


函数 族 {f。}aes 称 为 流 形 M 附属 于 局 部 有 限 开 履 盖 MY = {Vajuea 的 
单位 分 解 . 

我 们 以 a(2M) 表示 流 形 M 上 光滑 函数 的 芽 层 , 则 对 于 任意 点 PE 
MM, 光滑 函数 在 P 点 的 芽 的 全 体 构成 的 集合 a(M)p 是 一 有 单位 元 素 
的 交换 环 , 因而 a(M) 是 一 代数 结构 为 环 的 层 . 这 时 对 于 M 中 的 任 
意 开 集 UU, T(U, oa(M)) 也 是 一 有 单位 元 的 交换 环 . 利用 a(M) 的 环 结 
构 , 设 了 是 流 形 M 上 的 层 , 如 果 对 于 M 中 的 任意 开 集 U, T(U,Y) 
都 是 环 I(U,alM)) 的 模 , 即 了 在 U 上 的 截 影 与 a(M) 在 VU 上 的 截 
影 (UV 上 的 光滑 函数 ) 可 以 相 乘 , 而 乘积 仍然 是 的 截 影 , 我 们 称 层 Y 
为 a(M) 的 模 层 . 例如 , M 上 光滑 向 量 函 数 的 芽 层 、M 上 向 量 从 光滑 
截 影 的 芽 层 等 等 都 是 a(M) 的 模 层 , 特别 地 , M 上 所 有 微分 形式 的 芽 
层 都 是 alM) 的 模 层 . 

利用 单位 分 解 定 理 , 对 于 微分 流 形 M 上 光滑 函数 芽 层 a(M) 的 模 
层 , 我 们 有 下 面 定 理 . 

定理 6.4.3 ”微分 流 形 M 上 任意 a(M) 的 模 层 都 是 零 调 层 . 

证 明 ” 设 Y 是 a(M) 的 模 层 . 由 于 M 是 仿 紧 拓扑 空间 , 因而 对 
于 M 的 任意 开 履 盖 24, 都 存在 U 的 局 部 有 限 的 加 细 开 覆盖 Y. 所 以 
在 讨论 M 上 层 的 同调 群 时 , 只 需 考 虑 局 部 有 限 的 开 履 盖 即 可 . 设 4 = 
{Ua}aea 是 M 的 任意 一 个 局 部 有 限 的 开 履 盖 , {f。}aes 是 附属 于 = 
{Ua}aea 的 单位 分 解 . h = {hooa,.…o,} € 27(U,Y) 是 层 Y 的 一 个 p 阶 
闭 链 , 其 中 p > 0. 我 们 定义 Y 的 一 个 p 一 1 阶 链 g = {gooo…a,_1} 为 : 
对 于 任意 UooNnUon…NnUa, ,1 关 9, 在 UNnUaNn…NnUo, ,上 令 

gaoor op 1 = 》 大 paaoo os i. 
aEA 

由 于 了 是 a(M) 的 模 层 , 因而 9 = {gaoua 1} E CP?!T(U,Y). 而 
由 九 = {haomr.…as} € 2?(U,Y) 是 Y 的 一 个 pb 阶 闭 链 , 因而 


p 


0 = (6(h))aaomro = hooasas — > (—1) aaoaa aan: 
i=0 
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利用 这 一 点 以 及 > fo 三 1, 通过 直接 计算 得 
Ce 
(5(9 Veo ‘Op 
二 -CH 1)" ga Bi op 一 -2 ]) ' 》 fah QAO Gi Cp 


i=0 QE4 
一 》 fa Se hamoa..G: “Qap™ > fa aoa ‘Op = haoai: -Cp? 
aEA i=0 QaEA 


即 5(g) = 有 h, 我 们 得 到 H?(U, M) = 0. 而 W 是 M 的 任意 局 部 有 限 的 开 
覆盖 , 因而 H?(M,Y) = 0, Y 是 零 调 层 . 证 毕 . 

定理 6.4.3 也 从 另 一 角度 展示 了 微分 流 形 与 复 流 形 在 讨论 方法 和 
对 象 上 的 一 个 重要 差异 . 在 微分 流 形 上 由 于 单位 分 解 的 存在 性 , 因而 对 
于 流 形 上 光滑 函数 芽 层 a(M) 的 模 层 , 其 一 阶 和 一 阶 以 上 的 同调 群 没 
有 意义 , 或 者 说 同调 群 都 是 平凡 的 , 局 部 解 总 是 可 以 通过 单位 分 解 , 按 
照 上 面 定理 的 证 明 方 法 粘 接 成 整体 解 . 而 复 流 形 上 对 于 需要 重点 讨论 
的 解析 函数 芽 层 9(M) 的 各 种 模 层 , 由 于 解析 函数 没有 单位 分 解 , 上 面 
的 定理 对 于 复 流 形 上 6(M) 的 各 种 模 层 是 不 成 立 的 , 或 者 说 这 些 层 的 
同调 群 一 般 不 是 平凡 的 . 因而 层 同 调 群 成 为 多 复 分 析 和 复 流 形 研 究 中 
重要 的 讨论 对 象 和 基本 工具 . 

利用 定理 6.4.3, 我 们 可 以 给 出 许多 重要 和 常用 的 层 的 零 调 分 解 ， 
以 及 利用 整体 截 影 给 出 相应 的 层 的 Cech 同调 群 的 表示 . 例如 , 给 出 
我 们 在 上 一 章 中 利用 流 形 上 的 微分 形式 分 别 定义 的 de Rham 同调 群 
和 Dolbeault 同调 群 , 与 这 一 章 利用 向 量 从 的 截 影 层 定义 的 Cech 同调 
群 的 同 构 关系 , 关于 这 一 问题 我 们 将 在 本 章 第 6 节 中 做 详细 讨论 . 这 
里 仿照 流 形 上 的 单位 分 解 , 对 于 一 般 的 层 , 我 们 有 下 面 定义 . 

定义 6.4.2 ” 设 X 是 一 仿 紧 拓扑 空间 , Y 是 X 上 的 层 , 如 果 对 六 
的 任意 局 部 有 限 的 开 覆 盖 V = {Ua}aea, 都 存在 层 Y 到 自身 的 一 族 自 
同 态 {fa}aea, 满足 

(1) 对 于 任意 a € 4,， 同 态 映射 f。: Y 一 了 在 U6。 以 外 恒 为 
零 ( 即 Supp(fa) © Uo); 

(2) 5 fa=1d, 

CEA 


86.5 Leray 定理 323 


则 称 Y 为 X 上 的 强 层 (fine sheef). 
例如 , 微分 流 形 上 光滑 函数 芽 层 a(2M) 的 模 层 都 是 强 层 ， 而 按照 
定理 6.4.3 同样 的 证 明 , 我 们 不 难得 到 强 层 都 是 零 调 层 . 


86.5 ”Leray 定理 


这 一 节 我 们 将 介绍 层 同调 论 的 第 三 个 基本 定理 Leray 定理 . 

设 Y 是 拓扑 空间 X 上 的 层 , 在 上 面 层 同调 群 的 定义 中 , 对 于 Y 
的 Cech 同调 群 HP(X,Y), 我们 需要 考虑 X 的 所 有 开 履 盖 (或 者 说 在 
具体 问题 的 讨论 时 , 我 们 往往 需要 验证 得 到 的 结论 与 开 履 盖 的 选取 无 
关 ). 而 对 利用 零 调 分 解 给 出 的 层 Y 的 de Rham 同调 群 , 同调 群 的 表 
示 需 要 用 到 零 调 分 解 和 整体 截 影 , 因而 当 同 调 群 被 用 来 描述 从 局 部 解 
到 整体 解 的 阻碍 这 样 具体 的 问题 时 , 使 用 起 来 并 不 方便 . 对 此 , 一 个 自 
然 的 问题 是 : 能 否 在 空间 X 上 找到 一 些 “好 ”的 开 禾 盖 U, 使 得 我 们 
能 够 通过 这 样 的 开 履 盖 将 层 Y 在 X 上 的 Cech 同调 群 H?(X,Y) 与 仅 
由 开 履 盖 定义 的 同调 群 H?(U,Y) 等 同 起 来 . Leray 定理 就 是 针对 这 
一 问题 提出 来 的 . 

定理 6.5.1(Leray 定理 )” 设 义 是 一 仿 紧 拓扑 空间 ,Y 是 关上 的 
层 ,U = {Us}aea 是 的 开 桥 盖 , 如 果 这 一 覆盖 满足 , 对 于 任意 Fun 
… 几 Ua 关 @, 以 及 p>0, 恒 有 


H? (Uo nn ， =0, 


Yly, nnv,,) 
则 了 (X,Y) = H?(U,Y). 

满足 上 而 定理 条 件 的 开 和 覆盖 V 称 为 层 Y 的 Leray 覆盖 . 

在 给 出 定理 6.5.1 的 证 明之 前 , 我 们 先 对 同调 代数 中 的 一 些 基 本 概 
念 一 一 复 形 和 双 复 形 作 一 点 简单 介绍 . 设 {4;};=01.… 都 是 Abel 群 ， 
广 : 4; 一 4i+1 是 群 同 态 , 满足 f10 = 0, 则 下 面 群 同 态 序列 

(A) :0 一 40 刀 41 及 4; 三 Ait1 ft ,.. 

称 为 一 个 复 形 . 复 形 (A) 称 为 正 合 的 , 如 果 对 于 任意 i, 恒 有 


Im{ fi : 4 1 一 Ai\ 二 Ker{f; : 4 一 Ain}. 
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人 Ker{fi: Ai 一 4] 
HA)= Im{fi1: 41 一 4 
H(A) 称 为 复 形 (A) 的 i 阶 同调 群 . 

同 理 设 4;, Bj, Kiy(i,j = 0,1,…) 都 是 Abel 群 , 以 一 表示 群 同 
态 , 如 果 下 面 的 图 6.5.1 是 群 同 态 的 交换 图 , 并 且 其 中 每 一 行 和 每 一 列 
都 是 复 形 , 则 称 其 为 一 个 双 复 形 (double complex). 

引 理 6.5.1 ”如 果 在 双 复 形 图 6.5.1 中 除去 第 二 行 的 复 形 


(A):0— 40 一 4 一 …: 
和 第 二 列 的 复 形 
(B):0o— Bo Bo 


以 外 , 所 有 的 行 和 列 都 是 正 合 的 复 形 , 则 对 p = 0,1,… , 成 立 


Ker{fo : Ap —» Apri} Ker{fp : Bp —» Bpril} 
Im{fp_i: Ap_1 — Ap} Im{fo_i1: Bp_1— Bp} 


H?(A) x H?(B) = 


证 明 ”我 们 仅 证 p = 2 的 情况 , 其 余 的 可 以 类 推 . 证 明 中 我 们 将 
采用 拓扑 学 里 的 “图 上 追 猜 法? 


0 0 0 

0 一 40 一 4 — A 一 
! ! 

0 一 Bo 一 Ko 一 Ko 一 Ko 一 
上 ! l } 

0 一 万 一 Kio 一 Kii 一 天 12 一 
! 1 

0 一 有 一 Koo 一 Ko 一 天 2 一 


86.5 Leray 定理 。 325 


对 于 上 面 的 双 复 形 图 6.5.1, 我 们 用 5 表示 行 的 同 态 , d 表示 列 的 
同 态 . 任 取 be Ker{ B2 Bs}, 由 交换 性 得 di(b) = 0. 由 第 三 列 的 
正 合 性 知 存 在 bio e Kio, 使 得 d(b10) = 5(5). 同 理 , 由 d5(b10) = 0 知 
存在 bo1 € Ko1, 使 得 d(bo1) = 6(bi0o), 而 d6(b01) = 0. 我 们 得 到 , 存 
在 a e hs, 使 得 d(a) = 5(b01), 而 di(a) = 6d(a) = 62(b01) = 0, 所 
以 必须 a € Ker{ 4 EA 4s}. a 并 不 是 由 b 唯一 确定 的 , 但 如 果 a 
也 是 b 按照 上 面 的 方法 确定 的 Ker{ 4 全 4s } 中 的 元 素 , 则 容易 看 
出 ,a-a e Im{ hi EA 42}. 因此 由 上 面 的 对 应 我 们 得 到 了 映射 P : 
Ker{ Bs 久 Ba》 H2(A). 用 同样 的 方法 不 难看 出 , 如 果 be Im{ Bi 人 
蕊 }, 则 ae Im{ 41 42}, 因此 上 面 的 映射 诱导 了 映射 P: H?(B) 一 
H2(A). 

同 理 , 利用 同样 的 方法 , 我 们 得 到 映射 P' : H?(A) 一 了 P(B). 由 
于 上 面 对 应 的 可 北 性 , 我 们 得 到 PP' = PP = Id 所 以 P : H?(B) 一 
H2(A) 是 同 构 . 证 毕 . 

定理 6.5.1 的 证 明 ” 取 层 Y 的 一 个 零 调 分 解 

0 一世 一 2 一 到 一 


其 中 (i = 0,1,…) 都 是 松软 层 . 考虑 双 复 形 


0 0 
| ! 

0 一 T(xX,m) 一 T(X,Y) 一 
! ! ! 

0 一 CITY) 一 CC 页) 一 CU,N) 一 
1 l 上 

0 一 CITY) 一 CUW) 一 CU YN) 一 
} | 可 
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其 中 第 二 行 到 第 三 行 的 映射 T(X, 瑟 ) 一 CC 瑟 ) 为 的 整体 截 影 在 

盖 2 的 每 一 个 元 素 U6 上 的 限制 , 其 余 各 列 之 间 的 映射 为 本 章 第 2 
节 Cech 同调 群 定义 时 给 出 的 边缘 算 子 5 : C? (WU, 二) 一 C?11(U,). 由 
于 3 都 是 松软 层 , 因而 H?(U, 说 ) = 0 对 p> 0,i= 0,1,… 成 立 , 所 以 
除去 第 二 列 以 外 , 所 有 的 列 都 是 正 合 的 . 而 由 假设 , 对 于 p = 1,2,…， 
H?(UVo, 站.… 站 Uo,yY) = 0. 由 de Rham 定理 , 对 于 开 覆 盖 V = {U6} 
中 满足 nn 关 2 的 开 集 Uo, 站.… 赂 Vo, 复 形 


0 一 Ta nn 一 Ta nn Y) 
一 Ta NNUG,, ND) TU NN Ua,, 1) 
是 正 合 的 . 不 难 将 这 一 正 合 性 推广 为 复 形 
O00C(0,Y) = 0 (0 ¥) = 0 (V7) = 0 (UY) —o. 
的 正 合 性 ， 我 们 得 到 除去 第 二 行 以 外 , 所 有 的 行 都 是 正 合 的 .利用 引 
理 6.5.1, 得 


HP (UY) = Ker{T (X,Y,) — T(X, Yr1))} 


Im{T(X,Y,_1) oT(X,Y,)} 
但 另 一 方面 , 由 de Rham 定理 , 我 们 知道 

_ Ker{T (X,Y) 一 工艺 了 
HX,Y) = Im{T(X, Y,_1) ST 


因此 我 们 得 到 H?(U,Y) = H?(X,Y). 证 毕 . 


86.6” 层 同调 论 的 应 用 
这 一 节 我 们 将 给 出 层 同 调理 论 的 一 些 比较 直接 和 简单 的 应 用 , 下 
一 章 我 们 将 利用 层 同 调理 论 来 讨论 紧 Riemann 曲面 和 紧 复 流 形 的 更 
一 般 的 性 质 . 
6.6.1 ” 几 种 不 同 同调 群 之 间 的 关系 


上 面 我 们 证 明了 在 微分 流 形 M 上 所 有 光滑 函数 芽 层 a(M) 的 模 
层 都 是 强 层 , 因而 是 零 调 层 . 特别 地 , 我 们 说 明了 在 微分 流 形 上 所 有 光 
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滑 微分 形式 的 芽 层 都 是 零 调 层 . 更 进一步 , 如 果 T :已 一 M 是 M 上 
的 光滑 向 量 从 , 则 B 的 光滑 截 影 的 芽 层 以 及 光滑 的 E- 值 微分 形式 的 
芽 层 都 是 零 调 层 . 利用 这 些 层 , 一 方面 , 我 们 希望 给 出 向 量 从 的 其 他 一 
些 截 影 层 的 零 调 分 解 , 因而 可 以 利用 de Rham 定理 , 用 微分 形式 给 出 
这 些 截 影 层 的 Cech 同调 群 的 表示 . 而 另 一 方面 , 我 们 已 经 利用 微分 形 
式 定 义 了 相关 的 de Rham 同调 群 和 Dolbeault 同调 群 , 这 样 , 我 们 就 
能 够 得 到 de Rham 同调 群 和 Dolbeault 同调 群 与 向 量 从 上 一 些 截 影 层 
的 Cech 同调 群 之 间 的 同 构 关系 . 

首先 , 利用 微分 形式 、 外 微分 d 和 5 算 子 , 我 们 在 流 形 上 给 出 几 
个 常用 的 层 的 层 同 态 序列 , 我 们 将 证 明 这 些 序列 都 是 相关 的 层 的 零 调 
分 解 . 

设 M 是 微分 流 形 , 我 们 用 及 表示 M 上 由 局 部 为 实 常 值 的 函数 
所 定义 的 芽 层 , 即 首先 给 实数 域 及 以 离散 拓扑 , 然后 考虑 M 中 开 集 
到 及 的 连续 映射 (局 部 为 实 常 值 的 映射 ) 所 定义 的 芽 层 . 以 a (MM) 表 
示 M 上 光滑 的 ~ 次 微分 形式 的 芽 层 , 将 实 常 值 函数 看 做 光滑 函数 的 
一 部 分 , 则 实 常 值 函数 就 是 所 有 函数 中 在 外 微分 d 作用 下 恒 为 零 的 那 
些 函数 . 利用 外 微分 d, 我 们 有 下 面 的 层 的 同 态 序列 


0 Re al(M) Sal(M) Sea(M) 对 
在 这 一 个 序列 中 如 果 用 复数 代替 实数 , 用 复 值 函 数 和 复 微分 形式 分 别 
代替 实 值 函数 和 实 微分 形式 , 则 我 们 有 下 面 的 层 的 同 态 序列 


OSC a(M) Sal(M) Se(M) Ss.... 


这 里 为 了 符号 简单 , 我 们 仍然 用 or(M) 表示 M 上 "- 次 复 微分 形式 的 
芽 层 . 

同样 地 , 如 果 M 是 复 流 形 , aoc9(M) 表示 M 上 光滑 的 (p,q)- 形 
式 的 芽 层 , 将 解析 函数 的 芽 层 看 做 光滑 函数 芽 层 的 子 层 , 则 由 Cauchy- 
Riemann 方程 , 解析 函数 就 是 在 5 算 子 的 作用 下 恒 为 零 的 函数 .与 上 
面 外 微分 d 相同 , 利用 5 算 子 , 我 们 有 下 面 的 层 的 同 态 序列 
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0 — 0(M) > a(00) (MM) 5 a(0 DM) 3... 


3 (0g) (M) 5 at03+D (M) 35... 


更 一 般 地 , 设 EE 是 复 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 9(E) 是 已 的 全 纯 
截 影 的 芽 层 , 以 a0(E) 表示 光滑 EF- 值 (p,q)- 形式 的 芽 层 , 前面 我 
们 已 经 证 明了 6 算 子 可 以 定义 在 光滑 的 E- 值 (p, 9)- 形式 上 , 同样 利 
用 5 算 子 , 我 们 有 下 面 的 层 的 同 态 序列 

0 — (FE) a(00) (E) 3 a(0D (E) 35... 


Ba (EB) Dat (Ep) DS... 


特别 地 , @A?7T8 0)(M) 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 如 果 以 Q?(E) 表 
示 忆 @A?76 0)(M) 的 全 纯 截 影 的 芽 层 , 即 全 纯 E- 值 (p, 0)- 形式 的 芽 
层 , 同样 利用 8 算 子 , 我 们 有 下 面 的 层 的 同 态 序列 


0 — QP(E) aP VB) Sap d(E) 3... 
也 29) (E) 3 a(n’9t Dd) (E) 3... 


在 上 面 的 这 些 序列 中 , 由 于 a”(M), a (M) 和 ao(B) 都 是 光 
滑 函 数 芽 层 a(M) 的 模 层 , 因而 都 是 零 调 层 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 上 面 
这 些 序 列 都 是 正 合 序列 , 我 们 就 能 得 到 层 及 , 层 C, 层 9(M), 层 0(E) 
和 层 Q?(E) 的 零 调 分 解 . 而 利用 de Rham 定理 , 这 些 零 调 分 解 将 给 出 
流 形 上 对 于 层 定义 的 Cech 同调 群 与 利用 微分 形式 定义 的 de Rham 同 
调 群 和 Dolbeault 同调 群 之 间 的 同 构 关系 . 

对 于 上 面 这 几 个 层 的 同 态 序列 的 正 合 性 问题 , 我 们 有 下 面 两 个 著 
名 的 引 理 . 

定理 6.6.1(Poincaré 引 理 ) ” 设 M 是 微分 流 形 , w 是 M 上 光滑 
的 ~ 次 微分 形式 , 满足 dw = 0, 则 对 于 任意 点 Pe M, 存在 已 的 一 个 
邻 域 O0 和 O 上 光滑 的 (7 一 1)- 次 微分 形式 ww, 使 得 在 O 上 


du = wl 


定理 6.6,2(Dolbeault 引 理 ) ” 设 M 是 复 流 形 , w 是 M 上 光 浓 
的 (p,q)- 形式 , 满足 5w = 0, 则 对 于 任意 点 Pe M, 存在 P 的 一 个 邻 
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域 O 和 O 上 光滑 的 (p,g 一 1)- 形式 w, 使 得 在 O 上 
Gu = wlo. 


下 面 我 们 先 来 说 明 这 两 个 定理 的 意义 , 而 将 定理 的 证 明 放 在 后 面 . 
我 们 知道 要 证 明 拓 扑 空间 X 上 的 一 个 层 同 态 序列 一 一 
是 正 合 序列 , 需要 证 明 对 于 任意 点 P < X, 群 的 同 态 序列 


Vip = Yop — Ysp 


都 是 正 合 序列 . 而 如 果 将 Yip(i = 1,2,3) 中 的 元 素 看 做 截 影 的 芽 ， 则 
由 Poincaré 引 理 和 Dolbeault 引 理 , 我 们 有 下 面 的 推论 . 
推论 6.6.1 设 1 是 微分 流 形 , 则 在 M 上 层 的 同 态 序列 


0 一 及 -ao0M) 号 ai 号 
是 正 合 序列 , 因而 是 层 RR 的 零 调 分 解 . 

推论 6.6.2 ” 设 M 是 复 流 形 , E 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 则 在 M 
上 层 的 同 态 序 列 


0 =».0(M) 2 ao (M) D aod(M) DB... 
BaodM) Doartd)(M) DB... 
和 层 的 同 态 序列 


0 一 0(B) 一 at(00)( 五 ) atoD(E) 3... 


5 al(0'9) (E) 3 al0etD( 盏 ) SB... 


? 


以 及 层 的 同 态 序列 


0 一 QP(E) 一 ap'0) (万 ) 了 a(P' ld) (E) 35... 


3 alP'9) (EF) 5 almat h(E) 3... 


都 是 正 合 序列 , 因而 分 别 是 层 9(M), 9(E) 和 QP(B) 的 零 调 分 解 . 
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为 了 区 别 流 形 上 利用 微分 形式 和 外 微分 d 定义 的 de Rham 同 
调 群 ， 以 及 流 形 上 常 值 函数 芽 层 恨 和 C 的 Cech 同调 群 ,这 里 我 们 
用 Hae(CW,R) 和 He(M,C) 分 别 表示 M 上 由 实 值 和 复 值 微 分 形式 定 
义 的 de Rham 同调 群 . 利用 上 面 这 些 零 调 分 解 ， 由 de Rham 定理 , 我 
们 有 下 面 几 个 关于 流 形 上 不 同 同调 群 之 间 关 系 的 重要 定理 . 

定理 6.6.3(de Rham 定理 ) ” 设 M 是 微分 流 形 , r <e N, 则 在 M 
上 对 于 实 常 值 函数 定义 的 芽 层 及 , 成 立 
Ker{f4r(M) 3 4r+10M)} 
Im{A"-1(M) 3 Ar(M)} 
即 在 微分 流 形 M 上 , 层 RR 的 Cech 同调 群 与 M 上 利用 微分 形式 和 外 
微分 d 定义 的 de Rham 同调 群 同 构 . 

定理 6.6.3‘(de Rham 定理 ) ” 设 M 是 微分 流 形 ,r e N,C 是 MM 
上 复 常 值 函数 的 芽 层 , 4"(M) 为 M 上 7- 次 复 微分 形式 构成 的 线性 空 
间 , 则 


H’"(M,R) 涯 = Hae(M, R), 


Ker{f4r(M) 3 Ar+1(M)} 
Im{A"-1(M) 号 Ar(M)} 
定理 6.6.4(Dolbeault 定理 ) ” 设 M 是 复 流 形 , 是 M 上 的 
全 纯 向 量 从 , pg s N, 则 在 M 上 对 于 层 6(M)、 层 9(E) 和 层 Q? (EE) 
的 Cech 同调 群 , 分 别 成 立 
Ker{ AOD (M) B AO+D) (M)} 
Im{ A YM) SB AOD CM)} 
Ker{AOV(M, E) SAO (M, 可 oa (MB 
Im{A(04-D(M, E) ® 409000 E)} 
Ker{ A®'® (M, E) 也 4etDUU E) 
Imf4e-D0O E) ® A(PD(M, E)} 
= Hp (M, E), 


即 复 流 形 M 的 Dolbeault 同调 群 与 相应 的 层 的 Cech 同调 群 同 构 . 


H’ (M,C)) 涯 = Hi.(M,C). 


HY(M,0(M)) 宕 = HO (M), 


HY?(M., 0(E)) 


由 


一 


HY(M, OP(E)) 宕 
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作为 上 面 de Rham 定理 和 Dolbeault 定理 的 一 个 应 用 , 假设 M 是 
紧 流 形 , 则 由 Hodge 定理 , 我 们 知道 de Rham 同调 群 和 Dolbeault 同 
调 群 都 是 有 限 维 的 线性 空间 , 由 此 我 们 得 到 下 面 推论 . 

推论 6.6.3 ”如 果 M 是 紧 的 微分 流 形 , 则 对 于 M 上 的 常 值 函数 芽 
层 及 和 C 以 及 任意 > s N, Cech 同调 群 H" (MM,R) 和 H"(M,C) 都 是 有 
限 维 的 线性 空间 ; 特别 地 , 如 果 + > dimM, 则 本 (CMR) 和 H"(M, CC) 
都 为 零 ， 如 果 M 是 紧 复 流 形 , EB 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 则 对 于 任 
意 p,q € N, Cech 同调 群 Hi(M,9(M)), HeCMNb(E)) 和 HY(M, QP?(E)) 
都 是 有 限 维 的 线性 空间 ; 特别 地 , 如 果 其 中 p 或 者 g 大 于 dimM, 则 这 

另外 , 作为 上 面 同 构 定理 的 另 一 个 直接 应 用 , 我 们 这 里 将 上 一 章 在 
紧 致 可 定向 流 形 上 给 出 的 关于 de Rham 同调 群 的 Poincaré 对 偶 定 理 ， 
以 及 在 紧 复 流 形 上 给 出 的 关于 Dolbeault 同调 群 的 Kodaira-Serre 对 偶 
定理 推广 到 流 形 上 相关 芽 层 的 Cech 同调 群 上 . 下 面 以 Kodaira-Serre 
对 偶 定 理 为 例 . 

推论 6.6.4(Kodaira-Serre 对 偶 定理 ) ” 设 M 是 mm 维 紧 复 流 形 ， 
巨 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , KK 是 M 的 典 则 线 从 , 则 对 于 7 = 0,1,… ,m, 
成 立 

dimH" (M, 0(E)) = dimH™-"(M, 0(E* @ K)). 


现在 我 们 回 到 Poincaré 引 理 和 Dolbeault 引 理 的 证 明 .， 由 于 这 
两 个 引 理 的 证 明 在 本 质 上 是 一 样 的 , 下 面 将 以 Dolbeault 引 理 的 证 明 
为 例 . 

Dolbeault 引 理 的 证 明 ”我 们 首先 在 复 平面 上 给 出 一 个 推广 的 
Cauchy 积分 公式 : 设 f(z) 是 闭 单位 圆 失 D(0,1) c C 邻 域 上 连续 可 微 
的 函数 , 则 对 于 任意 z e D(0,1), 恒 有 


加 = 而 / dwt + oi 5 // 织 eT. 


|wl=1 D(0,1) 


事实 上 , 对 于 给 定 的 z, 取 s > 0 充分 小 , 使 得 D(z,e) C D(0,1). 对 区 
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域 D(0,1)\ D(z,e) 应 用 Stokes 公式 得 


1 Fw) 1 f(w) 
27i / 了 / wa 


[wl=1 lw—z|=é& 


= // ‘(Fm) (6.6.1) 


D(0,D)\D(z,e) 


0 0 
而 d= dw + Fd 因而 


au 
(La ) _ _Of(w) dw 人 dT 


WO—Z 


代入 (6.6.1) 式 并 令 < 一 0, 由 


我 们 得 到 了 推广 的 Cauchy 公式 . 
利用 推广 的 Cauchy 公式 , 设 f 是 D(0,1) 邻 域 上 给 定 的 可 微 函 
数 , 我 们 考虑 6 方程 


Og 
则 不 难得 到 , 如 果 在 单位 圆 盘 上 定义 函数 g(z) 为 
g(z) = 二 // TE gw qm, 
D(O,1) 
则 g(z) 是 方程 的 一 个 解 . 事实 上 , 对 于 任意 ze D(0,1), 取 一 光滑 函 
数 gp(z), 使 得 p(z) 在 zo 邻 域 上 恒 为 1, 且 Supp(p(z)) Cc D(0,1), 则 


9g(z) = // CN au aw 


D{(0,1) 


+ 二 / | QC) fw) 2 人 au 和 dm 


D(0,1) 
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由 于 p(w)f(w) 是 C 上 有 紧 支 集 的 函数 , 因而 可 将 积分 


3 = /fe Wf) ST gy A dy 


D(0,1) 


视 为 是 在 C 上 的 积分 , 这 时 做 变 元 代 换 , 积分 化 为 
二 // tf t+, A d 元 . 
Cc 


对 此 , 在 积分 号 下 对 z 求 导 , 换 回 原来 的 变 元 , 并 令 z = zo, 利用 推广 
的 Cauchy 公式 得 


Ee 


吉 //““ 训 ft) LawA dw 


~ oni 
Ol(p 1 
-二 :| [2 SPE 2 A aw = gla) fle0) 
D0,1) 


而 p(z0)f(20) = f(z0). 为 一 方面 ， 


= f/f! 由 一 9 QP) FW Ad 
27i 


D(0,1) 


在 zo 的 邻 域 解析 , 因而 在 z = zo 处 ， 


史 直 人 儿 sk 人 Yuojfeo)dw Ad = 0， 
27i 


D(0,1) 
、 Og _ Ey 
上 面 方程 2 二 f(z) 的 可 解 性 可 以 表示 为 : 对 于 5 闭 的 微分 形 


式 f(z)dz, 存在 单位 图 盘 上 的 光滑 函数 g, 满足 6g = f(z)dz. 而 另 一 
方面 , 由 于 Dolbeault 引 理 是 局 部 存在 的 定理 , 因而 我 们 只 需 在 Cm 中 
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原点 的 邻 域 上 给 出 证 明 即 可 . 因此 上 面 的 结果 则 表明 Dolbeault 引 理 
在 m= 1 时 成 立 . 
现 归 纳 假设 ， 设 Dolbeault 引 理 在 m 一 1 时 成 立 , 设 


Dm(0,1) = {G1 ,Zrm) ||zi <1,i=1,... ,m} 


是 多 圆 盘 . 不 失 一 般 性, 我 们 可 以 假设 w 是 (0,9)- 形式 . 
如 果 也 一 fdz1A: ' Adza 满足 Ow 一 0, 则 函数 f 对 变量 Zg+1;**" ,Sm 
解析 , 因此 如 果 令 


9(21 ,2 =a/ 人 1 FW 72 2m) A qm, 
~ oni 
D(0,1) 


则 g(21 ;Zrm) 对 变量 Zat1l; ;SZm 解析 ， 而 


a ) Zm) = f(z1,:: 
因而 如 果 令 w= gdz2 人 … 人 dz, 则 Bw = fdz1 人 … 人 dzg. 
利用 此 , 我 们 同样 可 以 作 归 纳 假设 : 如 果 w 中 没有 dz 的 项 , 则 
存在 w, 使 得 了 = w. 现 设 w 是 满足 Bw = 0 的 (0,q)- 次 微分 形式 ， 
将 w 表示 为 w = dzm 和 wv 十 h, 其 中 微分 形式 v 和 hh 中 不 含 dz 
设 vy= fi,_1dzi 人 … 人 dzi,_1) 令 


“ ; 27m). 


fi (Z1,° 1 ,Sm 1, WwW) 
21… 1 bE 7 一 上 ) 一 
Gai (Zs 2m) = =/ i mg A qd, 


WO— Zm 


D(0.D 


和 一 gaio_s (21， 本 , Zrm QZ 信人 和信 dZio_1, 


则 几 - 人 殉 中 没有 dzw, 因而 由 归纳 假设 , 存在 wi, 使 得 Gui wt 
我 们 得 到 w = 殉 + 5ui. 至 此 我 们 完成 了 Dolbeault 引 理 的 证 明 . 
说 了 明 上面 给 出 的 证 明 是 一 个 构造 性 的 证 明 , 如 果 直 接 引 用 本 书 
第 2 章 关 于 全 纯 域 上 5 方程 可 解 的 结论 , 只 要 取 P 点 邻 域 为 全 纯 域 ， 
例如 , 在 P 点 对 于 局 部 坐标 的 球形 邻 域 , 则 Dolbeault 引 理 是 显然 的 . 
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6.6.2 Riemann-Roch 定理 


一 维 紧 复 流 形 称 为 紧 Riemann 曲面 . 下 面 我 们 先 利用 同调 群 定义 
紧 Riemann 曲面 的 一 个 最 基本 的 拓扑 不 变量 一 紧 Riemann 曲面 
的 亏 格 , 然后 以 此 为 基础 给 出 紧 Riemann 出 面 理论 的 基本 定理 一 一 
Riemann-Roch 定理 . 

设 是 一 个 紧 Riemann 曲面 , C 是 R 上 由 局 部 为 复 常 值 函 数 定 
义 的 芽 层 . 如 果 两 个 紧 Riemann 曲面 拓扑 同 胚 , 则 其 上 复 常 值 函 数 的 
芽 层 C 同 构 , 因而 层 C 的 Cech 同调 群 同 构 . 所 以 作为 描述 曲面 R 拓 
扑 性 质 的 基本 不 变量 , H"(R,C) 是 R 最 重要 的 拓扑 同调 群 . 我 们 先 来 
考查 这 些 同 调 群 的 维 数 ， 首先 , 由 上 一 节 对 层 C 给 出 的 零 调 分 解 , 利 


用 de Rham 定理 , 我 们 知道 
Ker{ A"(R) S Arti(B)) 
HBO 

Im{ 4-1(R) 要 A"(R)} 


由 于 R 的 实 维 数 为 2, 因而 当 r > 2 时 , H"(R,C) = 0. 而 
HO(R,C) = {7 17 是 尺 上 光滑 复 值 函数 ,df =0)， 


因此 当 六 < Ho(R,C) 时 , f 在 R 上 为 常数 , 或 者 说 H0(BR,C) = C， 
而 dimH?(R,C) = 1. 利用 上 一 章 给 出 的 关于 de Rham 同调 群 的 Poin- 
caré 对 偶 定理 , 我 们 知道 H"(R,C) 与 了 (BC) 互 为 对 偶 空 间 , 由 此 
得 到 dimH?(R,C) = dimH?(R,C) = 1. 另 一 方面 , 同样 利用 上 一 章 关 
于 Hodge 定理 的 讨论 , 由 于 一 维 复 流 形 显然 都 是 Kihler 流 形 , 因而 在 
紧 Riemann 曲面 上 成 立 Kihler 流 形 的 Hodge 分 解 
HI(R,C)S @ He9 (R), 
2 十 9 一 上 

并 且 Heg(R) = Hz)(R)， 对 此 利用 Kodaira-Serre 对 偶 Hz9(B) 
~ HG-21 9( 羽 )， 得 


HI(R,C) SE HOV(R)@ HOVR) = HGO(R) @ HO VR), 
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我 们 得 到 dimHI(R,C) = 2dimH40(R) 是 一 偶数 . 将 dimH1(R,C) 作 
为 曲面 R 的 基本 拓扑 不 变量 , 我 们 有 下 面 定义 . 

定义 6.6.1 设 尺 是 紧 Riemann 曲面 , dimHI(R,C) = 29g, 则 9 
称 为 曲面 R 的 乞 格 (genus). 

亏 格 9 是 紧 Riemann 曲面 一 个 最 基本 的 拓扑 不 变量 . 当 9 = 0 
有 时, 有 R= CP1 CU {coo} = 52 就 是 Riemann 球 . 而 g =1 时 ,及 是 
有 一 个 洞 的 环 面 (torus). 一 般 地 , 亏 格 为 g 的 紧 Riemann 曲面 是 有 g 
个 洞 的 闭 曲 面 ( 见 下 一 节 中 的 图 6.7.1). 由 拓扑 学 中 给 出 的 关于 可 定向 
紧 致 曲面 的 分 类 , 我 们 知道 , 两 个 紧 Riemann 曲面 拓扑 同 胚 的 充分 必 
要 条 件 是 曲面 的 亏 格 相等 . 当然 , 拓扑 同 胚 不 一 定 解 析 同 胚 . 在 9 > 0 
时 , 亏 格 为 g 的 可 定向 紧 致 曲面 上 存在 无 穷 多 的 互相 不 解析 同 胚 的 解 
析 结 构 , 或 者 说 可 以 定义 出 无 穷 多 的 不 同 的 紧 Riemann 有 曲面. 

现 设 RR 是 一 亏 格 为 g 的 紧 Riemann 曲面 , 对 于 i = 1 …，,s, 任 
取 Pe R,nieZ, 则 形式 和 


D=niP t+.…+nsP, 


是 R 上 的 除 子 , 由 本 书 第 4 章 第 2 节 中 的 例 3, D 定义 了 尺 上 一 全 纯 
线 从 [DD]. 另 一 方面 , 由 上 一 章 陈 示 性 数 的 讨论 , 我 们 知道 


deg(D) = ni1+.…+ns = C1([D]) 


就 是 线 从 [D] 的 一 阶 陈 示 性 数 . 陈 示 性 数 仅 与 线 从 有 关 ， 与 定义 线 
从 的 除 子 无 关 , 即 如 果 D 也 是 R 上 的 除 子 , 满足 [D] 与 [D] 同 构 ， 
则 deg(D) = deg(D). 当然 这 一 点 也 可 利用 本 书 第 4 章 第 2 节 中 例 7 
的 结论 , [D] 与 [D] 同 构 的 充分 必要 条 件 是 存在 R 上 的 亚 纯 函 数 / 使 
得 div(f) = DD 一 DD. 而 我 们 知道 在 紧 Riemann 曲面 上 任意 亚 纯 函 数 的 
零点 个 数 与 极点 个 数 相同 (例如 , 参阅 第 7 章 第 1 节 的 讨论 ), 因此 也 得 
到 deg(D) - deg(D) = deg(div( 门 ) = 0. 现在 我 们 的 问题 是 : 对 于 R 上 
一 般 的 全 纯 线 从 亏 , 怎样 表示 Ci(L), 或 者 说 对 于 工 是 否 一 定 存在 RR 
上 的 除 子 D, 使 得 工 = [D]? 对 于 这 一 问题 , 我 们 再 次 回顾 一 下 利用 除 
子 DD 构造 线 从 [D] 的 过 程 . 
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首先 对 于 除 子 D, 取 的 一 个 开 覆 盖 M = {U6。}), 使 得 在 每 一 个 U。 
上 能 够 找到 一 个 亚 纯 函 数 万, 满足 对 于 i = 1,… ,s, 如 果 已 < Du， 
则 已 是 f 的 n; 阶 零点 (n; > 0), 或 者 ni 阶 极点 (mm < 0), 而 大 
没有 其 他 的 零点 和 极点 .函数 族 s = {fs} 就 是 除 子 DD 的 定义 函数 . 
当 UsnvUs 关 2 时 ,在 UsNUs 上 令 
六 
Jo 
则 {h8} 是 线 从 [D] 的 转移 函数 . 这 时 在 Us。 Nn Us 上 , s = {fo} 满足 
fa = hgfe. 
如 果 特 别 地 , 对 于 i = 1,… ,s, 成 立 n; > 0( 我 们 称 满足 这 一 条 件 的 除 
子 口 为 正 除 子 , 记 为 D > 0), 则 fo 是 0。 上 的 解析 函数 ,因而 s = {f。} 
是 线 从 [D] 的 一 个 全 纯 截 影 . 而 当 万 不 是 正 除 子 时 , f。 只 是 亚 纯 函数 ， 
这 时 我 们 将 s = {fo} 称 为 线 从 [D] 的 亚 纯 截 影 . 对 于 这 两 种 情况 , 我 
们 都 将 s 称 为 [D] 的 典 则 截 影 . 现在 反 过 来 , 假定 工 是 R 上 给 定 的 全 
纯 线 从 , U = {U。} 是 RR 的 一 个 开 覆 盖 , {h8} 是 线 从 工 对 这 一 覆盖 的 
转移 函数 . 如 果 对 于 线 从 也 , 存在 一 个 亚 纯 截 影 了 = {所 }, 则 f。 是 U6 
上 的 亚 纯 函 数 , 在 Us n Us 上 满足 
fo = hf 
因此 在 Us Nn Us 上 , 大 与 f4 的 零点 和 极点 相同 . 这 样 利用 了 = {fo} 
的 零点 和 极点 , 我 们 得 到 忆 上 一 个 除 子 , 而 工 就 是 由 这 一 除 子 定义 的 
线 从 . 通过 上 述 讨论 我 们 得 到 , 对 于 R 上 的 一 个 全 纯 线 从 工 , 工 是 由 
除 子 定义 的 线 从 的 充分 必要 条 件 是 工 在 R 上 有 不 恒 为 零 的 亚 纯 截 影 . 
同样 的 结论 对 于 高 维 复 流 形 上 的 全 纯 线 从 也 是 成 立 的 , 但 下 面 的 定理 
对 于 高 维 情况 仅 在 代数 流 形 上 成 立 . 
定理 6.6.5 如果 工 是 紧 Riemann 曲面 RR 上 的 全 纯 线 从 , 则 存 
在 R 上 的 除 子 D, 使 得 L = [Dl], 即 紧 Riemann 曲面 上 的 任意 全 纯 线 
从 都 是 由 除 子 定义 的 线 从 . 
证 明 ” 任 取 一 点 Pe R, 设 n > 0 是 自然 数 , s 是 全 纯 线 从 [nP] 
的 典 则 截 影 , 线 从 工 的 截 影 的 芽 乘 以 。 后 成 为 线 从 LS& [fnP] 的 截 影 的 


hg 
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芽 , 将 这 一 乘积 表示 为 映射 上 一 上.s, 其 中 tebDp 而 已 是 尺 中 的 
任意 点 , 利用 这 一 映射 , 我 们 得 到 芽 层 之 间 的 同 态 映射 
0(L) 3 9(L ® InP)), 
由 此 得 层 同 态 的 短 正 合 序 列 
0-—»0(L) 3 0(L ® InPl) — Sk(nP) — 0, 

其 中 Sk(nP) 是 层 0( 工 @ ImP]) 对 于 其 子 层 Im{0(L) 忆 0(L&@ mnPD)} 的 
商 层 . 

对 于 任意 的 点 Q € 已 如 果 @ 关 PP 由 于 s(Q) 关 0, 因而 映 
射 6(L)o ©) 0(L @ mpl)o 是 同 构 , 即 Sk(mwP)o = 0; 如 果 Q = PP 
设 z 是 P 点 邻 域 的 局 部 坐标 , 满足 z(P) = 0, 则 s 在 PP 点 邻 域 
上 可 以 表示 为 z 的 解析 函数 , 使 得 z = 0 是 s 的 n 阶 零点 ， 这 

‘s(P 

时 Im{f0()p 0(LB@ InP])} 是 由 所 有 在 P 点 邻 域 上 解析 , 且 在 P 
点 的 零点 阶 数 大 于 等 于 n 的 解析 函数 全 体 组 成 , 因而 


Sk(nP)p = {a0t a1 +e + on-12" la EC,i=0,1,. ,nC— 中 


我 们 得 到 Sk(nP) 是 一 摩天 大 厦 层 . 

对 于 摩天 大 厦 层 SE(nP), 如 果 取 RR 的 开 覆 盖 KW = {Us}, 使 得 
点 局 不 在 其 中 任何 两 个 开 集 的 交 之 中 , 则 由 层 同 调 群 的 定义 , 我 们 得 
到 Hi(U, Sk(nP)) =0, 因而 HL(R,Sk(nP)) =0. 

对 上 面 的 短 正 合 序 列 应 用 正 合 序列 定理 , 我 们 得 到 长 正 合 序列 


0 — H°(R,0(L)) — H°(R, 0(L ® InP))) — H°(R, Sk(nP)) 
— Hl(R,0(L)) — Hi'(R, 0(L ® [InPl)) — 0. 


由 推论 6.6.1, 序列 中 的 线性 空间 都 是 有 限 维 的 , 而 由 正 合 性 , 这 一 序列 
中 线性 空间 维 数 的 交错 和 必须 为 零 , 因而 


dimH°(R, 0(5)) — dimH°(R, 0(L ® [nP])) + dimH"(R, Sk(nP)) 
— dimH’(R, 90(L)) + dimH’(R, 9(L ® [InP])) =0. 
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但 容易 看 出 dimH?(R, Sk(nP)) =n, 所 以 


dimH°(R, 0(L ® [InP])) — dimH’(R, 8(L ® [InP))) 
= dimH?(R, {7)) — dimH (R, 90(D)) +n. 


当 了 充分 大 时 , dimH°(R,9(L 8 jnP])) > 0, 因而 线 从 L&InP| 有 非 
零 的 全 纯 截 影 . 任 取 一 个 非 零 截 影 $e HY(R,90(L @ InP])), 则 容易 看 
出 $/s 是 线 从 工 的 亚 纯 截 影 . 如 果 D 是 由 $5/s 的 零点 和 极点 定义 的 
除 子 , 则 工 = [D]. 证 毕 . 

利用 这 一 定理 , 对 于 R 上 任意 全 纯 线 从 工 , 取 除 子 DD 满足 工 = [Dl 
定义 deg(D) := Ci(D) = deg(D), 由 上 面 的 讨论 我 们 知道 deg(Z) 与 D 
的 选取 无 关 . 我 们 将 deg(L) 称 为 线 丛 工 的 阶 . 利用 此 , 现在 我 们 来 给 
出 紧 Riemann 曲面 的 基本 定理 Riemann-Roch 定理 . 

定理 6.6.6(Riemann-Roch 定理 ) ” 设 R 是 亏 格 为 g 的 紧 Rie- 
mann 曲面 , L 是 R 上 的 全 纯 线 从 , 则 


dimH°(R, 9(L)) ~ dimH’ (R,0(L)) = deg(L)—g+1. 
证 明 ”首先 设 工 = [D] 满足 D > 0, 即 D 是 正 除 子 , 设 s 是 线 
从 [Di 的 典 则 截 影 , 利用 线 从 [D] 的 截 影 对 s 的 乘积 定义 映射 4 ts， 
则 有 短 正 合 序列 
0 — 0(7) 3 9(D)) — Sk(D) — 0, 


其 中 了 = RxC 是 平凡 线 从 , Sk(D) 与 定理 6.6.5 中 的 层 Sk(nP) 的 定 
义 相 同 , 是 D 上 的 摩天 大 厦 层 , 当 D = niP 十 … 十 nsPs 时 ， 
Sk(D) = DSk(mP). 


利用 正 合 序列 定理 , 我 们 得 到 长 正 合 序列 


0 — HO(CR,0(7)) — HO°(R, 6([D])) — HO(R, SKE(D)) 
— Hi(R,0(7)) — H'(R,0([D))) 一 0. 
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因而 


dimH?(R, 0(7)) ~ dimH°(R, 0([D])) + dimH?(R, Sk(D)) 
— dimH'(R,0(1)) + dimH(R, 8([D))) = 0， 


但 其 中 dimH?(R, Sk(D)) = ni 十 … 十 ns = deg(D). 我 们 得 到 


dimH° (R, 0(L)) — dimHi(R, 9(L)) 
= dimH(R,0(D)) — dimH!(R, 0(7)) + dimH(R, SkK(D)) 
= dimH?(R,0(1)) — dimHi(R, 0(1)) + deg(D). 


而 dimH?(R,8(7)) = 1 由 上 一 节 给 出 的 6(7) 的 零 调 分 解 
0 — 9(D) -aoo(R) BS alo (R) 一 0， 
得 dimHI(R,b(D) = dimHD) (R) = 3dimH! (A, C) = 9. 因而 
dimH(R, 0(L)) — dimH!(R,0(L)) = deg(D) ~ g+1. 


Riemann-Roch 定理 对 于 正 除 子 成 立 . 
进一步 假定 工 = [D], 而 也 = Di - Da, 其 中 D1, D2 都 是 正 除 子 ， 
设 ss 是 [Da] 的 典 则 截 影 , 则 有 短 正 合 序列 


0 — 6([D1 — D2]) 3 0([D1]) 一 Sk(D2) 一 0. 
因而 与 上 面 的 讨论 相同 , 我 们 得 到 


dimH"(R, 9([D1 ~ D2])) -dimH (R, 9([D1 — D2l)) 
= dimH°(R, 9([D1])) — dimH!(R, 0([D1])) — dimH" (R, Sk(D;)) 
= deg(D1) -9 十 1 一 deg(D?) 
= deg(D)—g+1. 


证 毕 . 
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在 本 书 第 4 章 第 2 节 的 例 10 中 , 对 于 紧 Riemann 曲面 R 上 给 定 
的 除 子 D, 我们 定义 了 线性 空间 


1(D) = {717 是 玉 上 的 亚 纯 函 数 , 满足 div(f) > -DD}， 


并 且 证 明了 1(D) 与 线 从 [D] 的 Dolbeault 同调 群 H00(R,[D]) 线性 
同 构 . 同样 地 , 在 本 书 第 5 章 第 2 节 的 例 1 中 , 对 于 除 子 D, 我 们 定义 
了 线性 空间 


i(D) = {u1u 是 R 上 的 亚 纯 微分 形式 , 满足 div(w) > D}， 


并 且 证 明了 i(D) 与 线 从 [D] 的 Dolbeault 同调 群 HO;D(R,[D]) 线性 
同 构 . 利用 de Rham 定理 , 将 上 面 这 些 同调 群 等 同 于 线 从 [D] 全 纯 截 
影 芽 层 的 Cech 同调 群 , 则 Riemann-Roch 定理 可 以 表示 为 

定理 6.6.7(Riemann-Roch 定理 )” 设 RR 是 亏 格 为 g 的 紧 Rie- 
mann 曲面 , D 是 及 上 的 任意 除 子 , 则 


dimil(D) — dimi(D) = deg(D)—g+1. 


这 是 Riemann-Roch 定理 的 经 典 形式 , Riemann-Roch 定理 的 进 一 
步 应 用 将 在 下 一 章 讨 论 . 
6.6.3 ”Cousin 问题 I 和 Cousin 问题 II 的 解 


在 本 书 第 2 章 全 纯 域 的 讨论 中 , 我 们 曾 利 用 5 方程 给 出 了 全 纯 域 
的 特征 : 区 域 D c Cn” 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 件 是 在 D 上 6 方程 有 
解 . 而 利用 Dolbeault 同调 群 , 这 个 结论 可 以 表示 为 : 区 域 D 是 全 纯 
域 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 p > 0 或 g >0, 和 恒 有 H??(D)=0. 但 
是 由 de Rham 定理 , 这 些 同 调 群 与 D 上 解析 函数 芽 层 9(D) 和 全 纯 p- 
次 微分 形式 芽 层 Q?(D) 的 Cech 同调 群 同 构 . 我 们 得 到 , D 是 全 纯 域 
的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 p > 0 或 g > 0, 2P(D,94(D)) = 0. 特别 
地 , 在 全 纯 域 D 上 恒 有 H!(D,9(D)) = 0. 同样 的 结论 对 于 Stein 流 形 
也 是 成 立 的 : 非 紧 复 流 形 M 是 Stein 流 形 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任 
意 p >0 或 g > 0, Dolbeault 同调 群 HP;?(M,9(M)) = 0. 
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另 一 方面 , 我 们 在 层 的 Cech 同调 群 的 定义 中 曾 说 明了 复 流 形 M 
上 Cousin 问题 1 从 局 部 解 到 整体 解 的 阻碍 在 解析 函数 芽 层 0(M) 的 
一 阶 Cech 同调 群 HI(CM 9(M)) 中 , 由 此 我 们 得 到 下 面 定理 . 
定理 6.6.7 “在 Cn 中 的 全 纯 域 上 Cousin 问题 I 总 是 可 解 的 , 而 
对 于 复 平面 中 的 任意 区 域 , Cousin 问题 I( 即 Mittag-LefHer 问 题 ) 总 有 
解 . 
对 于 Cousin 问题 IL 我 们 知道 这 一 问题 从 局 部 解 到 整体 解 的 阻碍 
在 Cech 同调 群 H1(D,0*(D)) 中 , 这 里 9*(D) 表示 区 域 D C C"” 上 处 
处 不 为 零 的 解析 函数 的 芽 层 ， 对 于 这 一 同调 群 的 描述 , 我 们 考虑 下 面 
的 层 的 同 态 序列 


0 一 和 一 00D) 0°(D) 一 0， 


其 中 2 表示 局 部 取 整 数 的 常 值 函数 的 芽 层 , 90(D) “> 0*(D) 表示 由 映 
射 fe2"if 定义 的 层 的 同 态 . 利用 复 变 函数 中 的 结论 : 如 果 h 是 区 
域 0 上 处 处 不 为 零 的 解析 函数 , 则 对 于 任意 点 Pe Q, 存在 PP 的 邻 
域 0, 使 得 在 O 上 lnh 有 单 值 解析 分 支 , 即 存在 O 上 的 解析 函数 /， 
使 得 = e2"if, 我 们 得 到 层 的 同 态 序列 9(D) ;0*(D) 一 0 是 正 合 
的 , 因而 上 面 的 层 的 同 态 序列 是 一 短 正 合 序列 ， 由 此 利用 正 合 序列 定 
理 , 我 们 得 一 长 正 合 序列 


0 -> HO(D,2Z) — H°(D,0(D)) — H°(D,0”(D)) —» H'(D,2) 
— Hi(D,0(D)) — Hi'(D,0*(D)) —» H?(D, 2) — H2(D,0(D)) = 


现 进 一 步 假设 D 是 全 纯 域 , 因而 H'(D,0(D)) = H*(D,9(D)) = 0, 我 
们 得 到 
Hi(D,0(D))  H*(D,Z). 


由 此 , 如 果 区 域 D 满足 拓扑 条 件 H?(D,Z) = 0, 则 下 (P, 拓 (CD)) = 0， 
Cousin 问题 I 有 解 , 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 6.6.8 ” 设 吃 是 C" 中 的 全 纯 域 , 且 D 满足 拓扑 条 件 H(D, 2) 
= 0, 则 在 D 上 , Cousin 问题 I 有 人 解 . 
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男 一 方面 , 对 于 复 平面 中 的 任意 区 域 D, 首先 D 是 全 纯 域 , 而 在 D 
上 , H?(D,Z) = 0 总 是 成 立 的 , 因此 在 复 平面 的 任意 区 域 上 , Cousin 问 
题 I 总 是 有 解 的 . 

这 里 还 要 说 明 一 点 , 对 于 一 般 的 复 流 形 M, 利用 上 面 讨论 中 定义 
的 层 的 短 正 合 序列 


0 一 2 0M) SS 9°(M)— 0, 
我 们 得 到 了 一 个 映射 
H'(M,0*(M)) — H?(M, 2Z). 


而 我 们 知道 Hi(M, 0*(M)) 就 是 M 上 所 有 全 纯 线 从 利用 张 量 积 构 成 
的 Abel 群 , 而 H2(M,Z) 是 M 的 拓扑 群 ， 映 射 HI(M,9*(M)) 一 
H2(M1,Z) 给 出 了 H!(M,*(M)) 中 的 元 素 一 个 拓扑 表示 . 通常 称 映射 
H (M,8*(M)) 一 了 (2 为 陈 映射 , 表示 为 工 一 c( 万 . 这 时 利用 映 
射 Z 一 及 , 得 映射 H?(M,Z) 一 H?2(M,, 民 ), 将 c(Z) 看 做 H2(M,R) 中 
的 元 素 , 则 c(Z) 就 是 我 们 在 前 面 关 于 线 从 工 定义 的 陈 示 性 类 . 这 里 特 
别 要 说 明 ; 如 果 M 是 微分 流 形 , 我 们 用 a(M) 和 a*(M) 分 别 表示 M 
上 复 值 光 滑 函 数 和 处 处 不 为 零 的 复 值 光滑 函数 的 芽 层 , 则 同样 有 层 的 
短 正 合 序列 
0 一 也 一 ad) 2 a(M)—0. 
因此 得 同调 群 的 长 正 合 序列 
0— H°(M,Z) — HI'(M,a(M)) —» HI(M,a*(M)) 
一 了 HZ) — Hi(M,a(M)) — Hi(M,a*(M)) 
— H’ (M,Z) — EB(M,a(M)) 一 … 


但 我 们 知道 , a(M) 是 强 层 , 因而 也 是 零 调 层 , 这 时 H'(M,a(M)) = 0， 
H?(M,a(M)) = 0, 映射 H!(M,a*(M)) 一 H?(M,Z) 是 同 构 映 射 ， 另 
一 方面 , 与 全 纯 线 从 的 讨论 相同 , 同调 群 HI(M,o*(M)) 同样 可 以 表示 
为 微分 流 形 M 上 由 所 有 光滑 的 复线 从 构成 的 Abel 群 , 则 同 构 映射 
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H (M,a*(M)) 一 HE(M,Z) 将 光滑 复线 从 映射 为 线 从 的 陈 示 性 类 ， 因 
此 我 们 得 到 光滑 复线 从 由 线 从 的 陈 示 性 类 唯一 确定 . 特别 地 , 在 紧 Rie- 
mann 曲面 上 , 对 于 全 纯 线 丛 厂 我 们 知道 01(L) = deg(Z) 因此 得 到 
紧 Riemann 曲面 上 全 纯 线 丛 微分 同 胚 的 充分 必要 条 件 是 线 丛 的 阶 相 
等 .当然 微分 同 胚 的 全 纯 线 从 不 一 定 全 纯 同 胚 , 或 者 说 陈 示 性 类 相同 
的 全 纯 线 从 不 一 定 全 纯 同 胚 . 下 一 节 我 们 将 在 紧 Riemann 曲面 上 给 出 
所 有 有 相同 陈 示 性 类 的 全 纯 线 从 的 分 类 , 即 对 于 一 个 微分 结构 固定 的 
复线 从 , 给 出 其 上 所 有 互相 不 全 纯 同 胚 的 复 结构 . 利用 此 , 我 们 容易 得 
到 紧 Riemann 曲面 上 所 有 全 纯 线 从 的 分 类 . 
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这 一 节 作 为 向 量 从 的 同调 理论 以 及 Riemann-Roch 定理 的 应 用 ， 
我 们 将 介绍 关于 紧 Riemann 曲面 的 另外 一 些 重 要 定理 : Abel 定理 和 
Jacobi 道 问题 , 并 利用 这 些 定理 来 给 出 紧 Riemann 曲面 上 全 纯 线 从 的 
分 类 . 这 些 内 容 是 现代 代数 曲线 理论 的 基础 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文 
献 [7]. 在 这 一 节 中 我 们 首先 需要 考虑 的 问题 是 : 在 紧 Riemann 曲面 R 
上 , 什么 样 的 除 子 是 由 R 上 亚 纯 函 数 的 零点 和 极点 定义 的 除 子 ? 即 给 
定 R 上 的 一 个 除 子 D, 问 在 什么 条 件 下 存在 R 上 的 亚 纯 函数 f, 使 
得 div(f) = D. 如 果 曲 面 R 的 亏 格 9 = 0, 或 者 说 R= CP! = CUf{o0} 
为 Riemann 球 , 则 RR 上 的 亚 纯 函数 就 是 变 元 z 的 有 理 函 数 , 其 中 > 是 
复 平面 C 的 坐标 . 由 此 容易 看 出 , R 上 的 除 子 D 是 由 亚 纯 函 数 的 零点 
和 极点 定义 的 除 子 的 充分 必要 条 件 是 deg(D) = 0. 因此 在 下 面 讨论 中 ， 
我 们 将 总 是 假定 曲面 R 的 亏 格 9 > 0. 对 于 这 样 的 情况 , Abel 定理 将 
回答 我 们 的 问题 . 而 另 一 方面 , 由 上 一 节 的 讨论 我 们 知道 紧 Riemann 
曲面 R 上 任意 全 纯 线 丛 都 是 由 除 子 定义 的 线 丛 , 而 R 上 由 除 子 定义 
的 两 个 线 从 Li = [Di] 和 Ls = [D2] 全 纯 同 胚 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 RR 上 一 个 亚 纯 函数 f, 使 得 两 个 线 从 的 定义 除 子 之 差 Di - Do 是 
由 的 零点 和 极点 定义 的 除 子 ， 从 而 利用 Abel 定理 的 结论 , 我 们 将 能 
够 得 到 RR 上 所 有 全 纯 线 从 的 分 类 . 
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这 一 节 我 们 将 用 到 拓扑 学 中 关于 曲线 同 伦 、 基 本 群 和 紧 致 可 定向 
曲面 分 类 的 一 些 结论 , 对 这 些 内 容 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [6]. 

首先 由 拓扑 学 中 关于 紧 致 可 定向 曲面 的 分 类 , 我 们 知道 , 两 个 紧 致 
可 定向 曲面 拓扑 同 胚 的 充分 必要 条 件 是 曲面 的 亏 格 相同 . 而 对 于 亏 格 
为 9 的 紧 致 可 定向 曲面 及 我 们 可 以 取 定 R 中 一 个 点 , 使 得 RR 上 
存在 以 马 为 起 点 的 2g 条 给 定 方向 的 闭 曲线 41,… , 4 B1,… , B, 
这 些 闭 曲线 构成 了 曲面 R 的 基本 群 ri (局 的 生成 元 (参见 图 6.7.1). 


图 6.7.1 
利用 这 些 曲 线 , 对 于 曲面 ,如果 在 R 上 按 41, Bi1,… ,4g, Bo 的 
顺序 , 将 ER 沿 这 些 曲 线 给 定 的 方向 前 入、 了 


开 , 我 们 得 到 一 个 以 给 定 方向 的 曲线 


At B+ AT Bi :A+B+A-B 


9 9 9 9 


为 边界 的 多 边 形 R* (参见 图 6.7.2). 通 
常 将 多 边 形 R* 称 为 曲面 RE 的 典 则 分 
割 , 这 时 R* 可 以 看 做 是 复 平 面 中 一 个 图 672 
有 分 段 光滑 边界 的 单 连通 区 域 . 

现 设 dw 是 RR 上 一 个 给 定 的 全 纯 微分 形式 ， 利 用 Stokes 公式 我 
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们 知道 , 如 果 尺 中 给 定 方向 的 两 条 闭 曲线 六 与 Fa 同 伦 , 即 存在 中 
的 区 域 Dp, 使 得 8D = 1 ULz1, 则 fa - fw 现 令 


Li Lz 
V(dw) = ff fe ,fa EC29， 
了 A Bt BH 
V(dw) 称 为 dw 的 周期 向 量 . 这 时 对 于 RR 中 任意 闭 曲线 5, 由 基本 和 群 


的 定义 我 们 知道 , 存在 整数 n1,… ,no,m1,… ,mg, 使 得 闭 曲 线 工 同 
伦 于 曲线 六 (mi 好 +miBB7), 因而 


利用 这 一 关系 , 如 果 令 


L(dw) = b> (nm / dw + ms / dw) 
4 B+ 


Ni, mi EZ,t = 1,... 中 


i=1 


则 L(dw) 是 全 体 复数 利用 加 法 运算 定义 的 Abel 群 中 的 一 个 子 群 , 下 
面 以 C/L(dw) 表示 商 群 . 这 时 选 定 成 < R, 对 于 任意 点 Pe RR, 路 径 
积分 


Pp 
dw (mod(L(dw))) 
Po 


就 仅 与 点 P 有 关 , 而 与 连接 而 与 PP 的 路 径 的 选取 无 关 , 我 们 得 到 一 


个 映射 ， 
/ dw 
R “RR, C/Ldw). 


下 面 我 们 希望 通过 考查 R 上 所 有 全 纯 微分 形式 以 这 样 的 方式 定义 的 
映射 , 来 研究 曲面 R 的 性 质 . 

首先 , 由 Riemann-Roch 定理 我 们 知道 dimH?(R,94(K)) =9, 即 有 
上 所 有 全 纯 微分 形式 构成 一 9 维 的 线性 空间 ， 现 设 {dwi,… ,dwg} 
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是 HV(R,9(K)) 的 一 组 线性 基 , 令 
V (dtwi) / 


V (dwy) 
Q 是 一 g x 29g 的 复 和 矩阵， 称 为 Riemann 曲面 R 关于 mi(R) 的 生成 
元 41,… ,hy Bi,… ,Bs 和 HO(R,6(K)) 的 线性 基 {dewr,… ,dwg} 
的 周期 矩阵 、 下 面 我 们 利用 曲面 R 的 典 则 分 割 R* 先 来 讨论 周期 矩 
阵 9 需要 满足 的 一 些 条 件 . 

首先 将 R* 看 做 复 平面 中 以 4+ Bt+4T BT .… A+ B+ hs By 为 边界 
的 多 边 形 , R* 是 一 单 连通 区 域 . 任 取 忆 上 一 全 纯 微 分 形式 dw, 则 dw 
在 R* 上 的 路 径 积分 仅 与 路 径 的 起 点 和 终点 有 关 , 与 路 径 本 身 的 选取 
无 关 . 因此 , 如 果 固 定 R* 上 一 个 点 三 , 对 于 R* 上 任意 点 P, 利用 dw 


P 
在 Rr 上 以 为 起 点 , PP 为 终点 的 路 径 积分 人 dw, 我 们 得 到 Re* 


上 一 个 全 纯 函 数 , 以 w(P =/ dw 记 之 . 这 时 在 R* 的 边界 上 , 对 


于 j= 1,… ,9g; 曲线 针 和 4; 上 对 应 于 RR 中 的 同一 点 P, 以 及 Bi 
和 B; 上 对 应 于 已 中 的 同一 点 @, 选择 沿边 界 作 路 径 积 分 ( 见 图 6.7.2)， 
则 我 们 容易 得 到 下 面 关系 : 


(Ps -wp =- |/ duw, 
ulgjlsy -ulgjls =— fa = f aw 


利用 这 一 关系 式 , 设 dv 是 RR 上 另 一 个 全 纯 微 分 形式 , 则 我 们 得 到 


fe (fs fs fe fe 


(6.7.1) 
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- > es ~ wa-)du+ f ls -da 


A B+ 


另 一 方面 , 由 d(wdv) = 0, 利用 Stokes 公式 , 则 有 


/ wdv = // d(wdv) = 0. 
x 


由 此 我 们 得 到 
(fw fr feo: /oj (6.7.2) 
Bt At Bt 


利用 同样 的 讨论 , 并 进一步 假定 dw # 0, 则 由 


i — i 一 一 
3 | wii=3 /sei>0 
R* 


OR* 


我 们 得 到 


| /f+ fw / > 0. (6.7.3) 
4 


i=1 
Bi A B+ 


在 上 面 讨论 中 , 如 果 用 HO(R,0(K)) 的 线性 基 {dwi,… ,dws} 中 
的 元 素 代替 dw 和 dw, 则 我 们 可 以 将 这 两 个 关系 式 应 用 到 周期 矩阵 0 


上 . 令 
[0 
-I 01 
其 中 I 表示 9 阶 单位 算 阵 , 则 关系 式 (6.7.2) 和 (6.7.3) 可 分 别 表示 为 
QT = 0， ;30 >0, 


这 里 50J5 > 0 表示 算 阵 70 是 一 个 正定 的 Hermite 矩阵 ， 上 
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面 这 些 关 系 最 早 是 由 Riemann 提出 来 的 ,因而 称 为 紧 Riemann 曲面 
上 关于 周期 矩阵 0 的 Riemann 双 线 性 关系 . 这 些 关 系 给 出 了 一 个 复 
的 9 x 29 矩阵 能 够 成 为 某 一 个 紧 Riemann 曲面 的 周期 矩阵 的 一 个 必 
要 条 件 . 如 果 在 周期 矩阵 Q 中 , 进一步 令 


f a 0 f am f aw 5 fam 
A BI BH 


1 于 1 9g 
4= : : ;B= : : ) 
f a I f aw /au 1 fa, 
4 47 BT Bs 


则 Q = [4, 本 , 而 Riemann 双 线 性 关系 又 可 以 表示 为 

ABT ~ BAT = 0， 3[AB" -BA']>0, 
其 中 ; [4B” - BX"] > 0 也 表明 4 必须 是 满 秩 的 矩阵 . 因而 不 失 一 般 
性 , 可 选取 H?(R,9(K)) 的 线性 基 {dw1,… , dwg), 使 得 4 = 万 为 单 
位 矩阵 . 这 时 由 等 式 (6.7.2) 得 


J a = 017, f a; = f a (i,7=1,... ,9). (6.7.4) 
A B+ B+ 

下 面 引 理 给 出 了 紧 Riemann 曲面 的 周期 矩阵 9 需要 满足 的 另外 
一 个 必要 条 件 . 

引 理 6.7.1 如果 以 Vi,… ,Vzg 分 别 表示 周期 矩阵 Q 中 的 25 个 
列 向 量 , 即 9 = [VW,… ,Wg], 则 下 ,Vg 实 线性 独立 , 

证 明 ”假设 引 理 不 成 立 , 则 存在 不 为 零 的 实 向 量 (71,… ,ray) € 
R23, 使 得 对 于 i = 1,:… ;9， 


g 
》， "yf ao + ro /au 一 0. 
总 


j=1 十 
了 
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对 上 式 取 共 轿 , 得 


> /本 + {i = 0， 
AT Bl 


即 
(Vladw), Vdwo) (GD VA)) (ri, ,rT29)T =0. 
我 们 得 到 
rank (V(dwi),. ,Vdwy), VD) ,VTDg)) < 2g. 
利用 这 些 关系 式 , 存在 不 为 零 的 复 向 量 (ci,.… ,czs) e C20, 使得 
(e177 sc20) (YldtonD Vdwg), Ye ,VDg)) =0. 


因此 如 果 令 , 
V= (cidws 十 Coridwbi), 


t=1 


则 VV 是 RR 上 一 个 一 次 微分 形式 . 而 对 于 j = 1,.… ,9 上 面 关系 式 表 
明 | V = 0 V =0. 另 一 方面 , 应 用 外 微分 容易 得 到 dV = 0, 所 
A+ B+ 


以 V 在 五 中 任意 闭 曲 线 上 的 积分 为 零 , 或 者 说 V 在 RR 上 的 路 径 积分 
仅 与 路 径 的 起 点 和 终点 有 关 , 与 路 径 的 选取 无 关 . 取 定 西 < RR, 利用 路 
径 积 分 , 对 于 任意 8 e R, 令 1HQ )= 三 以 则 /(Q) 是 下 上 的 请 
数 , 满足 df = 区 

但 另 一 方面 , 紧 Riemann 曲面 当然 都 是 紧 Kihler 流 形 了 , 利用 
紧 致 Kabler 流 形 上 的 Hodge 分 解 H'(M,C) = 区 HP (M ), 以 

p+g= 

及 He(M) = HGP)(M), 我 们 得 到 , 在 紧 Riemann 曲面 RL 上 

H'(R,C) = HN(R)® HON(R) 

= HO(R)@ HDR) = HO(R, 0K)) @ HR, OK)). 
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因此 {dwi,… ,dwyg, dw1,… ,dwg}》 构 成 H'(R,C) 的 线性 基 , 而 这 与 
存在 RR 上 的 光滑 函数 /, 使 得 df =V = (cidws + coridwi) 关 0 歼 
盾 . 证 毕 

现 设 du 是 紧 Riemann 曲面 R 上 的 一 个 亚 纯 微分 形式 , 如 果 
点 甩 eR 是 du 的 一 个 极点 , 我 们 定义 du 在 的 留 数 为 


Res(du)(P) = 二 /au 
oD 

其 中 D 是 一 以 光滑 曲线 8D 为 边界 的 单 连通 区 域 , P < DD 是 du 
在 D 内 唯一 的 极点 .另外 , 如 果 点 媚 < 不 是 du 的 极点 , 我 们 
令 Res(du)(P)=0. 

关于 紧 Riemann 曲面 上 亚 纯 微 分 形式 的 留 数 , 成 立 下 面 引 理 . 

引 理 6.7.2 ” 紧 Riemann 曲面 上 , 任意 亚 纯 微分 形式 在 曲面 上 所 
有 点 的 留 数 和 为 零 , 即 如 果 dv 是 紧 Riemann 曲面 R 上 的 亚 纯 微分 形 
式 , 则 

》, Res(du)(P) = 0. 


PeR 

引 理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

一 般 地 , 利用 在 Riemann 双 周 期 关系 讨论 时 用 到 的 方法 , 对 于 羽 
上 的 亚 纯 微分 形式 , 我 们 有 下 面 引 理 . 

引 理 6.7.3 设 {Ai, Bi … 9 的 选取 如 上 . dw 是 R 上 全 纯 微 
分 形式 , du 是 R 上 亚 纯 微分 形式 , 假定 对 于 i = 1,… ,9, du 的 极点 都 
不 在 曲线 4i B+ 上 . 设 ww 是 由 dw 在 的 典 则 分 割 R* 上 利用 路 径 
积分 确定 的 全 纯 函 数 , 则 


9 
[eB (fe ft fo f a) 
有 4 A B} 


OR* 


= 27i 》， Res(wdu)(P). 


PeR 


引 理 的 证 明 与 等 式 (6.7.2) 的 证 明基 本 相同 , 读者 可 作为 练习 . 
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下 面 我 们 来 给 出 本 节 的 基本 定理 一 一 Abel 定理 . 
定理 6.7.1(Abel 定理 ) 设 
D=P++P,- Qi1—.…— Qn 


是 RR 上 给 定 的 一 个 阶 为 零 的 除 子 , 则 D 是 由 RR 上 一 个 亚 纯 函数 的 零 
点 和 极点 定义 的 除 子 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 R 中 一 条 闭 曲 线 二 使 
得 对 于 R 上 任意 全 纯 微 分 形式 dw, 恒 有 


n ppP, 
aw= /aw 


PP: 
其 中 对 于 i = 工交 [ 是 RR 中 沿 连 接 P 和 Q; 的 适当 曲线 的 路 
Qi 


径 积 分 , 曲线 的 选取 与 dw 无 关 . 

证 明 ”选取 闭 曲线 {4t, Bt 如 上 ， 不 失 一 般 性 ,我们 
假定 点 { 忆 , Qj}j=1.…m 都 不 在 曲线 {4zr, Bt 9 上,， 并 且 集合 
{已 ]=1,…n 与 集合 {Qj}j=1.… 4n 人 首先 设 存在 R 上 亚 纯 


函数 f, 使 得 div(f) = D. 令 du=d(nf)= 一 了 则 du 是 RR 上 亚 纯 微 
分 形式 , 而 利用 留 数 定理 不 难得 到 , 对 于 也 任意 曲线 L - 工 zi / du 


都 是 整数 . 特别 地 , 对 于 1 = 1,.… ,g, 设 " 
1 1 
mi/ mi = 去 1/ 
A B+ 
则 Ti, Ms 都 是 整数 . 
现 令 工 = 交 (ms4f -niB+), 则 工 是 且 中 闲 曲 线 . 设 du 是 及 上 


任意 全 纯 微分 形式 , w 是 dw 在 RR 的 典 则 分 割 R* 上 利用 路 径 积 分 得 
到 的 全 纯 函 数 , 利用 引 理 7.5.1, 我 们 得 到 


去/ wdu = 中 -人 二 Je 二 
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9 
=》， -arm f dw = /aw 
a 全 


另 一 方面 , 利用 留 数 定理 , 成 立 


1 
271 


wdu = 》 [Res(walln f))(P) - Res(walin 1))(@;)| 


OR* =1 


P; 
其 中 | 是 R* 上 沿 连接 P,Q@; 的 曲线 上 的 路 径 积分 . 因此 Abel 定 
Qj; 


理 中 的 等 式 成 立 . 

现在 反 过 来 , 假定 Abel 定理 中 的 等 式 成 立 . 首先 ,对 于 j= 1,… ,n， 
定义 除 子 Di = -- 户 -Q@;, 设 [D;] 是 由 D; 定义 的 全 纯 线 从 . 由 Riemann- 
Roch 定理 我 们 得 到 


dimH?(R, 9([D;])) — dimH(R, 6([D)]) = -2 一 9 十 1 


由 于 deg(D;) < 0, 因而 [Dj] 不 能 有 非 零 的 全 纯 截 影 , 否则 [Dj] 是 由 
这 样 截 影 的 零点 定义 的 线 丛 , 因而 必须 deg([Dj]) > 0. 由 此 得 到 


dimH°(R, 9([Dj])) = 0， dimH’(R,0([Dj])) = 9 十 1 
另 一 方面 , 由 Kodaira-Serre 对 偶 ， 
H (R,0([D)])) SS HO(R, OK — [D)])), 


利用 第 5 章 第 2 节 中 的 例 1, 我 们 知道 , 其 中 的 HO(R,9(K [Dj])) 又 
线性 同 构 于 由 R 上 一 些 亚 纯 微分 形式 组 成 的 线性 空间 i(D;), 即 


H"(R,0(K — [Dy])) Se i(D;), 


其 中 i(D)) = {dw | du 是 R 上 的 亚 纯 微 分 形式 , 满足 div(du) > D;}. 
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另 一 方面 , R 上 所 有 全 纯 微分 形式 都 可 看 做 本 (Rb - [Dj])) 中 的 
元 素 . 但 dimH?(R,9(K)) = 9 而 dimH?(R,0(K -ID;)) = g+1, 
所 以 存在 i(D;) 中 元 素 以 忆 ,@; 为 其 一 阶 极点 ， 即 存在 RR 上 一 个 
亚 纯 微 分 形式 , 以 已 ;9i 为 其 仅 有 的 一 阶 极点 ,按照 紧 Riemann 曲 
面 理论 传统 的 符号 , 我 们 以 B(P;,Q;) 记 这 一 亚 纯 微分 形式 . 进一步 ， 
我 们 可 以 假定 Res(B(Pj,Q;))(P) = 1,， 这 时 ， 由 引 理 6.5.2， 必 须 
Res(E(P;, Q;))(Q;) = 一 | 

现 令 du = > (P,Q;), du 是 R 上 的 亚 纯 微 分 形式 . 选取 R 上 所 


有 全 纯 微分 形式 所 成 线性 空间 的 一 组 线性 基 {dew1,… , dwo}, 满足 对 
于 ij 二 1 9 / dw; 二 本. 将 dw1,… ,da 的 适当 线性 组 合 加 到 亚 
4 十 


纯 微 分 形式 du 上 之 后 , 我 们 可 以 假定 / du=0, 而 邮 在 {Pi Qi 
A+ 


的 奇异 性 以 及 在 { 忆 , Q;j;_1 处 的 留 数 都 不 变 . 
对 于 中 上 任意 全 纯 微分 形式 dw, 如 果 以 ww 表示 利用 du 的 路 径 
积分 在 R* 上 确定 的 全 纯 函 数 , 则 


元 wdu = 3 [Res(wau)(P;) — Res(wdu)(@; )| 


OR* I=1 


n P; 
[w(B) — w(Q@;)] 一 六 dw. 


现 令 dw = dw。, 其 中 s = 1,.… ,9, 按照 Riemann 双 线 性 关系 的 
讨论 , 上 式 左边 为 


1 必 1 
一 一 -ja faut f ows f = 
27i 271 

B+ 4 了 4 B+ Bs 


?一 


而 由 Abel 定理 的 条 件 , 车 其 中 的 闭 曲 线 工 同 伦 于 曲线 六 (mi4t+ - 
?一 1 
niB+), 则 上 面 等 式 的 右边 为 
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| -; 一 2 
司 


我 们 得 到 , 对 于 s = 1,.… ,g 


因此 , 如 果 我 们 进一步 令 


1 9 
du1 一 了 id 十 2 Tad;, 


则 对 于 s = 1,… ,9， 
du1 一 95. 
A 
而 利用 关系 式 (6.7.4) 中 的 等 式 / dw; = / dwi, 得 
B+ + 


1 9 
f a= ft Dm /au 
B+ B+ B+ 


9 9 
= 》， 加 人 -ja 3 /™ = ms. 


355 


由 此 得 到 亚 纯 微 分 形式 dw 沿 RR 上 任意 闭 曲 线 的 积分 都 是 整数 ， 利 
用 这 一 点 , 选 定 一 点 Po e RR, 对 于 任意 点 P < R, 任 取 RR 中 连接 已 


P 
与 且 不 过 {P,Q |i=1,… ,可 的 则 线 , 设 / dui 为 du 沿 此 曲 
Po 


线 的 积分 . 令 
f(P) 2mi 出 du， 


则 f(P) 的 值 与 积分 路 径 选 取 无 关 , 因而 是 RR 上 亚 纯 函 数 , 并 且 以 给 


定 的 点 为 其 零点 和 极点 . 至 此 我 们 完成 了 Abel 定理 的 证 明 . 
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下 面 我 们 利用 Abel 定理 来 讨论 紧 Riemann 曲面 上 全 纯 线 从 的 分 
类 问题 . 

设 是 一 亏 格 为 g 的 紧 Riemann 曲面 , 其 中 g > 1, hi,… , Ag, 
Bi,… ,Bg 和 {dwi,… , dwg》 的 选取 如 上 . 设 V(dw1),… ,V(dwg) 分 
别 是 dw1,.… ,dwg 的 周期 向 量 , 而 9 是 R 的 周期 矩阵 . 以 万 , 芒 
和 WW+1,… ,V2g 分 别 表示 Q 的 29 个 列 向 量 , 即 


/ de / dz 
A+ 


4 
全 三 : 3 Vo 一 : ; 
dwo aw, 
全 4 
而 
f a fam 
Bi BE 
Vn=| :| 
f a f au 
B+ BH 
令 


Ni ez} 


工 称 为 Cs 中 由 向 量 7 ,VT, V1,… 生成 的 格 (lattic). 现 
在 将 Cs 看 做 利用 向 量 的 加 法 运算 定义 的 Abel 群 , 则 工 Cc Cs 是 Cs 
的 子 群 . 令 


L= {uw 十 十 noVT FngrViit+...+naVa ec? 


J(R) = C9/L 
为 Cs 对 于 工 的 商 群 , 利用 商 映 射 + : Cs 一 J(R), 在 J(R) 上 定义 拓扑 


为 :O C J(R) 为 开 集 , 如 果 r-1(O) 为 开 集 , 则 不 难看 出 J(R) 是 一 复 流 
形 . 另 一 方面 , 由 引 理 7.5.1, 向 量 VTi,… ,VT, V1… ,WW 在 Cs 中 
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是 实 线性 独立 的 , 因而 J(R) 拓扑 同 胚 于 29 个 单位 圆周 的 乘积 . 我 们 
得 到 , J(R) 是 一 9 维 的 紧 复 流 形 , 同时 也 是 一 Abel 群 , 一 般 地 , J(R) 
称 为 9 维 环 面 , 是 亏 格 为 1 的 紧 Riemann 曲面 在 高 维 的 推广 . 

利用 J(R), 选 定 一 点 五 & R, 对 于 任意 Pe R, 任 取 R 中 连接 互 


Pp 
与 忆 的 曲线 , 设 上 dws 为 dws 沿 此 曲线 的 积分 , 我 们 得 到 映射 


P P 
| da ,/ a 
Db Po 
R 》 


与 路 径 的 选取 无 关 , 因而 是 定义 在 R 上 的 全 纯 映 射 ， 更 进一步 , 我 们 
以 Do(R) 表示 R 上 所 有 阶 为 0 的 除 子 构 成 的 集合 , 利用 除 子 的 加 法 ， 
Do(R) 构成 一 个 Abel 群 . 而 利用 上 面 定义 的 映射 , 我 们 定义 映射 下 : 
Do(R) 一 J(R) 为 : 对 于 任意 万 = 已 + 十 及-Q 一 一 Qne Do(R), 


令 
n P; n Pp 
F(D) = 三/ dual …， ,>| a ] 
i=1"Po icl1 "Po 
% Qs a Qs 
一 du ， d 
人 
n P; n PP: 
= (三 / dap1, 3 a ] E J(R), 
i=1 Qi i=1 A @i 


由 于 积分 与 路 径 选 取 无 关 , 上 面 映射 是 有 意义 的 ,而 由 除 子 的 加 法 运 
算 不 难看 出 , 映射 下: Do(R) 一 J(R) 实际 是 一 群 同 态 . 利用 这 一 群 同 
态 , Abel 定理 可 以 表示 为 下 面 的 形式 . 

定理 6.7.1'(Abel 定理 ) De Do(R) 是 RR 上 由 亚 纯 函 数 定义 的 
除 子 的 充分 必要 条 件 是 F(D) = 0, 即 对 于 群 同 态 F : Do(R) 一 J(R)， 


Ker(F) = {D EDo(R)|D 是 RR 上 亚 纯 函 数 定义 的 除 子 ). 


以 2Z(R) 表示 RR 上 所 有 由 亚 纯 函 数 的 零点 和 极点 定义 的 除 子 ， 
2Z(R) 称 为 R 的 主 除 子 群 , 其 是 Do(R) 的 子 群 .利用 Abel 定理 , 我 


J(R) 
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们 得 到 群 的 同 态 映射 斑 : Do(R)/2Z(R) 一 J(R). 我 们 希望 证 明 , 玉 实际 
是 满 射 , 因而 是 群 的 同 构 映射 . 为 此 我 们 首先 证 明 下 面 两 个 引 理 . 
引 理 6.7.4” 设 蕊 ,… ,BB 是 R 中 给 定 的 g 个 点 则 对 于 任 
意 D=P 吕 +… 十 马 Q1 —:…— Qo € DolR), 总 存在 RR 中 的 9 
个 点 Qi1,… ,Go 使 得 如 果 令 访 = 户 十 … 十 所 一 Qi 一 … 一,, 则 


F(D) = F(D). 


证 明 今 Di= 互 + .十 已 一 也, 则 deg(Di) = 9, 利用 Riemann- 
Roch 定理 得 


dimH°(R, 0([Di])) -dimHIR,OD) =g—g+1=1. 


因而 dimH"(R,0([D1])) > 1, 所 以 HO(R,0([D1]) 中 存在 非 零 截 影 s. 
设 Qi1+… 十 @s 是 由 s 的 零点 定义 的 除 子 , 则 Di (Gi 十 … 十 GQy) = 
D-DD 是 R 上 某 一 个 亚 纯 函 数 的 零点 和 极点 定义 的 除 子 , 利用 Abel 
定理 我 们 得 到 FR(D - D) =0, 即 FLD) = F(DY. 证 毕 . 

在 上 面 引 理 中 , 如 果 取 定 R 中 的 点 忆 , 令 望 = 及 =…= 忆 ,对 


9 次 


于 任意 点 (Q1,… , Qg) €E Rx.… x ,考虑 全 纯 映 射 


9 Qi 9 Qs 
9 次 (¥/ du oj 
i=1 Po i=1 Po 


~ 
:Rx-..-.xB 三 二 » 了 (已 )， 


9 Os 9 Qi 
Fi(Q1,.… ,Qo) = (2/ dt1) …， > 四 E J(BR). 


要 得 到 已 : Do(R)/2Z(R) 一 J(R) 是 满 射 , 我 们 仅 需 证 明 这 一 映射 是 满 
射 . 


9 次 
引 理 6.7.5 ”存在 点 (Q1,… ,Qs) < 窜 x .Xx 及 ,使 得 映射 万 
在 (Q1,… ,Qg) 处 的 Jacobi 矩阵 是 满 秩 的 . 
证 明 ”首先 设 dw 是 R 上 的 全 纯 微 分 形式 , P e R 是 R 上 任意 
点 , z 是 PP 点 邻 域 的 局 部 坐标 . 利用 > dw 可 表示 为 dw = f(z)dz, 其 
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中 f(z) 是 书 点 邻 域 上 的 解析 函数 , 我 们 令 dw/dz = f(z). 利用 这 一 符 
号 , 如 果 2 ,zg 分 别 是 Qi1,… , Qs 邻 域 上 的 局 部 坐标 , 则 映射 五 
在 (Qi1,… ,Qg) 处 的 Jacobi 矩阵 可 表示 为 


do dg 
dz1 dz1 
dzy dzg 


由 于 du 都 只 有 有 限 个 零点 , 因而 不 难看 出 , 存在 点 Q， ce R, 使 
得 rank( Se .. ,Se = 1 现 归纳 假设 , 设 存在 下 中 的 点 Q2,…. ,Q。， 


dzy ” 
使 得 在 点 (Q2,… ,8s) 处 , 矩阵 
dn dg 
dzz dz2 
dzg dzg 


的 秩 为 g—1. 取 定 这 样 的 点 Q2, "> , Wg) 如 果 对 于 任意 Qi € hn, 映射 五 
在 (Qi;,92…… ,Qg) 的 Jacobi 行列 式 恒 为 零 . 以 Qi 作为 R 上 的 变量 ， 
将 及 在 (Q1,Q@2,… ,Qs) 的 Jacobi 行列 式 沿 第 一 行 展开 , 并 乘 dzi， 
我 们 得 到 , 存在 不 全 为 零 的 常数 c1,.… ,coy, 使 得 对 于 任意 8Q1 € RR， 
Cidwi(@1) + .+ cgdwg(Q1) 三 0. 
但 是 我 们 知道 dwi,… , dw。 线性 无 关 , 矛盾 . 证 毕 . 
9 次 
下 面 我 们 来 讨论 映射 中 : Rx… x R 一 J(R) 是 否 是 满 射 的 问 
题 , 如 果 不 计 R 中 积分 路 径 的 选取 , 我 们 的 问题 可 以 表示 为 : 对 于 任 
9 次 
意向 量 万 € Cs, 是 否 一 定 存在 Rx… x 中 的 点 (@9,…… ,@9), 使 得 
沿 适当 的 路 径 积分 后 , 成 立 


9 、/G? ?19 
de ， / dwo | = WW. 
CA 
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这 一 问题 称 为 Jacobi 逆 问 题 . 对 此 我 们 有 下 面 定 理 . 
定理 6.7.2(Jacobi 送 问 题 ) ”对 于 任意 向 量 W < C9, 总 存在 
9 次 

x.…xR 中 的 点 (89 ,99) 以 及 只 中 适当 的 路 径 , 使 得 


9 AQ? 9 AQ9? 
dl ， / dw, | = W. 
Eh 


9 次 
证 明 ”首先 取 定 点 (Q1,… ,Qs) < Rx.… x R, 使 得 其 满足 引 
理 6.7.5. 利用 我 们 在 本 书 第 2 章 给 出 的 隐 函 数 定理 ， 以 及 由 其 得 到 的 
gY 
道 变换 定理 , 我 们 知道 , 存在 点 (Q1,… , Qo) < Rx… x 也 的 邻 域 UV 


和 点 已 (Qi1,… ,Gy es cn 的 邻 域 V, 使 得 站 : UV 一 Y 是 解析 同 胚 . 
特别 地 , Pi(V) = Y 是 满 射 , 这 时 对 于 任意 WW e C9, 可取 充分 大 的 自 


然 数 n 使 iW + RQ ,Q,) sy 即 存在 (P,… , 忆 ), 使 得 


9 9 i 9 Qi 
Eh 人 A 人 
1 Po i 二 1 v Po i=1" Po 


而 对 
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再 次 应 用 引 理 6.7.5, 我 们 得 到 , 存在 点 (8?…… ,Q9), 使 得 


9 Q9? 9 QQ? 
du. ， | dw 
EF 
9 @! 9 @; 
=" (> du Df ds) = 
i=1" Po i=l1 Po 
证 毕 . 


作为 Jacobi 逆 问 题 的 推论 , 我 们 得 到 下 面 的 群 同 构 . 
推论 6.7.1 群 的 同 态 映射 


F :Do(R)/Z(R) —» J(B) 


是 群 Do(R)/2(R) 到 J(R) 的 同 构 映射 . 

下 面 我 们 从 全 纯 线 从 分 类 的 角度 来 考查 Abel 定理 和 Jacobi 道 问 
题 . 我 们 知道 紧 Riemann 曲面 R 上 的 全 纯 线 从 都 是 由 除 子 定义 的 线 
从 , 而 两 个 全 纯 线 从 全 纯 同 胚 的 充分 必要 条 件 是 两 个 线 从 的 定义 除 子 
线性 等 价 , 即 两 个 除 子 的 差 是 由 R 上 亚 纯 函 数 的 零点 和 极点 定义 的 除 
子 . 因此 群 Do(R)/2(R) 与 R 上 所 有 阶 为 零 的 全 纯 线 从 以 张 量 积 作 运 
算 构成 的 群 同 构 . 而 推论 6.7.1 则 表明 R 上 阶 为 零 的 全 纯 线 从 全 体 构 
成 了 9 维 的 紧 复 流 形 J(R). 

对 于 任意 d e Z, 如 果 我 们 以 J4(R) 表示 RR 上 所 有 阶 为 4 的 全 
纯 线 从 构成 的 集合 , 其 中 全 纯 同 胚 的 线 从 看 做 同一 个 元 素 , 固定 一 个 阶 
为 上 的 线 丛 La, 利用 万 (B) 中 元 素 与 La 的 张 量 积 , 不 难得 到 阶 为 零 的 
线 从 全体 构成 的 集合 帮 (B) 与 阶 为 a 的 线 从 全 体 构 成 的 集合 Js(R) 之 
闻 的 一 个 一 一 对 应 Jo(BR) 二 Js(R). 利用 这 一 对 应 , 则 由 推论 6.7.1， 
我 们 就 得 到 了 R 上 所 有 全 纯 线 从 的 分 类 . 

定理 6.7.3 ”及 上 所 有 全 纯 线 从 利用 张 量 积 构成 的 Abel 群 与 
群 J(R) x 2 同 构 . 

另 一 方面 , 由 上 一 节 Cousin 问题 I 的 讨论 我 们 知道 , R 上 两 个 全 
纯 线 从 Di 和 7s 微分 同 胚 的 充分 必要 条 件 是 这 两 个 线 从 的 Chern 示 
性 类 相同 , 即 C1 (Li1) = Ci(L2), 或 者 说 deg() = deg(L2). 因此 J(R) 
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实际 表示 的 是 由 R 的 一 个 可 微 的 线 从 上 互 不 解析 同 胚 的 全 纯 线 从 全 
体 构成 的 集合 , 或 者 更 进一步 说 , 在 曲面 R 的 同一 个 可 微 线 从 上 , 所 
有 不 同 的 复 结构 构成 了 一 个 9 维 复 流 形 A(R)， J(R) 称 为 R 上 全 纯 
线 从 的 参 模 空间 (space of moduli), 是 复 流 形 分 类 理论 中 关于 参 模 空 
间 的 最 基本 和 最 成 功 的 例子 . 类 比 于 紧 Riemann 曲面 上 全 纯 线 丛 的 分 
类 , 对 于 一 般 复 流 形 的 分 类 , 其 中 的 参 模 空间 问题 可 以 表示 为 : 在 由 所 
有 相互 微分 同 胚 , 但 不 解析 同 胚 的 复 流 形 构成 的 集合 上 , 是 否 存在 一 种 
类 似 于 复 流 形 的 结构 , 使 得 复 流 形 的 分 类 能 够 化 为 这 个 类 似 于 复 流 形 
的 空间 的 研究 . 例如 , 所 有 亏 格 相同 的 紧 Riemann 曲面 就 构成 这 样 的 
集合 . 对 于 紧 Riemann 曲面 的 分 类 , 也 有 相关 的 参 模 空 间 理论 , 或 者 更 
进一步 , 关于 Riemann 曲面 的 Teichmiiller 空间 理论 . 有 兴趣 的 读者 可 
以 参阅 其 他 文献 . 


习题 六 


1. 设 X 是 拓扑 空间 , 试 构造 X 上 连续 函数 的 芽 层 x :Y 一 XX. 问 了 是 否 
是 Housdorff 空间 . 

2. 设 r:Y 一 和 是 X 上 的 Abel 层 , 定义 映射 s: 关 一 Y, s(P)=0, 即 s 
将 任意 点 PP 映 为 Yp 中 的 零 元 素 . 证 明 : s 是 连续 映射 . 

3. 问 摩天 大 厦 层 是 否 是 Housdorff 空间 . 

4. 设 mw:Y 一 XX 是 XX 上 的 Abel 层 ,证明 : 了 的 截 影 的 和 仍然 是 了 的 截 
影 . 

5. 设 R 是 紧 Riemann 曲面 DD = nipi 十 … 十 nap: > 0 是 RR 上 的 正 除 
子 , [D] 是 由 D 定义 的 线 从 , s 是 线 从 [D] 的 典 则 截 影 , 定义 层 同 态 9 全 6[DD] 


为 tt.s. 证 明 : 9 .3 9[D] 是 单 射 , 并 给 出 商 层 一] 的 描述 . 
Im{0 3 9[D]} 


6. 试 给 出 Cousin 问题 I 从 局 部 解 到 整体 解 的 阻碍 的 同调 描述 . 

7. 设 7x:Y 一 X 是 拓扑 空间 X 上 的 Abel 层 , Y= {Va}ses 是 入 的 开 
覆盖 U = {Us}aea 的 加 细 开 覆盖 . 对 于 ”= 2, 直接 证 明 由 加 细 关 系 诱导 的 层 
同调 群 的 同 态 映射 Pyw : H?(U,Y) 一 HY?(V,Y) 与 加 细 映 射 的 选取 无 关 ， 

8， 设 R 是 紧 Riemann 曲面 Y 是 R 上 在 第 5 题 中 给 出 的 商 层 


6 证 明 : 对 于 任意 p > 0, HP(R,Y) = 0, 并 给 出 HO(R,Y) 的 
Im{9 — 0[D]} 


描述 

9 设 {5, >} 是 一半 序 集 , 且 对 于 任意 s1, sz & 5, 都 存在 sc 5, 使 得 s > 
s,s2 > 。 假定 对 于 每 一 个 。E 5, 给 定 了 一 个 Abel 群 G。 而 对 于 任意 有 
关系 st > sz 的 元 素 对 {s1, s2}， 给 定 了 群 同 态 Tys，: Gs， 一 Gss, 满足 : 
如 果 s1 > s2 > ss 则 Toso = TosoTozor， 现在 , 在 集合 UG。 上 定义 关 
系 ~ 为 a E G。, 与 5 E Go 有 关系 ~ 如果 存 在 s € 5,51 > so > 5 
而 Tie:(o) = Te 的 证明 是 一 等 从 关系 , 并 在 集合 G = UG。/ ~ 上 定义 


一 个 加 法 , 使 其 成 为 Abel 群 , 而 T : Gs 一 G, 了 将 aue Gs 映射 到 a 所 在 的 等 
价 类 是 群 同 态 . 

10. 在 上 题 中 , 群 G 称 为 {Gs}ses 的 直接 极限 . 试 利用 直接 极限 的 语言 给 
出 层 在 一 点 的 芽 以 及 层 的 同调 群 的 定义 . 

11. 证 明 : 如 果 仿 紧 Hausdorf 空间 铸 上 的 两 个 预 层 关 ,Y2 定义 的 层 同 
构 ， 则 这 两 个 预 层 定 义 的 同调 群 同 构 ， 问 对 于 X 的 任意 开 覆 盖 U = {U。}， 
H?(U, 妆 ) 与 HP(U,Y2) 是 否 同 构 . 

12. 设 A = {0,A(0)},B = {0,B(D0)},C = {U0,C(D0)} 都 是 仿 紧 Haus- 
dorff 空间 X 上 的 预 层 , 预 层 同 态 F : 4 一 B, G : B 一 C 满足 对 于 任意 开 
集 U, 序列 0 一 A(U) 上 B(V) 2 C(D) -0 都 是 正 合 序列 ， 试 表述 并 证 明 由 
预 层 4, B,C 定义 的 同调 群 的 正 合 序列 定理 . 

13. 试 构 造 两 个 预 层 , 其 不 同 构 , 但 其 定义 的 同调 群 同 构 . 

14. 问 对 于 一 个 给 定 的 层 , 其 零 调 分 解 是 否 唯 一 . 

15. 设 M 是 复 流 形 , 试 描述 M 上 连续 函数 芽 层 的 不 连续 截 影 层 , 问 其 与 
解析 函数 芽 层 的 不 连续 截 影 层 有 何不 同 . 

16. 设 下 是 拓扑 空间 X 上 的 松软 层 , 试用 直接 构造 的 办 法 来 证 明 


Hi(X,F)=0. 


17. 在 平面 上 试用 Green 公式 给 出 Poincaré 引 理 的 证 明 . 
18. 利用 Poincaré 引 理 证 明 下 面 序 列 


0 一 及 一 ao Sa(M) SS... 


是 微分 流 形 M 上 局 部 为 常 值 尔 数 芽 层 的 零 调 分 解 , 并 给 出 其 de Rham 定理 . 
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19. 设 M 是 一 个 紧 复 流 形 , r : EE 一 M 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 ， 试 证 
明 : dimH?(W, 6(E)) < 十 oo0, 而 H?(U,0(E)) = 0, 如 果 p > dimM. 

20. 设 M 是 紧 复 流 形 , U = {Us} 是 M 的 对 于 解析 函数 芽 层 0(M) 满 
足 Leray 条 件 的 开 和 覆盖 . 又 设 {U6, fs。} 是 M 上 关于 Cousin 问题 I 的 一 个 局 
部 解 , f 是 由 这 一 局 部 解 在 H1(2M,0(M)) 中 确定 的 同调 元 素 . 证 明 : Cousin 问 
题 I 对 于 {Uo, fa} 可 解 当 且 仅 当 f = 0. 

21. (a) 证 明 : C” 中 两 个 全 纯 域 的 交 仍 然 是 全 纯 域 (提示 : 设 91,02 都 是 
全 纯 域 , 户 , fo 分 别 是 91,92 上 的 全 纯 函 数 , 满足 对 于 = 1,2, f 在 Qi 的 任意 
边界 点 的 任意 阶 导数 的 极限 为 零 ( 见 定理 2.1.3), 则 户 : 户 是 Q1 nn Qs 上 的 解 
析 函 数 , 并 且 不 能 解析 延 拓 到 更 大 的 区 域 上 . 

(b) 设 M 是 复 流 形 , r :已 一 M 是 M 上 的 全 纯 向 量 丛 , 取 M 的 坐标 覆 
六 WU = {U6} 使 得 每 一 个 U。 都 同 胚 于 C" 中 的 全 纯 域 , 且 E 限制 在 U。 上 是 
平凡 的 . 证 明 : 对 于 互 的 全 纯 截 影 芽 层 9(E), K = {Ua} 是 满足 Leray 条 件 的 
开 有 覆盖 . 

22. 已 知 对 于 复 平面 中 的 任意 区 域 9, H2(Q,Z) = 0. 在 复 平面 的 区 域 Q 上 
表述 Cousin 问题 II, 并 证 明 Cousin 问题 [I 在 Qf 上 有 解 . 

23. 证 明 : 在 任意 紧 Riemann 曲面 上 存在 非常 值 的 亚 纯 函 数 . 

24. 设 R 是 紧 Riemann 曲面 , DD = mipl 十 … 二 mipt 是 RR 上 给 定 的 除 子 . 
证 明 : 

H"(R,6([DD])) 宇 {ff 是 R 上 亚 纯 函数 ,div(f) + D > 0}. 


25. 设 有 R 是 紧 Riemann 曲面 , DD = nipi 十 …: 十 nipt 是 RR 上 给 定 的 除 子 . 
利用 Kodaira-Serre 对 偶 证 明 ; 


H (R,9([D])) {wlw 是 R 上 的 亚 纯 形 式 ,div(w) - D > 0}. 


26. 设 尺 是 紧 Riemann 曲面 , 方 , 户 是 RR 上 的 亚 纯 函数 . 证 明 : 存在 及 上 
全 纯 线 从 工 以 及 工 的 三 个 全 纯 截 影 so sl, sa, 使 得 有 = s1/s0, 户 = s2/so. 

27. 设 0 C Cn 是 全 纯 域 , 试 利用 5 方程 和 单位 分 解 直 接 证 明 2 上 Cousin 
问题 1 可 解 . 

28. 利用 Cousin 问题 I 证 明 : 全 纯 域 上 任意 亚 纯 函数 可 以 表示 为 两 个 全 纯 
函数 的 商 ， 

29. 证 明 : CP" 上 全 纯 线 从 由 其 Chern 示 性 类 唯一 确定 . 
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30. 证 明 : 对 于 复 流 形 上 的 线 从 , 利用 线 从 的 曲率 形式 和 利用 正 合 序列 0 一 
Z 一 9 一 0* 一 0 定义 的 线 从 的 Chern 示 性 类 是 相同 的 . 

31. 以 jl 表示 M 上 亚 纯 函 数 利用 乘法 定义 的 层 , 利用 正 合 序列 0 一 0” 一 
Mr* 一 bit 一 0. 证明: HO(CM,0*/M') = div(M), 其 中 div(M) 表示 M 的 除 
子 群 . 

32. 利用 全 纯 域 的 结论 来 证 明 Dolbeault 引 理 . 

33. 表述 并 证 明 关于 流 形 上 局 部 为 常 值 函 数 的 芽 层 C 的 Cech 同调 群 的 
Poincaré 对 偶 定 理 . 

34. 证 明 等 式 (6.7.1). 
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这 一 章 我 们 将 讨论 紧 复 流 形 , 我 们 的 基本 问题 是 什么 样 的 紧 复 流 
形 能 够 成 为 复 投影 空间 的 子 流 形 ? 我 们 知道 , 紧 复 流 形 M 到 复 投 影 
空间 CP" 的 解析 映射 都 可 以 利用 流 形 M 上 的 个 亚 纯 函 数 给 出 , 因 
而 , 如 果 这 样 的 映射 是 风 入 映射 , 即 紧 复 流 形 M 如 果 能 够 成 为 复 投影 
空间 的 子 流 形 , 则 M 上 必须 有 许 许 多 多 非常 值 的 亚 纯 函数 . 为 说 明 这 
一 点 , 我 们 将 首先 讨论 紧 Riemann 曲面 上 的 亚 纯 函 数 域 , 利用 抽象 代 
数 中 域 扩张 的 语言 , 以 及 Riemann-Roch 定理 来 证 明 紧 Riemann 曲面 
的 亚 纯 函 数 域 可 由 复数 域 经 一 次 超越 扩张 和 一 次 代数 扩张 得 到 , 并 且 
两 个 紧 Riemann 曲面 全 纯 同 胚 的 充分 必要 条 件 是 曲面 的 亚 纯 函 数 域 
在 复数 域 上 同 构 . 以 紧 Riemann 曲面 为 例 , 我 们 将 进一步 讨论 一 般 紧 
复 流 形 上 的 亚 纯 函 数 域 , 证 明 紧 复 流 形 的 亚 纯 函 数 域 作为 复数 域 的 域 
扩张 , 其 扩张 的 超越 次 数 小 于 或 等 于 流 形 的 维 数 . 然后 我 们 将 再 次 回 
到 紧 Riemann 曲面 , 给 出 紧 Riemann 曲面 上 关于 线 从 同调 群 的 消 没 
定理 , 并 利用 这 一 定理 来 证 明 任 意 紧 Riemann 曲面 都 是 复 投影 空间 的 
子 流 形 ， 以 这 些 定理 为 模型 , 我 们 将 给 出 关于 一 般 紧 复 流 形 在 什么 条 
件 下 能 够 成 为 复 投 影 空间 子 流 形 的 Kodaira 消 没 定理 和 Kodaira 内 入 
定理 . 这 一 章 中 第 1 节 和 第 4 节 的 内 容 可 参阅 文献 [4], 其 余部 分 的 内 
容 可 参阅 文献 [9]. 


87.1 紧 Riemann 曲面 上 的 亚 纯 函数 域 


设 M 是 一 紧 复 流 形 , 我 们 知道 M 上 一 个 函数 f 称 为 亚 纯 函数 ， 
如 果 对 于 任意 点 P < M, 存在 PP 的 一 个 邻 域 U 以 及 U 上 的 两 个 全 纯 
函数 9 和 hh, 满足 h 不 恒 为 零 , 而 在 U 上 f = g/h. 我 们 以 m(MM) 表 
示 由 M 上 所 有 亚 纯 函数 组 成 的 集合 , 利用 函数 的 加 法 和 乘法 不 难看 
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出 , m(M) 是 一 个 域 , 称 为 M 的 亚 纯 函数 域 . 两 个 紧 复 流 形 如 果 全 纯 
同 胚 , 则 它们 的 亚 纯 函 数 域 在 复数 域 上 显然 同 构 . 因而 要 讨论 紧 复 流 
形 MM 的 性 质 , 我 们 需要 先 从 域 扩张 的 角度 对 m( 好 ) 进行 研究 . 

在 抽象 代数 中 我 们 知道 ,如果 一 个 域 责 是 另 一 个 域 到 的 子 域 ， 
则 % 称 为 页 的 域 扩张 . 这 时 对 于 任意 元 素 te Y\Yi, 上 对 于 下 
分 丙种 情况 : (1) 不 存在 以 区 中 元 素 为 系数 的 非 零 多 项 式 P(z), 使 
得 P(t) = 0, 这 时 t 称 为 域 六 上 的 超越 元 素 ; (2) 存在 以 六 中 元 素 
为 系数 的 非 零 多 项 式 P(x), 使 得 P 伯 = 0 这 时 t 称 为 域 轴 上 的 代数 
元 素 . 如 果 我 们 以 Y(t) 表示 到 中 包含 和 的 最 小 域 , 则 羡 (t) 称 
为 域 页 对 于 元 素 t 的 域 扩张 . 

当 t 是 域 上 的 超越 元 素 时 , 域 Y(t) 与 以 六 中 元 素 为 系数 、z 
为 不 定 元 的 所 有 有 理 函 数 构成 的 六 上 的 有 理 函 数 域 同 构 , 即 
QI12Z” TQmtl 


01272 十 … 十 pl Qs, jE 1)? ;+ ;2 ， 十 } 


| 
而 当 t 是 域 贡 上 的 代数 元 素 时 , 设 P(z) 是 满足 P(t) = 0 的 一 个 不 
可 约 多 项 式 , 以 (P(z)) 表示 多 项 式 P(z) 在 产 [z] 中 生成 的 理想 , 这 
里 到 ze] 表示 以 二 中 元 素 为 系数 、z 为 不 定 元 的 所 有 多 项 式 构成 的 多 
项 式 环 , 则 站) 宇 六 [zx]/(P(z)), 即 于 (8) 是 环 五 加 关于 理想 (P(x)) 
的 商 域 . 这 时 如 果 假 定 deg(P(7z)) = mw 则 n 称 为 域 Y(t) 关于 六 的 扩 
张 次 数 , 记 为 n = [路 的, 瑟 ], 而 域 半 (t) 中 的 元 素 可 唯一 表示 为 


Y(t) = {ot + tan | oi EY,i= 1,.. ,n}. 


由 于 这 一 表示 , 为 了 区 别 代数 扩张 与 超越 扩张 , 下面 当 t 是 半 上 的 代 
数 元 素 时 , 我 们 也 用 蕊 因 表示 页 对 于 的 代数 扩张 . 
现在 我 们 希望 利用 上 面 这 些 关 于 域 扩 张 的 语言 来 描述 紧 复 流 形 M 
上 的 亚 纯 函 数 域 m(M)， 首 先 M 上 的 复 常 值 函数 显然 是 亚 纯 函 数 ， 
而 M 上 所 有 复 常 值 函数 构成 的 集合 就 是 复数 域 C, 因而 C c m(M)， 
即 亚 纯 函 数 域 m(M) 是 复数 域 C 的 域 扩张 . 设 存在 非常 值 的 亚 纯 函 
数 ge m(M), 由 于 9 在 其 极点 以 外 局 部 是 开 映 射 , 所 以 9 的 值 域 含 无 
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穷 多 个 点 , 而 以 复数 为 系数 的 非 零 多 项 式 仅 有 有 限 个 零点 . 我 们 得 到 ， 
不 存在 以 复数 为 系数 的 非 零 多 项 式 P(2), 使 得 P(g) = 0, 或 者 说 9 不 
是 复数 域 C 上 的 代数 元 素 . 因而 m(M) 中 包含 C 和 9 的 最 小 域 C(g) 
是 复数 域 C 的 一 个 超越 扩张 , 其 同 构 于 C 的 有 理 函数 域 . 这 时 m(M) 
又 是 C(g) 的 域 扩张 . 取 fe mlM)\C(g), 如 果 f 是 C(9) 上 的 代数 元 
素 , 则 f 与 函数 g 满足 一 个 以 复数 为 系数 的 多 项 式 方程 P(2Z,W) = 0， 
而 C(g) 对 f 的 域 扩张 C(g)[f] 中 的 元 素 可 以 用 以 9 的 有 理 函 数 为 系 
数 的 了 的 多 项 式 来 表示 . 如 果 f 是 C(g) 上 的 超越 元 素 , 则 我 们 称 f 
和 了 在 C 上 代数 独立 . 这 时 m(M) 中 包含 C、f 和 9g 的 最 小 域 称 为 C 
对 于 了 和 9 的 域 扩张 , 记 为 C(j 9), 其 同 构 于 C 上 两 个 不 定 元 的 有 理 
函数 域 , 即 . 
coscec = {DEY 


都 是 以 复数 为 系数 的 二 元 多 项 式 , Q(X,Y) z oF 


C(f,9) 是 m(M) 的 子 域 , 因而 m(M) 是 C(f,g) 的 域 扩 张 , 我 们 又 可 以 
作 同 样 的 讨论 . 对 于 一 个 紧 复 流 形 M, 现在 的 问题 是 能 否 通过 有 限 步 
上 面 这 样 的 讨论 , 由 复数 域 C 逐步 扩张 得 到 M 的 亚 纯 函 数 域 m(M). 
换 句 话说, 我 们 希望 能 在 m(M) 中 找到 有 限 个 亚 纯 函 数 , 使 得 M 上 的 
任意 亚 纯 函 数 都 可 通过 这 有 限 个 亚 纯 函 数 的 有 理 函 数 表 示 出 来 . 下 面 
我 们 将 证 明 这 样 的 希望 是 可 以 实现 的 , 我 们 将 首先 以 紧 Riemann 曲面 
为 例 来 说 明 我 们 可 能 得 到 的 结论 , 然后 以 这 一 结论 为 基础 在 下 一 节 讨 
论 一 般 紧 复 流 形 上 的 亚 纯 函 数 域 

首先 , 我 们 知道 Riemann 球 CP1 = CU {coo} 上 的 任意 亚 纯 函 数 
都 是 以 复数 为 系数 、 复 平面 的 坐标 z 为 变 元 的 有 理 函 数 , 即 m(CP!) = 
C(z) 就 是 复数 域 C 经 过 对 变 元 z 的 一 次 超越 扩张 得 到 的 有 理 函 数 域 . 
我 们 希望 将 这 一 结论 推广 到 一 般 的 紧 Riemann 曲面 . 

现 设 如 是 一 亏 格 为 9 的 紧 Riemann 曲面 ,二 是 R 上 的 全 纯 线 从 ， 
由 Riemann-Roch 定理 , 我 们 知道 


dimH" (R, 0(L)) — dimH’ (R, 0(L)) = deg(Z) 一 9 十 1 


P(X,Y), Q(X,Y) € CLX,¥] 
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因此 只 要 deg(Z) > 9 则 dimH?(R,0(L)) > 2. 而 HO(R,6(L)) 中 任意 两 
个 线性 无 关 截 影 的 商都 是 R 上 非常 值 的 亚 纯 函 数 , 由 此 利用 Riemann- 
Roch 定理 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 7.1.1 ”任意 紧 Riemann 曲面 R 上 都 存在 非常 值 的 亚 纯 函 
数 . 

现任 意 取 定 R 上 一 个 非常 值 的 亚 纯 函数 f, 则 f 是 复数 域 C c 
m(R) 上 的 超越 元 素 , 因而 m(R) 中 包含 C 和 了 的 最 小 域 C(7) 同 
构 于 C 的 有 理 函数 域 . 下 面 我 们 希望 证 明 R 上 的 任意 亚 纯 函数 9 < 
m(RNC(f) 都 是 域 C(f) 上 的 代数 元 素 . 

首先 对 于 f, 选取 点 Pe R, 使 得 f 在 P 点 的 一 个 邻 域 U 上 解析 
有 无 零点 . 设 z 是 7 的 局 部 坐标 , 满足 z(P) = 0, 则 当 s > 0 充分 小 
轩 1 / f(z) 


27i f(z) 
jzl=-s 
另 一 方面 , 利用 Stokes 公式 和 单 复 变 函数 中 的 幅 角 原理 (参阅 文献 9])， 
不 难得 到 上 面积 分 就 是 f 在 R 上 的 零点 与 极点 个 数 ( 按 重 数 记 ) 之 差 ， 
我 们 得 到 f 在 R 上 的 零点 与 极点 个 数 相同 . 而 对 于 任意 ce C, 如 果 
用 了 -e 代替 f, 则 极点 没有 改变 , 而 零点 变 为 f = c 的 解 ， 由 此 得 
到 f = e 的 解 的 个 数 与 的 极点 个 数 相同 . 

现 将 f 看 做 一 全 纯 映射 了 : R 一 CP!, 则 对 于 任意 点 P € CP1， 
f-1(P) 中 点 的 个 数 ( 按 重 数 记 ) 与 f 的 极点 个 数 相同 , 是 一 常数 n. 现 
假设 P,… , PP 是 RR 中 所 有 满足 df(P) = 0 的 点 , 而 Q1,… ,Qs 是 
这 些 点 在 CP!1 中 的 像 , 则 映射 


dz = 0. 


请 RN-1G ,71(Q0), fo00)} » CPI\{Q1, ,Gooo} 


处 处 满足 df 了 0, 因而 是 局 部 同 胚 的 映射 , 或 者 说 是 一 覆盖 映射 . 即 对 

于 任意 点 Qe CP1\{Q1,… ,Qs,00}, 存在 Q 点 的 邻 域 U, 使 得 广 !(D) 

= Ui, 满足 当 i 关 j 时, VENU =g， 而 对 i 二 bn, :Ui 一 U 
i=1 

都 是 解析 同 胚 . 利用 这 一 点 , 在 CP! 上 做 连接 ce 与 91,… ,Q。 的 互 
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不 相交 的 连 线  … ,7 将 CPI 沿 万 ,7s 前 开 (参见 下 图 7.1.1)， 
则 所 得 区 域 
0 = CP\L,.… ,Ls} 


是 复 平面 中 以 线段 L+L7 LiLz .… Lt+Lz 为 边界 的 单 连通 区 域 , 而 
f: R\{f7 (Li), 四 ,f 7 (Ls)} CP \{L, ,Ls} = 


是 RM:(ZD) ,三 "(Ls)} 到 9 的 覆盖 映射 . 


图 7.1.1 


但 另 一 方面 , 9 是 单 连 通 的 , 而 由 拓扑 学 中 的 结论 : 如 果 道 路 连通 且 
局 部 道路 连通 的 拓扑 空间 X 和 了 之 间 的 映射 : X 一 了 是 覆盖 
映射 , 且 Y 是 单 连通 的 , 则 必须 F : X 一 了 是 拓扑 同 胚 , 或 者 表示 
为 也 = 了 (参阅 文献 [6]). 我 们 得 到 


R\{f (D1),.- ,f (Ls)} = Qi UU Or, 


其 中 Q1,… ,0 之 间 互 不 相交 , 而 对 于 i=1,… ,nf 了: Qi 一 Q 都 是 解 
析 同 胚 . 这 时 忌 是 通过 粘 接 区 域 81,… ,Qn 的 边界 曲线 { 广 1(ZD)，…， 
/1(Lo)} = L+L7LtLz .….LtL- 的 不 同 侧 后 得 到 的 曲面 

现 设 9 是 R 上 另 一 个 亚 纯 函数 , 令 g; = ga， 则 g1,… ,gn 可 分 
别 看 做 9 上 的 亚 纯 函数 , 每 一 个 g; 在 8 的 边界 曲线 LI,… , 工 , 的 两 
侧 都 有 定义 , 但 可 能 不 相等 . 然而 g1,… , gn 的 对 称 函 数 在 1,… ,了 
的 两 侧 都 是 一 样 的 , 因此 g1,.… ,gr 的 对 称 函 数 是 CP1 上 的 亚 纯 函 数 
另 一 方面 , 我 们 知道 , 如 果 将 CP! 看 做 扩充 复 平面 CU {co},z 是 C 的 


87.1 紧 Riemann 曲面 上 的 亚 纯 函 数 域 371 


坐标 , 则 CP! 上 的 任意 亚 纯 函 数 都 是 z 的 有 理 函 数 ,我 们 得 到 , 如 果 
将 g1,… ,gn 都 看 做 Cu {ooN\{5i,… ,Ls} 上 > 的 函数 , 则 9 ,g; 
的 对 称 函 数 都 是 z 的 有 理 函 数 . 利用 gi,… ,gn, 我 们 定义 一 个 多 项 
式 P(z,w) 为 
Plz,w) = [[(w— 9:(2) = wr + oar(z)w™! + + an(z), 
i=1 


则 其 中 a1(z),… ,an(z) 都 是 g1,… ,gn 的 对 称 函 数 , 因而 是 z 的 有 理 
函数 . 
现 回 到 Riemann 曲面 R, 首先 利用 C 的 坐标 z 将 映射 


f : R\{f71(Q1), ,1 (Qs), f7 (00)} 
CP\{Q1,* ;Qs,00} = CU {oHM\{Q1, , Qs, 00} 


表示 为 z = f, 则 对 于 上 面 定义 的 多 项 式 P(z,w), 在 Q: 上 P(f,g) 二 0， 
因而 在 R 上 , P(f,9) = 0. 这 一 结果 表明 , 如 果 我 们 以 C(j 表示 复数 
域 C 对 于 f 的 超越 扩张 , 则 ai(f) e C( 了 ), 而 亚 纯 函 数 g 是 C(f) 上 
的 代数 元 素 . 由 此 我 们 证 明了 m(R) 中 任意 元 素 都 是 C(f) 上 的 代数 
元 素 . 

在 上 面 证 明 中 我 们 实际 得 到 的 是 : m(R) 中 任意 元 素 对 于 C(f) 的 
代数 扩张 的 次 数 都 小 于 或 等 于 ” 因而 利用 抽象 代数 中 关于 代数 扩张 
的 本 原 元 素 定 理 (参阅 文献 [11]), 我 们 得 到 , 存在 9 < m(R), 使 得 


m(R) = CP). 


由 此 我 们 证 明了 任意 紧 Riemann 曲面 的 亚 纯 函数 域 都 能 够 通过 复数 
域 经 一 次 超越 扩张 加 一 次 代数 扩张 得 到 ,下面 我 们 希望 证 明 这 一 结论 
的 逆 也 是 成 立 的 , 即 有 理 函数 域 C(z) 经 任意 一 次 代数 扩张 后 所 得 的 域 
一 定 是 某 一 个 紧 Riemann 曲面 的 亚 纯 函 数 域 . 

首先 我 们 对 m(R) = C(f)[g] 的 表示 做 一 点 说 明 ， 设 函数 g 在 
域 C(f) 上 的 扩张 次 数 为 k, 则 R 上 任意 亚 纯 函 数 可 唯一 表示 为 


Qi(f)g™ 1 + .+ Qe(f) 
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的 形式 , 其 中 Qi( 亡 ，…… , Qx(]) 是 六 的 有 理 函 数 . 
现 设 函 数 9 在 域 C(7) 上 满足 的 最 小 多 项 式 是 
P(z,w) = we + ar(z)we! + .+ axr(2), 
其 中 a1(z),… ,ax(z) 都 是 z 的 有 理 函数 , 则 由 域 扩张 的 理论 得 
m(R)= C(f)l9] e Cz) [wl/(P(z, ww)). 


对 于 多 项 式 P(z,w), 在 上 面 等 式 两 边 同 乘 a1(z),… ,ak(z) 的 最 小 公 
分 母 , 得 一 以 z 和 w 为 变 元 的 多 项 式 BP(z,w)， 不 难看 出 F(z,w) 也 
是 z 和 uw 的 不 可 约 多 项 式 , 设 次 数 为 1 如 果 令 z = Ea = 这 令 
F(z0, 21, 22) 一 a4P (2, 2] ) 
则 F(z0, 21, 22) 是 Z0, 2Z1; 22 的 l 次 不 可 约 齐 次 多 项 式 . 在 二 维 复 投影 
空间 CP? 中 令 
Z(F(z0,%1, 22)) = {le0, 21, ECP2 | F(z0,21,22) = 中 

Z(F(z0,2z1, 22)) 称 为 由 齐 次 多 项 式 F(z0,z1, z2) 定义 的 代数 曲线 . 这 时 
利用 隐 函 数 定理 不 难 验证 Z(F(zo,z, z2)) 中 除去 有 限 个 点 外 都 是 光滑 


的 , 即 Z(CF(zo, z1, za)) 除去 有 限 个 点 外 是 Riemann 曲面 . 而 利用 RR 上 
的 亚 纯 函 数 和 9, 我 们 定义 一 个 解析 映射 


G:R—» CP, 了 了 一 [AP),9(D)]， 
由 于 P(f,g) 三 0, 因此 Im(G) Cc 2Z(F(zo,z1,z2)), 映射 
G:R— Z(F(z0,21, 22)) 


除 有 限 个 点 外 是 解析 同 胚 . R 称 为 代数 曲线 Z(F(zo, zz,z2)) 的 正则 化 
曲面 , 也 称 为 Z(F(zo, z1, z2)) 的 非 奇异 化 曲面 . 在 解析 同 胚 的 意义 下 ， 
R 由 Z(F(z0, Z1) z2)) 唯一 确定 . 
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现在 反 过 来 , 设 P(z,w) 是 一 给 定 的 变量 z 和 w 的 1 次 不 可 约 多 
项 式 , 其 确定 了 有 理 函数 域 C(z) 的 一 个 代数 扩张 C(z)lw]/(P(z,w)). 
我 们 希望 构造 一 个 紧 Riemann 曲面 R, 使 得 

m(R) SE C(z)[wl/(P(z,w)). 
如 果 换 一 个 角度 , 令 F(zo, zu aa) = 2P (2, 2] ,ZE(ao za) 是 
由 齐 次 多 项 式 F(z0,z1, z2) 在 CP? 中 定义 的 代数 曲线 , 则 我 们 希望 构 
造 一 个 紧 Riemann 曲面 R, 使 得 R 是 代数 曲线 2Z(F(z0,z1, z2)) 的 正 
则 化 曲面 , 或 者 说 R 是 由 二 元 多 项 式 方程 P(z,w) = 0 的 所 有 解 定 义 
的 紧 Riemann 曲面 . 
为 了 构造 R, 首先 将 P(z,w) 表示 为 


P(z,1w) = po(2)w" 十 Di(z)wn + + pn(z), 


其 中 po(z), pi1(z), 的 ;pn(2) 都 是 4 的 多 项 式 ， po(Z) 不 恒 为 零 ， Plz, w) 
对 * 和 uw 都 是 解析 的 . 我 们 以 和 5 分 别 记 P(zo 对 z 和 
的 偏 导数 . 

在 构造 由 方程 P(z,w) = 0 定义 的 紧 Riemann 曲面 之 前 , 我 们 先 
回顾 一 下 关于 一 元 多 项 式 的 判别 式 的 一 些 基 本 概念 . 我 们 知道 , 对 于 
一 个 次 多 项 式 p(z) = ao 如 十 十 am 如 果 2 ,zn 是 方程 p(z) =0 
的 根 , 则 

A=a™! J 全 =- 
1<i<j<n 
称 为 多 项 式 p(z) 的 判别 式 . 由 A 的 定义 得 方程 p(z) = 0 有 重 根 的 
充分 必要 条 件 是 人 = 0. 另 一 方面 , p(z) = 0 有 重 根 的 充分 必要 条 件 


是 p() 与 外 加 有 公 因子 . 因此 入 = 0 也 是 za 与 29 四 有 公 因子 


的 充分 必要 条 件 . 而 人 是 4,… ,z 的 对 称 多 项 式 , 因而 利用 代数 学 
中 关于 对 称 多 项 式 的 定理 , A 可 表示 为 下 面 基本 对 称 多 项 式 
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00 


的 多 项 式 . 即 p(z) 的 判别 式 A 可 以 表示 为 plz) 的 系数 a0,.… ,a 的 
多 项 式 . 下 面 我 们 直接 用 这 一 表示 来 定义 判别 式 . 

对 于 二 元 多 项 式 P(z,w). 首先 用 z 的 有 理 函 数 域 C(z) 代替 复数 
域 C, 将 P(z,w) 看 做 以 z 的 有 理 函 数 为 系数 、uw 为 变 元 的 - -元 多 项 
式 . 则 与 上 面相 同 的 讨论 可 得 P(z,w) 关于 ww 的 判别 式 A 是 P(z 四 
的 系数 多 项 式 po(z),pi(z)…… ,pn(z) 的 多 项 式 , 因而 A 是 z 的 多 项 
式 . 由 于 我 们 假设 了 P(z,w) 是 z 各 的 不 可 约 多 项 式 , 所 以 P(z 四) 
与 25 无 公 因子 . 利用 此 我 们 得 到 , P(z,w) 判别 式 人 是 s 的 不 为 
的 多 项 式 . 

现 设 ,… ,zi 是 判别 式 方程 A = 0 的 解 , 而 ax; ,2 是 方 
程 po(z) = 0 的 解 , 其 中 po(z) 是 P(z,w) 中 wm 的 系数 .这 时 对 于 
任意 取 定 的 点 z € C\{z1,… as2k4 ;4}， 凤 的 方程 P(z,w) = 
0 有 且 仅 有 n 个 互 不 相等 的 解 ww ,…. ,wn， 并 且 对 i = 1,2,… ,ml 
6 了 (z us) 关 0. 因此 由 解析 函数 的 隐 函 数 定理 知 , 存在 * 的 邻 域 D(z,7)， 


Ow 
使 得 方程 P(z,w) = 0 在 D(z,7) .上 确定 了 nn 个 解析 函数 wi = wi(z)(i = 
1,.… ,n). 由 于 z 是 任意 的 , 而 这 些 解 析 函 数 的 值 都 是 互 不 相等 的 , 并 
且 是 由 P(z,w) = 0 唯一 确定 , 因而 这 些 解析 函数 可 沿 C\{z1,… , zx， 
zg+1，,"… ,4} 中 任意 曲线 作 解 析 延 拓 . 但 由 于 C\{z1,… ,Zky Zk 
2} 不 是 单 连通 的 , 这 些 延 拓 一 般 与 延 拓 的 路 径 有 关 . 

现在 我 们 希望 构造 一 个 紧 Riemann 曲面 RR 来 表示 二 元 多 项 式 方 
程 P(z,w) = 0 的 解 空间 , 并 使 得 m(R) = C(z)[w]/(P(z,ww)). 为 此 
以 CP1 代替 C, 对 i = 1,… ,4 做 z 到 oo 的 互 不 相交 的 射线 L;. 
将 CPI\{z1… ,zz ,Zz;,00} 沿 射 线 万 前 开 , 剪 开 的 两 侧 分 别 
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记 为 zt 和 三 (参见 上 图 7.1.1). 

以 9 记 剪 开 后 的 区 域 , 则 Q 是 单 连通 的 , 利用 复 变 函 数 中 关于 解 
析 延 拓 的 单 值 性 定理 得 ，P(z,w) = 0 的 n 个 解 wi(z),… ,wn(z) 都 可 
延 拓 为 0 上 的 解析 函数 . 取 =” 块 曲面 Q = Q(i = 1,… ,n), 并 将 wi(z) 
看 做 0; 上 的 函数 . 由 于 对 每 条 射线 L; 上 给 定 的 点 z, P(z,w) = 0 的? 
个 解 wi(z),… ,wn(z) 互 不 相等 , 因此 w;(z) 可 连续 的 延 拓 到 Z 和 7 
上 , 但 wi (| 地 与 wi (jz 可 能 不 相等 . 由 于 {wi(z),… ,wn(z)} 是 
方程 P(z,w) = 0 在 z 固定 时 的 所 有 解 ， 因此 对 每 一 个 0) 必 存 
在 wi(z) 使 得 ww (| 六 = = ws(2)|L > 这 时 将 9 的 三 与 9 的 7Z7 粘 
接 . 做 所 有 这 样 的 烙 接 ， 则 我 们 得 到 一 个 曲面 电 以 及 上 的 两 个 了 
数 z 和 w(z), 其 中 z 是 将 9; = 9 视 为 C 中 区 域 时 , Q; 中 的 点 在 C 中 
的 坐标 , 而 w(z)|。 = wi(z). 在 不 考虑 方程 P(z,w) = 0 的 重 根 的 情况 
下 , { 元 > w(z)} 构成 了 方程 P(z,w) = 0 的 解 空间 . 每 一 个 点 已 < 豆 代 
表 一 个 解 , 而 解析 函数 对 (>, w(z)) 是 这 一 解 的 数值 表示 . 利用 P(z, w) 
的 不 可 约 性 不 难得 到 闷 是 连通 的 , 

现在 我 们 来 考虑 怎样 将 点 {21,… ,zx; zkt1;… ;4} 和 co 加 到 曲 
面 RR 上 使 之 成 为 一 紧 Riemann 曲面 ， 以 z = 2 为 例 , 不 失 一 般 性 ， 
不 妨 设 zi = 0. 首先 设 Qi 中 曲线 LY 与 Qi 中 的 LT7 在 及 相 接 ， 
而 Qi 中 的 二 与 9; 中 的 上 7 在 及 相 接 ,…… ,Qi 中 的 二 与 9 
中 的 LT7 在 丸 相 接 . 对 此 , 取 s > 0 充分 小 , 考虑 ww 平面 中 去 心 圆 
盘 {w |0< |w| < e} 到 这 些 粘 接 后 的 曲面 的 映射 z = ws, 则 其 是 解析 
同 胚 , 因而 可 将 w 作为 局 部 坐标 , 在 此 基础 上 将 w = 0 补充 到 曲面 上 . 
这 样 我 们 就 在 R 上 加 进 了 新 的 点 , w 是 这 一 点 邻 域 的 局 部 坐标 . 另 一 
方面 , 函数 > 可 解析 延 拓 到 新 加 的 点 上 , 并 且 这 一 点 是 z 的 s 阶 零点 . 
而 如 果 在 上 面 讨论 中 , 2 = zx+l 是 P(z,w) 中 w” 的 系数 po(z) 的 零 
点 , 或 者 z1 = oo 是 无 穷 远 点 , 则 按照 同样 的 方法 在 下 上 加 入 zi 后 , 不 
难看 出 函数 w(z) 在 新 加 点 的 邻 域 上 或 者 有 界 , 或 者 趋 于 co, 因而 w(z) 
总 可 亚 纯 延 拓 到 新 的 点 上 . 因此 当 我 们 将 其 他 的 点 都 补充 到 天 上, 就 
得 到 一 个 紧 Riemann 曲面 及 及 玉 上 的 两 个 亚 纯 函 数 z,w(z). 这 时 , 按 
照 前 面 讨论 同样 的 证 明 不 难得 到 [m(R),C(z)] < n. 但 w(z) 对 于 C(z) 
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的 扩张 次 数 已 经 是 n 了 , 我 们 得 到 m(R) = C(z)[lw]/(P(z,w)), 即 R 上 
任意 亚 纯 函数 都 可 表示 为 以 z 的 有 理 函 数 为 系数 的 w(z) 的 n 次 多 项 
式 . 

由 此 我 们 证 明了 有 理 函 数 域 C(z) 的 任意 有 限 次 代数 扩张 一 定 是 
一 个 紧 Riemann 曲面 的 亚 纯 函数 域 . 

另 一 方面 , 设 紧 Riemann 曲面 Ri 与 Ro 解析 同 胚 , F : Ri 一 Ro 
是 同 胚 映射 , 则 映射 


ECBa) > mR) gm goF 


是 域 m(R2) 到 m(Ri) 的 同 构 映 射 ,其 将 常 值 函 数 映 为 同 值 的 常 值 函 数 . 
反 过 来 , 如 果 有 一 个 映射 Fr : m(R2) 一 m(Ri) 是 域 m(R2) 到 m(Ri) 
的 同 构 映射 , 将 常 值 函数 映 为 同 值 的 常 值 函数 , 则 m(R2) 和 m(R1) 作 
为 复数 域 的 扩张 是 相同 的 . 因而 将 m(Ro) 表示 为 商 域 


m(Ro) = C(z)lw]/(P(z,w)) 
的 形式 时 , m(R1) 兰 C(z)[w]/(P(z,w)) 也 是 由 同一 不 可 约 多 项 式 得 到 
的 域 扩张 . 如 果 令 F(z0, 21, 4) = 又 已 (2 2] 是 P(z,w) 的 齐 次 化 


20 20 

的 多 项 式 , 则 Ri 和 Ro 都 是 代数 曲线 Z(F(zo,aa,z)) 的 正则 化 曲面 . 
而 这 样 的 正则 化 曲面 是 唯一 的 , 我 们 得 到 Ri 与 Rs 解析 同 胚 ， 由 此 
得 到 两 个 紧 Riemann 曲面 Ri 与 Rs 解析 同 胚 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 m(Rz) 到 m(R1) 的 同 构 映射 ,FF 将 常 值 函数 映 为 同 值 的 常 值 函 
数 . 如 果 我 们 将 m(Ra) 和 m(R1) 都 看 做 复数 域 C 上 的 扩张 , 则 将 党 
值 函 数 映 为 同 值 常 值 函 数 的 同 构 称 为 域 m(R2) 到 m(R1) 相对 于 C 的 
同 构 映射 . 上 面 讨论 表明 : 两 个 紧 Riemann 曲面 解析 同 胚 的 充分 必要 
条 件 是 其 亚 纯 函 数 域 相 对 于 C 是 同 构 的 . 即 所 有 紧 Riemann 曲面 与 
所 有 C 的 有 理 函 数 域 C(z) 经 有 限 次 代数 扩张 得 到 的 域 一 一 对 应 . 


$7.2” 紧 复 流 形 上 的 亚 纯 函 数 域 
以 上 面 紧 Riemann 曲面 上 亚 纯 函 数 域 的 讨论 为 例 , 我 们 现在 的 问 
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题 是 一 般 紧 复 流 形 的 亚 纯 函 数 域 是 否 可 通过 复数 域 经 有 限 次 超越 扩张 
和 代数 扩张 得 到 , 即 对 于 紧 复 流 形 M, 是 否 存 在 M 上 的 有 限 个 亚 纯 函 
数 及 ,… ,fs 和 f, 使 得 M 上 其 他 亚 纯 函 数 都 可 以 表示 为 以 i,… ,下 
的 有 理 函 数 为 系数 的 f 的 多 项 式 ， 如 果 可 以 , 还 需要 知道 其 中 的 s 
与 dimM 的 关系 . 为 此 , 我 们 首先 给 出 下 面 定义 . 

定义 7.2.1 设 域 五 是 域 页 的 扩张 , 厂 ,… ,ts 是 域 Yo 中 的 元 
素 , 如 果 不 存在 以 了 中 元 素 为 系数 的 非 零 多 元 多 项 式 P( XI …… ,XX,)， 
使 得 

V(t, ,ts)=0, 

则 称 域 歼 中 的 元 素 石 ,… ,ts 在 域 上 代数 独立 . 

如 果 三 ,ts。€ 防 在 站 上 代数 独立 , 对 于 = 1,.…,s 一 1， 
以 交 (H,… , 右 ) 表示 域 页 对 于 三， 证 的 域 扩张 , 则 二 1 是 域 
并 (t1,… 证 ) 上 的 超越 元 素 , 因而 (ty)… titi) 与 (1)… , 刀 ) 
上 的 有 理 函 数 域 同 构 . 我 们 得 到 域 Y(t1,… ,ts) 与 以 页 中 元 素 为 系 
数 、 以 z1,.… ,zs 为 不 定 元 的 有 理 函 数 域 Y(z1,… ,zs) 同 构 . 

定义 7.2.2 ” 设 域 入 是 域 页 的 域 扩张 , 并 且 存 在 ti,… ,ts < 
六 , 使 得 二, ,ts 在 多 上 代数 独立 , 而 以 并 (ti,… ,ts) 表示 五 对 
于 与 ,ts 的 域 扩张 时 , 域 克 中 的 任意 元 素 都 是 域 F(t1,… ,ts) 上 
的 代数 元 素 , 则 称 域 五 关于 域 六 的 域 扩张 的 超越 次 数 为 s, 记 为 


Trdeg(22， ¥) 二 3. 


现在 我 们 来 给 出 本 节 的 基本 定理 一 一 Thimm 定理 . 
定理 7.2.1(Thimm 定理 ) 设 M 是 m 维 紧 复 流 形 , 则 M 的 
亚 纯 函 数 域 m(M) 对 于 复数 域 C 的 域 扩张 的 超越 次 数 小 于 或 等 于 m， 
即 
Trdeg(m(M),C) < dimM. 
并 且 如 果 s = Trdeg(m(2M),C), 有 ,… ,fs 是 m(M) 中 对 复数 域 C 代 
数 独立 的 元 素 , 则 


[Im(M),C(fi,…: ,fs)] < +oo. 
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由 于 mm(M) 是 域 C( 户 ,… ,fs) 的 有 限 次 代数 扩张 , 因而 应 用 抽象 
代数 学 中 的 本 原 元 素 定 理 , 我 们 知道 , 存在 fe m(M), 使 得 m(M) = 
C( 户 ，……, 户 )[ 及 . 由 此 我 们 得 到 下 面 的 推论 ， 

推论 7.2.1 设 M 是 mm 维 紧 复 流 形 , 则 存在 M 上 有 限 个 亚 纯 
函数 户 … , fs 和 f, 满足 s < m, 而 M 上 任意 亚 纯 函 数 都 可 以 表示 
为 以 及 ,… ,fs 的 有 理 函 数 为 系数 的 f 的 多 项 式 . 

Thimm 定理 的 证 明 ”这 里 我 们 仅 证 明定 理 的 前 一 部 分 


Trdeg(m(M),C) < m= dimM. 


在 一 个 以 复数 为 系数 、 以 Xi1,… ,Xm+! 为 不 定 元 的 非 零 多 项 式 
P(X1,.… ,六 m+1), 使 得 


P(fi,.… ,fnti) =0. 


为 了 避免 由 多 元 亚 纯 函 数 极点 的 非 狐 立 性 对 于 讨论 带 来 的 困难 ， 
按 多 元 复 分 析 通常 的 做 法 , 我 们 用 线 从 的 全 纯 截 影 代替 亚 纯 函 数 , 首先 
利用 解析 函数 芽 环 gv 的 唯一 分 解 性 , 我 们 知道 , 存在 M 上 的 除 子 D = 
{Ua fa}, 使 得 f。 是 UV。 上 的 解析 函数 , 满足 对 于 i = 1,… ,m 十 
1，fofi 都 是 VU。 上 的 解析 函数 ， 并且 如 果 M 上 的 另 一 除 子 万 = 
{Ua, 扩 } 也 满足 上 面 性 质 , 则 所 /J。 是 U0。 上 的 解析 函数 ， 这 时 , 我 
们 称 D 是 由 亚 纯 函 数 及 ,…. , fm41 的 极点 定义 的 除 子 . 现 设 [D] 是 
由 D 定义 的 线 从 , sp = {fa} 是 D 的 典 则 截 影 , 则 由 定义 ， sply, = 
fa, 因而 sp 及,… ,spfm+1 都 是 线 丛 [D] 的 全 纯 截 影 . 更 进一步 , 如 
果 P(Xi,… ,Xmi1) 是 一 给 定 的 关于 变 元 X1,… ,Xm41 的 n 次 多 项 
式 , 则 

spP(fi,: , fmt+1) 

是 sp 及,… ,spfm+t1 和 sp 的 n 次 齐 次 多 项 式 , 因而 是 线 从 n[D| 在 流 
形 M 上 的 一 个 全 纯 截 影 . 利用 此 , 我 们 只 需 证 明 当 ”充分 大 时 , 存在 
变 元 六 ,Xm+1, Xm+2 的 一 个 非 零 的 n 次 齐 次 多 项 式 P(X1,…， 
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XXm+1, Xm+2) 使 得 
P(spfi,*: " ,5D fm+1, 8) 三 0. 


现 给 定 线 从 [D] 一 个 Hermite 度量 h, 并 选取 M 的 一 个 坐标 村 
盖 {(B1, 21),… , (B,, 27)}, 使 得 对 于 a = 1,2,.… ,p, Bo = {2°||2°| 
< 1} 都 是 Cm 中 的 单位 球 , 而 线 从 [D] 限制 在 B。 上 是 平凡 的 , 即 
中 |。 = Bu x C. 我 们 进一步 假定 存在 常数 p, 满足 0 < p < 1, 使 得 
对 于 a = 1,2,… ,p, 如 果 令 记 = {29||29|<p}, 则 { 玉 ,… ,局 } 也 
是 M 的 开 和 覆盖 . 

设 对 a = 1,2,… ,p, au € M 是 单位 球 B。 的 球 心 , 而 对 i = 
工 ,mm, spfils. = je 都 是 B。 上 的 解析 函数 , 昌 Hermite 度量 h 
在 B。 上 可 由 光滑 函数 h。> 0 给 出 , 这 时 h* = {h?} 是 线 从 n[ 刀 | 
的 Hermite 度量 . 

下 面 我 们 希望 通过 对 多 项 式 系数 的 选取 来 证 明 : 当 ”充分 大 时 ， 
存在 一 个 非 零 的 n 次 齐 次 多 项 式 P(X1,… ,Xm+1, Xm+z), 使 得 


P(spfi,:-: ,spfm+1,8D)=0. 


设 P(X1,… ,Xmi2) 是 一 到 十 2 个 变 元 的 n 次 齐 次 多 项 式 , 其 中 
次 数 n, 和 多 项 式 的 系数 都 是 待定 的 . 这 时 对 P(X1,… ,六 m42), 其 待 


定 系数 的 个 数 是 
m+i+2+n—1l\Y mi 
( m1 ) =， 


说 明 ”s 个 变 元 的 t 次 齐 次 多 项 式 中 系数 的 个 数 可 以 表示 为 集合 
$= {i ,is) | 让 ER 满足 0 三 芝 丰 7 一 15 有 十 :十 大 = 
中 元 素 的 个 数 . 而 如 果 令 二 = 条 十 1, 令 

= {Ge ,6) | 各 N, 满 足 1 < 条 <t+1,j=1,… ,8 


下 二 十 和 一 t 引 ， 
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则 集合 5 中 元 素 的 个 数 与 集合 S 中 元 素 的 个 数 相 同 , 而 集合 5 中 元 素 
的 个 数 可 以 看 做 将 s+t 个 1 排 成 一 行 , 然后 插入 s 一 1 个 竖 线 将 其 分 
为 5 个 非 空 组 的 不 同 分 法 的 个 数 , 而 s+t 个 1 排 成 一 行 共有 s+t 一 1 


个 空格 , 因而 共有 
( 
5 一 工 
个 不 同 的 插 法 . 
设 有 是 一 待定 的 自然 数 ， 使 得 我 们 可 以 选取 P(X1,… ,Xm+2) 


的 待定 系数 ,满足 对 于 a = 1,… ,p, 以 及 任意 多 重 自然 数 指标 s = 
(51 , Sm )， 只 要 |s| = s1 十 十 sm <&, 就 成 并 


OlsP(spfi,..: ,spfm+1sp), ~、 
ee (oe) =0. (7.2.1) 


利用 函数 的 Taylor 展开 , 不 难看 出 在 点 cu 处 , 上 面 等 式 中 的 方程 
个 数 与 四 十 1 个 变 元 的 一 1 次 齐 次 多 项 式 的 系数 个 数 相同 , 因而 为 


7 十 1 十 KR 一 1 一 1 加 0 十 不 一 1 
?7 加 m . 


所 以 对 于 a = 1,… ,p, 所 有 方程 的 个 数 是 
m+k—l 

rw 

这 样 只 要 我 们 选取 n 充分 大 , 使 得 ”与 天 之 间 满 足 
m+k—1l nm 十 1 
om < 
则 满足 方程 (7.2.1) 的 非 零 齐 次 多 项 式 P(Xi,… ,Xisi2) 总 是 存在 的 . 
现 假 定 我 们 已 取 定 了 一 个 这 样 的 多 项 式 P(X1,… ,Xm+2), 设 


P(spfi,-… ,SDfm+1 8D)|p. = wa(za ;Za )) 


则 wo( 太 ,… ,z?) 是 Be 上 的 解析 函数 , 满足 对 于 任意 的 多 重 指标 s = 
(s1 ; Sm)， 只 要 |s| = 81 十 … 十 Sm <k, 就 成 立 


Olsly, (zl,... ,2™) 


BL. (oa) =0. 
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因而 在 单位 球 Bo 上 对 Ua (21, , Zm) 关于 (g1,° , Zrm) E Ba 应 用 
本 书 第 1 章 中 定理 1.1.12 给 出 的 Schwarz 引 理 , 我 们 得 到 , 对 于 任意 
点 Za & Bo, 恒 有 


lua(Zo)| < (Zo) pag lual Za)l, 


或 者 表示 为 在 球 B。 = {ZellZe| < p} 上 


max lua(Zo)| & p* 2 lualZo)l. 


a 


注意 , 这 里 不 等 式 两 端 所 用 的 球 的 半径 是 不 同 的 . 

下 面 我 们 希望 用 线 从 [D] 的 Hermite 度量 h 将 这 一 不 等 式 推 
广 到 整个 M 上 .以 |P(sp 甩 ,… ,spfm+1,5D)| 表示 线 从 n[D] 的 截 
影 P(sp 有 1,… ,spfm+1;spD) 对 于 度量 hr 的 长 度 , 则 在 B。 上 


IP(spfi,…: ,spfm+i, sp)| = Vuahnia. 
应 用 在 Schwarz 引 理 中 给 出 的 不 等 式 , 我 们 得 到 在 B。 上 


max |P(spfi,... ,spfm+1, sp)| 
€B 


a 


= max (ual VE) < pr max ua| max V 三 
ZEBo ZEBa ZEBa 
假设 max lus| 在 点 PE€ B。 取 到 , 则 
ZeB, 


lua(po)lV halpo) _ IPlspfi:*: , spfm+1, sD)|(po) 


max |wa| = 
ZeBo ha(po) VR (po) 
max |P(spfi,..: ,spfm+1, sD)| 
ZE 了 Bu 
ha(po) 
如 果 令 
max Vha 
一 ZEBn C = max{C1,.…- ,CPp}, 


Vhe’ 


min 
ZEB。 
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则 由 Schwarz 引 理 给 出 的 不 等 式 , 我 们 得 到 


max |P(spfi,... ,spfm+1, sD)| 
ZeB, 


< pO™ pe IP(spfi,.* ,spfmt+1, sp)|. 


由 于 上 式 对 于 a = 1,… ,p 都 成 立 , 而 {B84} 也 构成 M 的 开 覆 盖 , 因 
而 我 们 得 到 , 在 M 上 
max IP(spfi, ,SD fm+1, sD)| 
< pC™ ax IP(spfi,::: ,spfm+1, sD)|. 
如 果 我 们 能 够 适当 地 选取 充分 大 的 n, 入, 使 得 pxC" < 1, 则 上 式 表 
示 Pl(spfi,:: “ , SDfm+1, sD) 三 0, fi,: "" , fmi1 代数 相关 ， 我 们 就 得 到 
了 Thimm 定理 的 证 明 . 


现在 我 们 来 证 明 可 以 选取 ”和 及 使 得 pkC"” < 1， 首 先 我 们 知 
道上 与 之 间 的 关系 由 不 等 式 


(™ (71) 
a < 
mm 702 十 工 


确定 . 而 
(an pt) wp 
所 以 只 需 适当 选取 上 和 使 得 
nv pr ,had, 
则 
m 1 大 元 机 
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而 由 假设 p < 1, 因而 n 和 都 充分 大 后 pkCn" < 1. 至 此 , 我 们 完成 
了 Thimm 定理 的 证 明 . 
利用 Thimm 定理 , 我 们 有 下 面 定义 . 
定义 7.2.3 设 M 是 紧 复 流 形 , 令 
a(M) := Trdeg(m(M), ©C), 


即 a(M) 是 M 的 亚 纯 函数 域 m(M) 对 于 复数 域 关 于 域 扩张 的 超越 次 
数 , 则 a(2M) 称 为 流 形 M 的 代数 维 数 . 

代数 维 数 a(M) 是 紧 复 流 形 对 于 全 纯 同 胚 的 一 个 基本 不 变量 . 
Thimm 定理 表明 0 < a(M) < dimM. 而 如 果 M 是 复 投影 空间 的 
子 流 形 , 设 M 到 投影 空间 的 磅 入 映射 由 M 上 的 亚 纯 函 数 户 ，…… ,fy 
给 出 , 则 由 户 …… , fv 定义 的 映射 在 M 上 的 Jacobi 算 阵 的 秩 处 处 
为 m = dimM. 由 数学 分 析 中 隐 函 数 定理 给 出 的 函数 相关 性 理论 (参阅 
文献 2]), 我 们 知道 , 对 于 任意 Pe M, 存在 局 的 邻 域 U, 使 得 1,… ,fn 
中 有 m 个 函数 在 U 上 是 函数 独立 的 , 或 者 说 存在 {fi,… , fi,}C 
{ 广 ,… , fv}, 使 得 不 存在 可 微 函 数 G(z1,… ,zm), 满足 dG 关 0, 而 
G(fa,… ,fi,) 三 0. 特别 地 ， 不 存在 非 零 多 项 式 P(z1,… ,zm), 使 
得 P(fi,,… ,fi,) =0, 亚 纯 函 数 f,,… ,fi,, 在 复数 域 C 上 代数 独立 ， 
我 们 得 到 : 如 果 M 是 复 投影 空间 的 子 流 形 , 则 必须 a(M) = dimM. 
等 式 a(M) = dimM 是 紧 复 流 形 M 成 为 代数 流 形 的 一 个 必要 条 件 . 
当 dimM = 1 即 M 是 紧 Riemann 曲面 时 ， 上 一 节 我 们 已 经 证 明 
了 a(M) = 1, 而 在 本 章 第 4 节 中 我 们 将 证 明 M 一 定 是 复 投 影 空 间 的 
子 流 形 . 对 于 维 数 大 于 1 的 紧 复 流 形 M, a(M) 从 0 到 dimM 之 间 的 
各 种 可 能 都 可 以 出 现 . 而 紧 复 流 形 的 亚 纯 函 数 域 之 间 的 代数 同 构 并 不 
能 得 到 流 形 之 间 的 全 纯 同 胚 . 这 时 如 果 dimM = 2, Kodaira 和 Chow 
证 明了 M 是 复 投 影 空间 的 子 流 形 当 且 仅 当 a(M) = dimM = 2. 但 是 
当 dimM > 2 时 , 同样 的 结论 不 再 成 立 . 关于 这 一 点 , 在 本 章 的 第 6 节 
中 我 们 将 用 另外 的 不 变量 给 出 复 投影 空间 中 子 流 形 的 特征 ， 
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87.3 复 投影 空间 上 的 正 线 丛 


上 一 节 我 们 说 明了 紧 复 流 形 的 代数 维 数 与 流 形 维 数 相等 是 紧 复 流 
形 为 代数 流 形 的 一 个 必要 条 件 , 而 当 流 形 的 维 数 小 于 或 等 于 2 时 , 这 
一 条 件 同 时 也 是 充分 条 件 , 但 是 当 紧 复 流 形 的 维 数 大 于 2 时 , 同样 的 
结论 不 再 成 立 ， 因 此 , 为 了 解决 什么 样 的 紧 复 流 形 是 代数 流 形 的 问题 ， 
在 代数 维 数 的 基础 上 , 我 们 需要 寻求 其 他 的 判别 方法 . 为 此 , 我 们 首先 
来 看 一 看 复 投影 空间 CP" 上 有 些 什么 特殊 的 结构 , 并 且 希 望 这 些 特殊 
结构 对 于 CP" 的 子 复 流 形 也 是 成 立 的 . 这 样 反 过 来 , 将 这 些 结构 的 存 
在 作为 条 件 , 我 们 可 以 讨论 这 些 结构 是 否 足 以 给 出 代数 流 形 的 特征 . 

设 3 = [zz ,z"] 是 复 投影 空间 CP” 的 齐 次 坐标 ， 


L(Z) = ao020 二 azl 二 + 二 Qnz" 


是 z0,z!,… , z” 的 一 个 非 零 的 1 次 齐 次 多 项 式 , 我 们 将 L(2) 在 CP" 
中 的 零点 全 体 记 为 2(L(2)), 则 Z(L(2)) 称 为 CP* 的 一 个 超 平面 . 
对 于 ;= 0,1,:… ,n, 设 


U; = {le a, ,2"| ECP" | zi 中 


则 


是 UV; 上 的 非 齐 次 坐标 , 而 {00, 01,… , Un} 是 CP" 的 坐标 覆盖 . 对 这 
一 覆盖 , 在 U; 上 令 
=- 
则 {6} 是 VU 上 的 解析 函数 , 而 

UiNZ(L(2)) = 2(f:) = {Pe Ui | fi(P) =0}. 
我 们 得 到 Z(L(2)) 是 CP" 的 一 个 除 子 , 而 {Ui, 户 } 是 这 一 除 子 的 定义 
函数 . 我们 用 五 表示 由 Z(L(2Z)) 定义 的 全 纯 线 从 , 五 称 为 复 投影 空 


二 Q0 名 十 Ql 居 十 十 Qi 十 '… 十 Qanz?， 
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间 CP* 上 的 超 平面 线 从 . 由 于 f; 是 除 子 2(L(2)) 在 UV; 上 的 定义 函 
i hi L(2)/z 2 
?fy LT 
利用 上 面 给 出 的 线 从 五 的 转移 函数 , 我 们 来 看 一 看 五 上 存在 什 
么 样 的 Hermite 度量 . 首先 对 于 i= 0,1,:… ,n, 如 果 在 U; 上 令 
[zh 


a+ | + | 


hs 
则 h; 是 VU 上 的 光滑 函数 , 满足 h; > 0, 而 在 Ui n 几 U; 上 
h; 一 | 


因此 h = {hi} 是 线 从 H 的 一 个 Hermite 度量 . 利用 我 们 在 本 书 第 4 
章 中 给 出 的 关于 度量 的 曲率 形式 , 我 们 得 到 CP" 上 的 (1,1)- 形式 


= 5m ez 
jz02 + | + .+ en] 
|z0]2 十 |z12 十 十 |z22 
|zi| 


是 度量 h 所 诱导 的 复 联络 的 曲率 形式 , 而 


= O61In 


29 二 |z2 二 … 十 |z*j 
[zl 


i i ~ 
= 元 60 


是 由 这 一 曲率 形式 确定 的 一 个 d 闭 的 实 (1,1)- 形式 , 这 一 微分 形式 
在 H2(CP", 了 ) 中 确定 的 同调 类 就 是 线 从 刀 的 陈 示 性 类 . 
在 UV 上 , 对 于 非 齐 次 坐标 (z0, zl，… ,下 ,z?)， 
0 = 65In (le 十 | 及 上 十 … 十 加 + 过 站 


这 是 一 个 正定 的 实 (1,1)- 形式 , 按照 我 们 第 4 章 的 讨论 , 这 一 (1,1)- 形 
式 诱导 了 CP”" 全 纯 切 从 上 的 一 个 Hermite 度量 ， 另 一 方面 , 由 上 面 
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的 表达 式 得 二 9 是 d 闭 的 微分 形式 , 我 们 得 到 了-Q 是 CP” 上 的 一 
个 Kihler 度量 , 复 投 影 空 间 是 Kihler 流 形 . 复 投影 空间 CP" 的 这 一 
特殊 度量 称 为 Fubini-Study 度量 . 由 于 这 一 度量 是 由 线 从 互 的 曲率 
形式 得 到 的 , 以 五 为 模式 , 我 们 有 下 面 定 义 . 

定义 7.3.1 设 M 是 复 流 形 , 工 是 M 上 的 全 纯 线 从 , 如 果 存 在 工 
的 一 个 Hermite 度量 h, 使 得 由 h 诱导 的 复 联 络 的 曲率 形式 Q 满足 : 
9 在 M 上 确定 的 实 的 (1,1)- 形式 

元 2 一 一 元 30 lInh 

是 M 上 处 处 正定 的 (1,1)- 形式, 则 称 工 为 M 上 的 正 线 从 . 

复 流 形 M 上 如 果 存在 正 线 从 , 则 线 从 的 曲率 形式 确定 了 M 上 一 
个 处 处 正定 的 实 (1,1)- 形式 , 因而 诱导 了 流 形 M 的 一 个 Hermite 度 
量 . 另 一 方面 , 由 于 这 一 (1,1)- 形式 可 表示 为 -元 85 因而 是 d 闭 
的 微分 形式 , 所 以 M 必须 是 Kihler 流 形 . 当然 并 不 是 任意 Kihler 流 
形 上 都 有 正 线 从 . 而 上 面 的 讨论 说 明 五 是 CP"” 上 的 正 线 从 , 即 复 投 
影 空 间 上 是 存在 正 线 从 的 . 利用 五 , 如 果 M 是 代数 流 形 , M 一 CP" 
是 嵌入 映射 , 则 由 定义 不 难看 出 将 限制 在 M 上 后 必 也 是 一 个 正 线 
从 . 因此 由 CP” 上 存在 正 线 从 , 我 们 得 到 所 有 代数 流 形 上 都 有 正 线 从 . 
紧 复 流 形 上 存在 正 线 从 是 紧 复 流 形 为 代数 流 形 的 一 个 必要 条 件 . 当然 ， 
进一步 的 问题 是 反 过 来 , 紧 复 流 形 上 如 果 存 在 正 线 从 , 是 否 足 以 保证 流 
形 是 代数 流 形 . 对 此 , 我 们 有 下 面 关于 紧 复 流 形 的 基本 定理 . 

定理 7.3.1(Kodaira 幅 入 定理 ) ” 设 M 是 紧 复 流 形 ,了 工 是 M 上 
的 正 线 从 , 则 存在 充分 大 的 ke N, 使 得 如 果 so, s1,… ,sn 是 线 从 天 
的 截 影 空间 H°(M,8(L*)) 的 线性 基 , 则 映射 


F:M— CP", Pr [so(P),s1(P),::. ,sn(P)] 


是 M 到 CP" 的 嵌入 映射 . 
利用 Kodaira 嵌入 定理 , 我 们 得 到 紧 复 流 形 M 为 代数 流 形 的 充 
分 必要 条 件 是 M 上 存在 正 线 从 . 
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在 给 出 Kodaira 嵌入 定理 的 证 明之 前 , 我 们 先 以 紧 Riemann 曲面 
到 复 投影 空间 的 嵌入 问题 的 讨论 为 例 , 看 一 看 我 们 需要 什么 样 的 条 件 
才能 得 到 紧 复 流 形 到 复 投影 空间 的 嵌入 映射 . 

设 R 是 一 亏 格 为 g 的 紧 Riemann 曲面 , 了 是 R 上 的 全 纯 线 
从 ,下面 为 了 符号 简单 ， 我 们 用 过 同时 表示 工 的 全 纯 截 影 层 0( 了 )， 
设 {s0,s1,… ,sn} 是 HOCR,D 的 一 组 线性 基 . 要 利用 so, sl …… ,sn 得 
到 曲面 R 到 复 投影 空间 CP" 的 嵌入 映射 


F:R—CP", Pr [so(P),s1(P),:.. ,sn(P)] €E CP", 


s0; 51,… ,sn 首先 需要 满足 对 于 任意 点 P e R, P 不 是 全 纯 截 影 so， 
51,… ;Sn 的 公共 零点 . 为 此 设 s。 是 由 除 子 D = P 定义 的 线 从 [D] = 
[P] 的 典 则 截 影 . 利用 由 截 影 的 乘积 定义 的 映射 , 我 们 有 下 面 层 的 短 正 
合 序列 
0—>L8[-P 3S LoL,— 0, 
这 里 了 | 表示 线 丛 工 的 截 影 在 P 点 定义 的 摩天 大 厦 层 . 利用 这 样 的 
正 合 序列 , 我 们 有 同调 群 的 长 正 合 序列 
0— H°(R,L®[-P]) 3 HR,L) 
= H(R, Lp) 2 H (RL®[-P)) 2 

如 果 其 中 H(RZ@[- 有 日 ) = 0, 则 限制 映射 耳 (RR 万 一 HI(R,L|p) 是 
满 映 射 . 但 H?(R, 工 |,) = C, 因而 P 不 是 线 从 工 的 截 影 空间 HY(R, 工 ) 
中 所 有 截 影 的 公共 零点 . 

同 理 , 首先 设 线 从 工 的 截 影 s0, s1,… ,sn 在 及 上 没有 公共 零点 ， 
我 们 得 到 定义 在 R 上 的 一 个 全 纯 映射 


F:R—o>CP", Po [so(P),si(P),::. ,sn(P)]. 
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这 时 对 于 R 中 的 任意 两 点 已 夭 @, 要 使 得 已 满足 F(P) 关 (8), 必 
须 存在 se Ho(R, 万 ), 使 得 s(P) = 0, 而 s(Q@) 关 0. 为 此 , 令 3 为 线 
丛 [ 忆 +g] 的 典 则 截 影 , 同样 利用 截 影 乘积 考虑 下 面 的 短 正 合 序列 


0—»L®[-P-Q 号 工人 一 如 一 0， 
利用 这 一 序列 , 我 们 得 到 长 正 合 序列 
0 一 Ho(RDe@[P-gq) 三 Ho(RDD 
一 H (BRZPo) 一 HI(BRIZQ@[-P-Q) 一 …. 


同样 地 , 如 果 其 中 HR,Z@I[-P-Q) = 0, 则 限制 映射 HO(R,D) 一 
HO(R, |p,o) 是 满 射 . 但 对 于 摩天 大 厦 层 | 。，。， 我 们 知道 


H(R,L|p,o) = CP OCo=COC. 
因而 存在 se HC(R, 站, 使 得 s(P) = 0, 但 s(@) 去 0. 由 此 得 
[so(P), s1(P),.…* ,sn(P)] # [s0(@), s1(Q),.…* ,sn(Q)]. 


所 以 我 们 在 HI(R,Z@[-P-Q9)=0 对 于 五 中 任意 两 点 已 反 @ 都 成 
立 的 条 件 下 得 到 了 己 是 单 射 . 

而 要 证 明 F 是 嵌入 映射 ,我 们 还 需 证 明 对 于 任意 点 P < R, 存 
在 se HI(R,D, 满足 s(P) = 0, 而 ds(P) 关 0. 为 此 我 们 令 > 为 线 
从 2P] 的 典 则 截 影 , 考虑 正 合 序列 


0 L®[-2P] SL LL,,—0. 


利用 这 一 序列 , 我 们 得 到 长 正 合 序 列 
0 H°(R,L® {|-2P]) 3 HO(R, L) 
= H°(R,Ll,p) = H (R,L® [-2P)) — 


同样 地 , 如 果 在 上 面 的 正 合 序 列 中 HI(R, 工 @ [-2P]) = 0, 则 我 们 得 
到 下 (已 万 一 H*(R,L|,p) 是 满 射 . 但 如 果 z 是 P 点 邻 域 的 局 部 坐 
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标 , 满足 z(P) = 0, 则 
HO(R, Llap) = {a+6s | ob eC). 


而 如 果 将 HO(R, 工 ) 中 的 截 影 s 在 PP 点 展开 成 z 的 震级 数 , 则 限制 映 
射 HO(R,L) 一 了 (BR 了 ,2p) 可 表示 为 s 一 s(mod(z2)). 因而 存在 se 
Ho(BR, 万 , 使 得 s(P) = 0, 而 ds(P) 关 0, 由 此 得 到 映射 


F:Pr [so(P),s1(P),... ,sn(P) 


在 已 点 是 满 秩 的 . 

通过 上 面 的 讨论 , 我 们 看 到 , 如 果 线 从 地 满足 对 于 R 中 任意 两 
点 P 关 Q, 恒 有 Hi(R,L®[-Pl) = 0 HI(R,L8[-P-Q)=0 
和 HI(R,L 8 [2P) = 0, 则 HO(R,L) 的 线性 基 给 出 了 紧 Riemann 
曲面 R 到 复 投影 空间 的 嵌入 映射 . 因此 我 们 的 问题 现在 转化 为 : 在 什 
么 条 件 下 , 上 面 这 些 一 阶 同 调 群 为 零 ， 这 里 如 同 我 们 在 定义 层 的 同调 
群 时 曾 一 再 说 明 的 , 关于 一 阶 或 者 更 高 阶 同 调 群 为 零 的 定理 一 般 称 为 
消 没 定理 , 即 如 果 我 们 认为 一 阶 或 者 高 阶 同 调 群 描述 的 是 一 个 问题 从 
局 部 解 到 整体 解 的 阻碍 , 则 这 些 同 调 群 为 零 表 示 阻 碍 不 存在 , 或 者 说 消 
失 了 . 

怎样 得 到 紧 Riemann 曲面 上 全 纯 线 从 的 消 没 定理 呢 ? 设 L 是 亏 
格 为 g 的 紧 Riemann 曲面 R 上 的 全 纯 线 从 , 如 果 H?(R,L) 取 0, 取 民 
的 一 个 开 覆 盖 U = {Us}, 设 工 对 于 WU = {Us} 的 转移 函数 为 {h9}， 
任 取 se Ho(R,D),s 和 0 则 在 UU。 上 s 是 一 解析 函数 ff。 的 零点 
就 是 s 的 零点 . 设 D 是 由 这 些 零点 定义 的 除 子 , 由 于 fo 都 是 解析 函 
数 , 因而 DD 是 非 负 的 除 子 , 我 们 得 到 deg(D) > 0. 但 另 一 方面 , 我 们 知 
道 5 = [DI], 由 此 得 deg(Z) = deg(D) > 0. 这 样 我 们 得 到 , 如 果 一 个 全 
纯 线 从 [有 不 为 零 的 全 纯 截 影 , 则 必须 deg(Z) > 0, 或 者 表示 为 : 如 果 
线 从 工 满 足 deg(Z) < 0, 则 H0(R,Z) = 0. 

而 由 上 面 的 讨论 , 我 们 需要 的 是 一 些 关 于 一 阶 同调 群 为 零 的 消 没 
定理 ， 对 此 通常 的 做 法 是 首先 利用 de Rham 定理 , 将 向 量 丛 全 纯 截 
影 芽 层 的 Cech 同调 群 等 同 于 利用 5 算 子 定义 的 Dolbeault 同调 群 ， 
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然后 利用 关于 Dolbeault 同调 群 的 Hodge 定理 , 以 及 由 Hodge 定理 
给 出 的 Kodaira-Serre 对 偶 , 将 我 们 需要 的 结论 化 为 相关 的 Dolbeault 
同调 群 的 性 质 ， 并 给 出 相应 的 条 件 . 下 面 我 们 用 HY”? (R,L) 表示 线 
从 工 的 Dolbeault 同调 群 , 由 de Rham 定理 , 我 们 知道 HD(R, 工 ) 对 
HL(R,L), HO (BR 了 ) 兰 再 "( 忆 ,三 ) 利用 这 些 等 式 , 为 了 符号 简单 , 我 们 
这 一 他 直 接 用 了 (BR 妃 和 HI(R,Z) 同时 表示 相关 的 Dolbeault 同调 群 
和 Cech 同调 群 . 利用 本 书 第 5 章 中 Hodge 定理 的 推论 给 出 的 Kodaira- 
Serre 对 侦 , 我 们 知道 , 对 于 全 纯 线 丛 也, 成 立 HI(R, 万 兰 H(R L*@KK)， 
其 中 K 是 R 的 典 则 线 从 . 而 这 时 成 立 


deg(L”* ® K)= deg(L”)+ deg(K) = —deg(L) + deg(K). 


因此 要 利用 deg(Z) < 0 时 Ho(R,D) = 0 的 结论 , 来 得 到 关于 一 阶 同调 
群 的 消 没 定理 , 我 们 需要 计算 deg(K). 对 于 这 一 点 , 首先 由 Riemann- 
Roch 定理 , 对 于 R 上 的 平凡 线 从 工 


dimH?(R, 1) — dimH)(R, IT) = —g+1, 


其 中 HOCR,D = C, 因而 dimHI(R ,站 = 9. 另 一 方面 , 利用 Kodaira- 
Serre 对 侦 , 我 们 得 到 


H°(R,T) S HI(R,K), Hi(R,T) SHR, K). 
因此 同样 由 Riemann-Roch 定理 得 
9g —1= dimH°"(R, K)— dimH!(R, K)= deg(K)— g+1. 


我 们 得 到 deg(K) = 2g - 2. 利用 这 一 点 , 对 于 紧 Riemann 曲面 , 我 们 
有 下 面 的 消 没 定理 . 

定理 7.4.1( 紧 Riemann 曲面 的 消 没 定理 ) 设 工 是 亏 格 为 g 的 
紧 Riemann 曲面 R 上 的 全 纯 线 从 , 如 果 deg(L) > 29 一 2, 则 


H'(R,L)=0. 
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证 明 由 deg(L) > 2g 一 2, deg(K)=2g 一 2, 得 
deg(L* ® K) = deg(L*) + deg(K)= —deg(L)+ deg(K) < 0， 


因而 HO(R,L* @ K) = 0. 而 由 Kodaira-Serre 对 偶 定理 Hi(R, 工 ) 钴 
H?(R,L* @ KK), 得 Hi'(R,L) =0. 证 毕 . 

利用 消 没 定理 , 结合 在 本 节 开 始 时 的 讨论 , 我 们 得 到 下 面 关 于 紧 
Riemann 曲面 到 复 投影 空间 的 嵌入 定理 . 

定理 7.4.2( 紧 Riemann 曲面 的 嵌入 定理 ) ” 设 呈 是 亏 格 为 g 的 
紧 Riemann 曲面 , R 上 的 全 纯 线 从 工 如果 满 足 deg(L) > 29, 则 H?(R, 工 ) 
的 线性 基 给 出 了 紧 Riemann 曲面 R 到 复 投影 空间 CP" 的 内 入 映射 ， 
这 里 = dimH?(R,LL) 一 1. 

证 明 ”由 于 deg(L) > 29, 因而 对 于 R 中 任意 两 个 不 同 点 PP 和 @， 
成 立 deg(L &@[-P]) > 29 —2,deg(L 8® [-P- Ql)>29-2 及 deg(L® 
[-2P]) > 29 - 2. 由 消 没 定理 得 

Hi(R,L®[-P)=H(R,L®[-P-Q)=H(R,L®!I-2P))=0. 


利用 上 面 的 讨论 我 们 得 到 , 由 Ho(R,Z) 的 线性 基 给 出 的 R 到 复 投影 
空间 CP" 的 映射 是 嵌入 映射 . 证 毕 . 

定理 7.4.2 表 明 任 意 紧 Riemann 曲面 都 是 代数 流 形 , 而 通常 将 一 维 
的 代数 流 形 称 为 光滑 代数 曲线 . 因此 上 面 定理 也 可 表示 为 紧 Riemann 
曲面 都 是 光滑 代数 曲线 . 
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以 上 面 关 于 紧 Riemann 曲面 到 复 投影 空间 嵌入 映射 的 讨论 为 例 ， 
现在 我 们 来 考虑 有 正 线 丛 的 高 维 紧 复 流 形 到 复 投影 空间 的 嵌入 问题 . 
设 M 是 一 紧 复 流 形 ,了 是 M 上 的 正 线 从 , 按照 上 面 的 讨论 , 我 们 希望 
利用 工 的 全 纯 截 影 给 出 M 到 复 投影 空间 的 嵌入 映射 . 为 此 , 我 们 首先 
需要 得 到 一 些 关 于 线 从 工 的 全 纯 截 影 层 0(L) 的 Cech 同调 群 的 消 没 
定理 .对 于 这 一 点 , 同样 类 比 于 紧 Riemann 曲面 上 的 消 没 定理 , 我 们 
的 基本 做 法 是 : 首先 利用 de Rham 定理 , 我 们 可 以 将 层 9(L) 的 Cech 
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同调 群 同 构 于 利用 L- 值 (pz,9)- 形式 和 5 算 子 定义 的 Dolbeault 同调 
群 ; 然后 利用 第 5 章 中 的 Hodge 定理 , 将 Dolbeault 同调 群 中 的 元 素 
用 元 值 (o,9)- 调和 形式 来 表示 ; 再 利用 正 线 丛 工 的 曲率 形式 诱导 了 
流 形 M 的 一 个 Kihler 度量 这 一 关系 来 证 明 , 在 一 定 的 条 件 下 ,， 上面 
这 些 调和 形式 必须 为 零 , 从 而 得 到 相关 的 同调 群 为 零 的 消 没 定理 . 为 
此 , 我 们 首先 回忆 一 下 在 本 书 第 5 章 中 关于 Kihler 流 形 上 Hodge 分 
解 的 证 明 里 用 到 的 一 些 基 本 恒等式 , 然后 将 这 些 恒等式 推广 到 一 般 的 
全 纯 向 量 从 上 . 

在 本 书 第 5 章 紧 Kihler 流 形 上 Hodge 分 解 的 讨论 中 , 我 们 证 明 
了 对 于 紧 复 流 形 的 Kihler 度量 , 成 立 下 面 两 个 基本 恒等式 : 
基本 恒等式 I [A,0] = -i8*, 
基本 恒等式 II (A, Daw = -pgld 

将 Kihler 度量 看 做 复 流 形 M 上 全 纯 切 从 这 一 特殊 向 量 从 的 Her- 
mite 度量 , 一 个 自然 的 问题 是 : 在 Kahler 流 形 上 对 于 其 他 全 纯 向 量 
丛书, 上 面 这 两 个 基本 恒等式 是 否 可 推广 到 万 的 Hermite 度量 上 , 如 
果 可 以 , 推广 后 的 恒等式 又 能 够 给 我 们 一 些 什么 样 的 结论 ? 下 面 我 们 
先 来 讨论 这 一 问题 . 这 里 为 了 区 别 流 形 上 给 定 的 正 线 从 工 与 基本 恒 等 
式 I 中 用 到 的 算 子 厂 , 在 本 节 中 我 们 将 用 符号 7 代替 基本 恒等式 II 
中 用 到 的 L, 用 U* 代替 工 的 对 偶 算 子 A, 其 他 符号 与 第 5 章 中 Kahler 
流 形 上 Hodge 分 解 定理 讨论 时 用 到 的 符号 相同 . 

设 M 是 一 紧 致 的 Kaibler 流 形 , 玉 是 由 M 的 Kihler 度量 确 
定 的 (1,1)- 形式 . 设 EE 是 M 上 的 全 纯 向 量 从 , h 是 EE 的 一 个 给 定 
的 Hermite 度量 , D = D0 +6 是 及 在 巨 上 诱导 的 复 联络 以 及 这 一 
联络 关于 全 纯 和 反 全 纯 方 向 的 分 解 . 设 A?'?(E) 是 由 M 上 所 有 光滑 
的 EB- 值 (p,g)- 形式 构成 的 线性 空间 . 利用 M 和 5 的 Hermite 度量 ， 
我 们 在 第 5 章 中 说 明了 A?'?(E) 是 一 内 积 空间 ， 而 利用 以 局 部 平方 
可 积 函数 为 系数 的 E- 值 (p,q)- 形式 来 扩充 AP'9 (EE), 我 们 可 以 将 内 
积 空间 A 中 (E) 完备 化 , 使 之 成 为 一 Hilbert 空间 KW (5). 这 时 与 
第 5 章 中 Hodge 分 解 的 证 明 相 同 , 利用 Kibler 度量 确定 的 (1,1)- 形 
式 W 与 BF- 值 (p,q)- 形式 做 外 积 , 我 们 可 以 定义 一 个 映射 为 
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U :KPDE)— KothatD) (Ep), Uw)=uAW. 
设 
U* :Ko+latD(P) — K(P0) (E) 
是 UV 的 对 侦 算 子 , 而 5 是 在 KP'0(E) 中 一 个 称 子 集 上 定义 的 映射 
5: KP?V(E) KPatD)(E) 
的 对 偶 算 子 , D40* 是 在 K?'0(E) 中 一 个 称 子 集 上 定义 的 映射 
D0) : KPY) (E) —» K(P+bg) (BE) 


的 对 偶 算 子 . 利用 这 些 映 射 , 现在 我 们 可 以 将 关于 Kahler 度量 的 两 个 
基本 恒等式 推广 到 全 纯 向 量 从 上. 

定理 7.5.1 ”假设 和 符号 如 上 , 对 于 上 面 在 KP'?(E) 上 定义 的 映 
射 , 我 们 有 下 面 两 个 基本 恒等式 : 
基本 恒等式 I [U*,6| = 一 DGo*， 
基本 恒等式 II [VU*, U]|A cms (p) = (n—p- ld, 

其 中 ,= -60*, UU]=UU-UU*. 

证 明 ” 设 {e1,… ,er} 是 向 量 从 互 的 一 个 光滑 的 局 部 标 架 , WD = 
W(10) 十 WW0'D) 是 由 度量 h 诱导 的 复 联 络 万 = DG0 + 5 对 于 
局 部 标 架 {e1,… , er} 的 联络 矩阵 、 设 /< AP'0(E), 对 于 局 部 标 
架 {1,.… ,er}, f= 沁 fs @eas 其 中 J 都 是 (p,q)- 形式 . 由 联络 的 
定义 得 


df = (fa) Beat(-l)t Y far[WON]e @ epg, 


oa 二 1 Qa,B=1 


U(f) = 2 ,WA fa ® eo. 


a=1 


因此 
U*(f) = UU (fa) ® eo, 


Qa=1 
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我 们 得 到 
/= fa ® ea t+ [0”, WOD]. 


而 利用 我 们 在 第 5 章 对 Kabler 度量 ds? 关于 微分 形式 建立 的 相应 的 
基本 恒等式 I, 上 式 为 


[UDf = -Of + [U0*, WoW]F. (7.5.1) 
同样 地 , 我 们 有 


Df) = 》 O°(fa) 8 ea + WOMVF). (7.5.2) 


Qa=1 


将 (7.5.2) 式 乘 i 后 与 (7.5.1) 式 做 和 , 我 们 得 到 
[本 +iPG 人 和 十 [到 


而 另 一 方面 , 对 于 任意 点 P < M, 由 联络 矩阵 的 变换 关系 知道 , 我 们 
总 可 以 选取 E 的 一 个 可 微 的 局 部 标 架 使 得 其 对 应 的 联络 矩阵 W = 
W009 十 WD 在 PP 点 为 零 . 因此 在 已 点 对 于 利用 这 样 的 标 染 表示 
的 EB- 值 (p,q)- 形式 f, 成 立 等 式 


UV”, 9f = -iD®(F). 


然而 [0*, 引 和 iDp40* 都 是 与 局 部 标 架 选取 无 关 的 算 子 , 因而 上 面 的 
等 式 在 PP 点 成 立 与 否 与 标 架 选取 无 关 . 而 P < M 是 任意 点 , 我 们 得 
到 上 面 等 式 在 M 上 处 处 成 立 . 这 样 我 们 就 证 明了 基本 恒等式 I 对 E- 
值 (p,q)- 形式 成 立 . 

对 于 基本 恒等式 II, 只 要 注意 到 


Uf = Do ](fa) ® eo, 


对 [UV*, UI](fa) 应 用 我 们 在 第 5 章 中 关于 微分 形式 得 到 的 相应 的 基本 
恒等式 I 我 们 就 得 到 [UU*,U](f。) = (n 一 p 一 9)fo, 这 样 基 本 恒等式 II 
对 于 - 值 (p,9)- 形式 也 成 立 . 证 毕 . 
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现在 我 们 假定 紧 复 流 形 M 上 存在 一 个 正 线 从 L, 设 是 工 的 Her 
mite 度量 , D 是 由 在 上 上 诱导 的 复 联 络 , 9 是 D 的 曲率 形式 ， 
W= 元 9 是 由 9Q 确定 的 实 (1,1)- 形式 , 下 面 我 们 直接 称 W 是 由 户 确 
定 的 (1,1)- 形式 . 这 时 WW 可 以 表示 为 

W = 0 二 305Inh. 
由 假设 工 是正 线 从 , 因而 可 设 W 是 M 上 正定 的 (1,1)- 形式 , 由 此 W 
在 M 的 全 纯 切 从 上 诱导 了 一 个 Hermite 度量 . 而 由 上 面 W 的 表达 
式 , 这 一 度量 显然 满足 dW = 0, 因而 是 Kihler 度量 . 下面 对 于 存在 
正 线 从 的 紧 复 流 形 , 我 们 都 假定 流 形 的 全 纯 切 从 上 的 度量 是 这 一 由 正 
线 从 的 曲率 形式 诱导 的 度量 . 这 时 对 于 线 从 工 的 L- 值 (p,q)- 形式 f， 
U(f) = WAf = oA f. 对 于 由 诱导 的 复 联络 D, 按照 曲率 形式 的 
定义 我 们 知道 Q = D2, 即 对 于 任意 工 值 -(p,q)- 形式 f, D2(f) = QA 
我 们 得 到 下 面 等 式 
Uf) =WAf = D2. 

利用 这 一 点 以 及 上 面 两 个 基本 恒等式 , 现在 我 们 以 正 线 丛 工 及 工 上 的 
度量 h 为 基础 , 来 给 出 关于 同调 群 为 零 的 消 没 定理 . 

定理 7.5.2 (Kodaira 消 没 定理 I) 设 M 是 一 m 维 的 紧 复 流 
形 , 工 是 M 上 的 正 线 从 , 则 对 于 任意 满足 p 十 g > m 的 自然 数 对 (p, gq)， 
成 立 

He (M,L)=0. 

证 明 ”由 于 己 是 M 上 的 正 线 从 , 从 而 存在 工 的 Hermite 度量 久 ,， 
使 得 其 曲率 形式 诱导 了 M 的 一 个 Kihler 度量 . 设 W 是 这 一 度量 确 
定 的 (1,1)- 形式 , 则 D? = 宅 W 是 工 关 于 h 的 曲率 形式 .由 于 人 W 
是 (1,1)- 形式 , 因而 如 果 设 D = D(H + 6 是 度量 h 在 L 上 确定 的 复 
联络 , 则 由 D?(f) = WA 是 妃 值 (p+1,g+1) 形式 ,而 


Df = (D0))2F + (DHV54 EBD)) f+ (5)2f. 
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其 中 (D0)27 是 BE- 值 (p 二 2,9)- 形式 , (6)?f 是 玉 值 (29+2)- 形 
式 , 得 (D407 =0,(6)? = 0,D2 = DG05 二 5DG0. 

另 一 方面 , 由 Hodge 定理 , 我 们 知道 同调 群 HZ9(M,Z) 同 构 于 
由 所 有 L- 值 (p,q)- 调和 形式 构成 的 空间 ， 即 同 构 于 由 所 有 满足 方 
程 A5f = 0 的 值 (p,q)- 形式 f 构成 的 空间 , 其 中 Ag 是 由 工 
的 Hermite 度量 h 和 1M 的 Kihler 度量 W 确定 的 Laplace 算 子 . 利 
用 等 式 


(Asf, f) 一 ((0 0+090 )f,f) 一 (6f,67) 十 (BF,8f), 
我 们 知道 方程 A5/ = 0 等 价 于 方程 组 


要 得 到 当 p+ 9 > m 时 , HP'?(M, 上 ) = 0, 只 需 证 明 当 p + 9 > mm 时 ， 
任意 同时 满足 5f =0 和 了 可 f=0 的 工 - 值 (p,q)- 形式 都 为 零 . 

设 p+g>m, 了 是 一 工 值 -(p,q)- 调和 形式 , 以 ( ，) 表示 工 的 
度量 h 以 及 hh 的 曲率 形式 在 M 上 诱导 的 Kihler 度量 对 L- 值 (p,q)- 
形式 定义 的 内 积 , 则 由 8(f) = 0, D? = D4905+5D(0, 得 


D2(f) = LWA = LU) =5D0W(f). 
因而 由 
2r(0", DIN),D) =27(U"00),) -2n(UU"(),7) 


其 中 
2r (UU(f), f) =i(U*GDO(), F). 


而 由 基本 恒等式 1, 并 利用 对 偶 算 子 的 关系 , 上 式 为 


i(((OU* ~ iD0:1*) DOD)(F), F) 
=i(U* DOD(F), Ff) + DON(F), DOD FY. 


但 f 是 调和 形式 , 因而 了 /= 0, 从 而 得 到 
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2r(U*U(f), 1) = (DON(F), DC 有) > 0. 
另 一 方面 , 同样 利用 下 /= 0, 我 们 有 
2r(UU*(f),f) =iD20"(), f) = (DV + ODEO UF),F) 

=iDQ950 (四 f) =i((U"6 +iDOD")(F), DOD*(F)) 

= 一 (DC DEN)) < 0. 
将 上 面 两 式 合并 , 我 们 得 到 

2r([U"*, UJ, f) > 0. 
而 由 基本 恒等式 芽 得 
27 (IU*, UI(F), 1) = 2r(m 一 2 一 g)( 记 用， 


因此 如 果 m < p+ 9 不 等 式 成 立 必 须 (f, 了 ) = 0, 因而 f = 0. 证 毕 . 
在 上 面 的 Kodaira 消 没 定理 中 , 如 果 令 p = m = dim, 则 


9)=AOQoUd)) = det(Tt,0)(M)) = Km, 


其 中 Kjy 是 M 的 典 则 线 从 , 而 9"m(L) = Kw 8 工 . 由 de Rham 定理 ， 
如 果 我 们 以 ae"9(Z) 表示 M 上 光滑 的 L- 值 (mq)- 形式 的 芽 层 , 则 
利用 上 一 章 给 出 的 层 0(Kw 8 工 ) = 9(Qm(L)) 的 零 调 分 解 


0 0(Q™(D)) 2 am OL) B atm™d (ZL) 
EA , . EA a(™® (L) 3 a(™atl) (L) 3 . 
将 层 0(Kx @7Z) 的 Cech 同调 群 HICM,0(Kwy 8 攻 ) 化 为 工人 值 (p,q)- 
形式 的 Dolbeaul 同调 群 H™9 (M4, 工 ), 则 Kodaira 消 没 定理 可 表示 为 
下 面 一 个 关于 Cech 同调 群 的 消 没 定理 的 形式 . 
定理 7.5.3(Kodaira 消 没 定理 了) 设 工 是 m 维 紧 复 流 形 M 
上 的 正 线 从 , 则 对 于 任意 g > 0, 恒 有 


HI(M, 0(KM ® IL)) =0. 
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如 果 以 Cech 同调 群 表示 由 局 部 解 过 渡 到 整体 解 的 阻碍 ， 则 定理 
7.5.3 就 给 出 了 这 样 的 阻碍 为 零 的 条 件 . 下 一 节 我 们 将 以 这 一 定理 为 基 
础 , 利用 正 线 丛 的 全 纯 截 影 来 给 出 紧 复 流 形 到 复 投影 空间 的 谍 入 映射 ， 

在 上 面 的 消 没 定理 中 , 如 果 用 一 般 的 全 纯 向 量 丛 互 代替 其 中 (p,0)- 

形式 的 全 纯 向 量 从 Qz(Mf) = A?7% o,(M), 则 有 下 面 的 消 没 定理 ， 

定理 7.5.4 (Kodaira 消 没 定理 ID) ” 设 M 是 一 有 正 线 从 的 紧 
复 流 形 , 二 是 M 上 的 给 定 的 正 线 从 , 则 对 M 上 任意 给 定 的 全 纯 向 量 
从 EE, 存在 如 & N, 使 得 对 于 任意 大 > ko 和 9g > 0, 恒 有 


He(M 9(L* ® E)) = 


证 明 ”利用 de Rham 定理 将 层 0(I* @ EE) 的 Cech 同调 群 转换 
为 Dolbeault 同调 群 , 我 们 需要 证 明 HO'?(M, L* @ E) =0. 
设 dimM = m, 利用 Kodaira-Serre 对 偶 , 我 们 知道 


HOVM, Lr*@ E)SH™™ DM,L*® PE’) 
HOM DM,L*® BE* ® Ky). 


由 于 的 任意 性 ， 因此 我 们 只 需 证 明 : 对 于 任意 全 纯 向 量 从 E, 存 
在 ko, 使 得 对 于 任意 > ko, q > 0, 恒 有 


Hom-9(M L-* ® E)=0. 


对 此 与 定理 7.5.2 的 证 明 相同 , 利用 Hodge 定理 , 我 们 只 需 证 明 充分 
大 时 , 任意 L-*@ EE- 值 (0,m =- 9)- 调和 形式 都 为 零 . 

也是 M 上 的 正 线 从 , 选取 工 的 一 个 Hermite 度量 h = {ho), 使 
得 其 曲率 形式 诱导 了 M 的 一 个 Kahler 度量 . 设 WW 是 h 确定 的 (1,1)- 
形式 , 则 D? =Q = 2W 是 上 关于 这 一 度量 的 曲率 形式 

取 互 的 一 个 Hermite 度量 元 = {[h@]}, 则 生态 = {hz*[h8]} 是 
向 量 从 L-* @ 马 的 Hermite 度量 . 如 果 假 定 上 面 的 度量 矩阵 都 是 对 于 
局 部 全 纯 标 架 给 出 的 , 则 由 复 几何 基本 定理 , 上 面 度量 在 L-*&® 已 上 
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诱导 的 复 联 络 D = D40 +5 的 联络 形式 为 


W(L-*@ E)=0(ha* [he |)n: [hs] = -kW(L) .I + W(E), 


这 里 W(L) 和 W(E) 分 别 是 度量 Ah 和 = {48]} 在 工 和 上 诱导 的 
复 联络 的 联络 形式 , 五 是 7 阶 单位 矩阵 , > 是 EE 的 维 数 . 与 此 同 理 , 如 
果 以 Q = Q(L-*@E),Q(L) 和 Q(B) 分 别 表示 上 面 联络 对 于 L*@E,L 
和 五 的 曲率 形式 , 则 有 


Q = A(L*® EB)= -kN(D) .E+ ANA(E). 
设 fe A(0m-4)(L~k @ 玉 ) 是 一 调和 形式 , 由 
D? = DLL05 二 5D00)， 


而 5f = 0, 因此 
DAF=D2z(P)=5D40( 旋 . 


再 由 基本 恒等式 [0*, 司 = -iDG.0", 得 
i(U*Q A f) =i(U"6D0)(F), f) = (G0 ~iDO DD), F). 
注意 到 f 是 调和 形式 , 因而 束 / = 0, 上 式 为 
(DV(F), DVF)) > 0. 
而 同样 由 5* 了 = 0, 得 对 于 任意 5-* @ 已 值 -微分 形式 g, 恒 有 


(D?(g),f) = (DVE+ OD ®)(9), 7) 
= (DH), f) + (D9),0 1) = (DY Bg), f). 


令 g= 0*(]), 代入 上 式 得 


i(QU*(f), 1) = (D0*(F), f) =i(D B00"(F), f) 
=i((V*6 +iD) )(F), D0 (F)). 
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而 可 ~ 0, 因而 上 式 为 

-D0 (六 pI) (f)) < 
综合 上 面 两 式 , 我 们 得 到 

i(Z OQ](f), f) > 0. 
但 另 一 方面 , 对 于 L-*@ 万 的 曲率 形式 , 我 们 有 关系 式 
QQ(L*@ BE)= -AWD) 1 4 QE). 
因此 将 上 式 代 人 并 利用 基本 恒等式 II: 
[UW = OU = (mm -a))(f) = a8, 


eh 


i([U™, Q](f),f) 


i([U™*, Q(E)(F), f) — 2rk(IU”, WL)]C), f) 
i([U*, Q(E)](F), f) — 2rk([U™, L(f), f) 
iD (2)](F), 1) ~ 2rka(f, f). 
但 由 于 M 是 紧 复 流 形 , 而 所 有 L~*@ EB- 值 (0,m 一 gq)- 调和 形式 构成 
的 集合 是 一 有 限 维 的 线性 空间 . 因而 容易 看 出 , 存在 常数 C, 使 得 对 于 
所 有 ZL-*@ 瑟 值 -(0,m 一 gq)- 调和 形式 f, 恒 有 

i([U™, A(E)(F), f)| < CF, f). 
所 以 上 充分 大 时 , 上 式 对 于 所 有 L-*&B- 值 (0,m 一 q)- 调和 形式 f 都 小 
于 等 于 零 . 我 们 得 到 , 这 时 必须 f =0, 即 HT?(M,0(L-*@E))=0 
证 毕 . 
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有 了 上 一 节 关 于 同调 群 的 消 没 定理 之 后 , 类 比 于 紧 Riemann 曲面 
嵌入 问题 的 讨论 , 我 们 希望 利用 紧 复 流 形 M 上 的 正 线 从 工 证 明 : 当 居 
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充分 大 时 , L* 全 纯 截 影 空间 H?(M,0(L*)) 的 线性 基 {30, s1,… , sn} 给 
出 了 M 到 投影 空间 Cp" 的 嵌入 映射 


F:M— CP", Po [so(P),s1(P),..: ,sn(P)]. 


而 按照 关于 紧 Riemann 曲面 的 讨论 , 要 使 得 映射 FF 是 嵌入 映射 , 我 们 
需要 利用 消 没 定理 来 证 明 下 面 三 点 : 

(1) 对 于 任意 点 P < M 存在 se HO(M, 90(L*)), 使 得 s(P) 大 0; 

(2) 对 于 M 中 任意 两 个 点 P 关 @, 存在 se HY(M,9(L*)), 使 
得 s(P) 承 0, 而 s(@) = 0; 

(3) 对 于 任意 点 Pe M, 映射 的 Jacobi 矩阵 在 尸 点 的 秩 为 mm = 
dimM. 

然而 当 dimM = m > 1 时 , 与 紧 Riemann 曲面 不 同 , 这 里 我 们 
首先 碰 到 的 困难 是 M 中 的 点 P 并 不 构成 M 上 的 除 子 , 因而 没有 
紧 Riemann 曲面 讨论 时 用 到 的 关于 线 丛 截 影 层 的 正 合 序列 ,不 能 直 
接 利用 上 一 节 的 消 没 定理 . 为 了 克服 这 一 困难 , 下 面 我 们 先 介绍 复 流 
形 讨 论 中 的 另 一 基本 工具 一 -blow up( 也 称 为 二 次 变换 (quadratic 
transformation)). 我 们 希望 利用 这 一 变换 构造 出 流 形 上 的 一 些 除 子 
用 以 代替 在 紧 Riemann 曲面 讨论 时 用 到 的 除 子 D = P 和 线 从 [Pl. 利 
用 blow up, 我 们 可 以 将 紧 Riemann 曲面 讨论 时 用 到 的 正 合 序列 推广 
到 高 维 复 流 形 上 , 然后 利用 上 节 的 消 没 定理 来 得 到 嵌入 映射 

设 M 是 一 mm 维 的 复 流 形 , Pe M 是 给 定 的 点 , (z1,… ,zm") 是 P 
点 邻 域 Up 上 的 局 部 坐标 , 满足 z1(P) = … = zm"m(P) = 0. 利用 这 
一 局 部 华 标 , 我 们 定义 一 个 映射 已 : Up\{P} 一 CPm-: 为 对 于 任意 
点 QeUp\{P}, 令 


F(Q) = 21(Q),… ,2"(Q)] e CP™, 
这 里 我 们 用 [wt,… ,w"] 表示 投影 空间 CPm-! 的 齐 次 坐标 . 现 令 
G(F) = {((2(@), ,2"(0@)), 21(Q),. 2"(Q)) 
e UP x Cp"1 ,其 中 QeUP\{P}}， 
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G(F) 称 为 映射 的 图 像 . 令 
U=G(F)CUp xCP™! 
为 G(F) 在 Up xCP"m-! 中 的 闲 包 . 利用 Up 的 局 部 坐标 (z1,… ,z") 
和 CPm-1 的 齐 次 坐标 [wl,… ,w"], 由 定义 不 难看 出 UV 中 的 点 可 以 
用 下 面 的 关系 式 来 描述 : 
rr 二 {(2… ,2m [ol am]) 
EUp x CP™! | Zi 一 2000 了 一 1 2 ,m}. 
利用 这 一 关系 式 则 有 下 面 引 理 . 


引 理 7.6.1 UV 是 一 复 流 形 . 
证 阴 对 于 i=1,…,m, 令 


Ui= {2 2), fo, ")) EU C Up x CP™! | wi #0}, 
则 {Ui} 是 UV 的 开 和 覆盖 . 而 在 UV 上 , 方程 zwi = ziwi 可 表 为 对 
于 j=… sm 刀 = 2 因而 不 难看 出 映射 

Fi: (2 , 2"), om]) 


wl 0 wl i wit!l wm 
[Ey 


给 出 了 Ui 到 Cm 中 一 个 开 集 的 同 及 映 射 . 利用 此 , 如 果 将 
2 2 wl ,witl “) 


看 做 U; 的 局 部 坐标 , 则 在 U; Nn VU; 上 , 坐标 变换 为 


大 


包 wh ws 7 ww 
7 ? 


了 
其 是 全 纯 变 换 , 所 以 {U;} 是 U 的 坐标 覆盖 , U 是 复 流 形 . 证 毕 . 
现在 我 们 希望 用 U 代替 Up 放 回 流 形 M\{P} 中 , 从 而 得 到 一 个 


新 的 流 形 . 为 此 考虑 投影 映射 


nr:U— Up, (2 ;2 [ud 0]) (2 2 
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对 这 一 映射 我 们 有 下 面 引 理 . 

引 理 7.6.2 ”映射 +:U 一 Up 满足 x:U\{r- 1(P)} = Up\{P} 
是 解析 同 胚 , 而 -1(P) = CPm-1. 

证 明 ”在 上 面 关 于 5 的 方程 中 令 z1(P) = … = z"m(P) 
得 x-!(P) = CPm-1. 而 对 7 的 开 履 盖 {Ui), 在 Ui\r-!1(P) 上 ,> 
映射 


(2 2) (ee | 


是 映射 x 的 逆 映 射 , 因而 在 ZN{r-I(P)} 上 是 解析 同 胚 . 证 毕 . 
利用 解析 同 胚 x : Ar -3(P)} 一 Vp\{P}, 如 果 我 们 在 流 形 MM 
中 用 UU 代替 Up, 则 得 到 一 个 新 的 流 形 MP 以 及 解析 映射 


0 


zl z2 Zi-l zitl zm 
; 2 2) i 


EE 


nr:Mp— M. 


这 一 映射 限制 在 Mp\{r-1(P)} = Mp\{CPm-!} 上 时 是 到 复 流 形 
M\{P} 的 恒 等 映射 ， 而 将 CPm-1 映射 到 P 点 ， 或 者 换 一 种 说 法 ， 
流 形 Mp 是 在 流 形 M 的 基础 上 , 用 m - 1 维 复 投影 空间 CPm-:1 代 
蔡 P 点 后 得 到 的 新 流 形 . 这 样 做 的 几何 意义 可 以 解释 为 : 设 Up 中 的 
点 Q@ = (zl,… ,zm"m) 关 了 ,将 Q@ 看 做 一 个 不 为 零 的 m 维 复 向 量 , 则 其 确 
定 了 Cm 中 一 个 过 原点 的 复 平面 {7(z',… ,z") | 7 € C}. 如 果 以 Lo 
表示 这 一 复 平 面 , 则 CPm-1 就 是 将 所 有 这 些 复 平面 作为 元 素 (每 一 个 
复 平面 看 做 一 个 点 ) 构成 的 集合 , 而 在 


Da 


Up Xx Cp™™ | zi = Zw’, bj = 1 2 ,m} 


中 , 当 |7| 充分 小 时 , 复 平面 Lo 的 一 部 分 7(z1,… ,zm) CU 与 CP™m-i 
CU 的 交点 就 是 复 平面 {7(z1,… ,zm)} 在 CP™-! 中 化 作 齐 次 坐标 时 
确定 的 点 [z!,… ,zm]， 由 此 我 们 得 到 ,Mp 是 M\{P} 将 过 PP 点 的 
每 一 个 复方 向 (z1,… ,zm) 关 0 接 到 CPm-! 中 对 应 的 点 [z1,… ,zm] 
上 之 后 形成 的 新 的 流 形 . 另 一 方面 , 我 们 知道 M\{P} 中 所 有 过 PP 点 
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的 形式 为 {r(2 ,2m) | 7 < C} 的 复方 向 给 出 了 PP 点 的 全 纯 切 空 
闻 Ta o(P), 因此 MP 也 可 解释 为 将 M 在 P 点 的 全 纯 切 空间 经 投影 
化 后 , 得 到 了 复 投 影 空间 PUT o(P)) = CPm-1, 然后 用 之 代替 PP 点 
产生 的 新 流 形 . 而 CPm-! 中 的 不 同 点 代表 M 中 过 PP 点 的 不 同 的 复 
方向 , 或 者 说 Mp 是 M 将 过 已 点 的 不 同 复方 向 用 不 同 的 点 代替 后 产 
生 的 新 流 形 . 这样 做 当然 有 许多 好 处 了 , 例如 , M 中 过 P 点 但 切 向 量 
不 同 的 两 条 曲线 利用 映射 r 提升 到 Mp 后 , 变 为 过 不 同 点 的 曲线 , 曲 
线 因为 在 已 点 相交 产生 的 奇异 性 在 Mp 中 就 消失 了 . 又 例如 , 在 下 面 
讨论 中 我 们 将 用 CPm-:! 中 不 同 的 点 代替 M 在 PP 点 不 同 的 切 向 量 来 
讨论 一 个 映射 在 已 点 的 Jacobi 矩阵 的 秩 . 

应 该 说 明 的 是 上 面 我 们 利用 了 局 部 坐标 (z1, … , zm) 来 构造 Mp. 
而 如 果 将 Mp 看 做 是 将 流 形 M 在 P 点 的 全 纯 切 空间 Ti ao(P) 经 投 
影 化 后 得 到 复 投 影 空间 CPm-1, 然后 用 CPm-1 代替 M 的 己 点 后 
所 形成 的 流 形 , 则 不 难 验证 MP 与 P 点 局 部 坐标 的 选取 无 关 . MP 称 
为 复 流 形 M 在 己 点 的 blow up， 当然 我 们 也 可 以 对 一 个 流 形 多 次 应 
用 blow up 产生 更 多 的 流 形 . blow up 有 许多 应 用 , 例如 , 可 以 用 来 消 
除 解析 子 能 的 奇异 性 . 这 一 节 对 于 紧 复 流 形 到 复 投影 空间 嵌入 映射 的 
讨论 , 我 们 主要 是 利用 blow up 来 构造 除 子 , 用 以 代替 紧 Riemann 曲 
面 讨论 时 , 我 们 所 用 的 由 曲面 上 的 点 定义 的 除 子 D = 已. 

引 理 7.6.3 A-1(P) = CPm-1 是 Mp 中 的 除 子 . 

证 明 ”符号 同上 . 在 Mp 中 的 开 集 


U= ((z1,.…. ,2™), fu ,Ww™]) 
上 , 令 
Ui 一 {(… ,2"), fo ,WW™]) |w’ #0}, 


则 { 厂 ,… , Um} 构成 7 的 开 覆 盖 , 而 令 Uw = Mp\{CP™-!}, 则 {Un， 
0,… ,Um] 构成 了 Mp 的 开 覆 盖 . 

在 Vo 上 令 f=1, 而 对 于 i=1,…,m, 在 UU 上 令 户 =zi. 这 时 ， 
由 于 在 U; 上 , wi # 0, 因而 由 上 的 定义 方程 ziwi = ziwi(i = 1,… ,m)， 
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得 当 zi = 0 时 , 必须 zi =0 对 7 了 = 1,2,…,m 成 立 , 即 zi 在 UV; 上 的 
零点 就 是 r-I(P) = CPm-1!. 我 们 得 到 {U5, 用 om 定义 了 Mp 上 
的 一 个 除 子 , 而 -1(P) = CPm-!1 是 这 一 除 子 的 零点 . 证 毕 . 

下 面 我 们 用 [CP™-!] 记 除 子 CPm-! 在 Mp 上 定义 的 线 从 , 则 
[CP™-!1 在 Mp\{CP™-!} 上 是 平凡 线 从 , 而 对 于 U 的 开 覆 盖 {Ui， 
…,Umj,; 线 从 [CPm-!] 在 Ui VU; 上 的 转移 函数 为 


了 


i Wy 
7 27 wi 


这 里 fw!l,… ,w"] 是 CPm-! 的 齐 次 坐标 . 比较 本 章 第 3 节 中 我 们 
在 复 投影 空间 上 定义 的 超 平面 线 从 五 , 我 们 知道 对 于 CPm-! 的 齐 


次 举 标 wr，… ,w"]， 的 转移 函数 为 节 ， 我 们 得 到 MP 上 的 线 
从 [CPm- 吉 在 CPm-IC Mp 上 的 限制 就 是 太 -!, 即 


[Cp™ -lee =H 


利用 此 , 类 比 于 我 们 在 本 章 第 3 节 中 对 于 超 平 面 线 从 H 定义 的 Fubini- 
Study 度量 , 如 果 在 U; 上 令 
jo | 可 1 
1 一 lwil? 十 … ,十 |wm|2 lw /hw 十 .十 lw™ /hw - 
显然 hi = | 上 -2 因而 万 = {4} 构成 线 从 [CP"-] | 的 一 个 Her- 
mite 度量 , 而 由 这 一 度量 的 曲率 确定 的 (1,1)- 形式 为 
1 
lw p/w + hw /lw 


= 00In (pif2 /hui + 二 um/ 的 


i ~ i ,~ 
-2700 nh 一 一 元 900 


对 于 Us 上 的 局 部 举 标 
wl 2 wi witl Ww 


这 一 形式 除去 二 方向 外 ,是 正定 的 (1,1)- 形式， 如果 将 二 看 
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做 CPm-! C MP 的 法 方向 , 则 上 面 的 度量 确定 的 (1,1)- 形式 在 CPm-~1 
C Mop 的 全 纯 切 空间 上 是 处 处 正定 的 . 

另 一 方面 , 由 于 [CPm-!] 在 x-!1(P) = CPm-: 的 任意 邻 域 以 
外 是 平凡 线 丛 , 因而 可 取 [CP™-1] 的 一 个 Hermite 度量 , 使 得 其 
在 r-!(P) = CPm-:1 的 一 个 邻 域 以 外 是 常数 1. 现 取 一 个 光滑 函数 p， 
满足 0< p <1, 使 得 p 在 -i(P) = CPm-l 的 邻 域 上 恒 为 1, 而 在 U 
以 外 恒 为 零 , 则 (1 一 p)+ph 是 线 从 [CP™-!] 一 的 一 个 Hermite 度量 , 由 
度量 的 曲率 确定 的 (1,1)- 形式 在 UV 以 外 恒 为 零 , 在 x-!1(P) = CPm-1 
的 邻 域 上 是 半 正 定 的 , 而 限制 在 x~1(P) = CPm-1 上 后 , 在 其 全 纯 切 
空间 上 是 正定 的 , 我 们 以 Wp 记 这 一 形式 . 

回 到 复 流 形 M. 假定 M 上 存在 正 线 从 , 设 工 是 M 上 一 给 定 的 
正 线 从 . 选取 M 的 一 个 开 覆 六 {U6}, 使 得 工 在 每 一 个 U。 上 都 是 平 
凡 的 , 而 PP 点 不 在 任意 的 交集 U。n Ug 中 . 设 司 是 工 对 于 {U6} 的 转 
移 函 数 , 而 = {h} 是 工 的 一 个 Hermite 度量 , 满足 如 果 万 是 由 
诱导 的 复 联 络 , 而 Wi 是 由 D 的 曲率 确定 的 (1,1)- 形式 , 则 Wi 是 正 
定 的 , 

利用 解析 映射 x : Mp 一 M, {rn-1(U6)} 是 Mp 的 开 履 盖 , 而 
{8 oz]} 是 Mp 上 一 个 全 纯 线 从 对 这 一 覆盖 的 转移 函数 , 我 们 将 这 一 
全 纯 线 从 记 为 zr-*(L). 这 时 {ho7} 是 x-*(L) 的 一 个 Hermite 度 
量 , 由 这 一 度量 确定 的 (1,1)- 形式 x-*(Wz) 在 Mp 上 除去 -1(P) = 
CPm- C Mp 的 全 纯 切 空间 的 向 量 外 是 处 处 正定 的 , 而 在 x-1(P) = 
CPm 1C Mp 的 全 纯 切 空间 上 为 零 . 

比较 线 从 x-*(L) 和 [CPm-!1] “的 曲率 形式 , 我 们 看 到 , 存在 ho < 
N, 使 得 只 要 > ko, 则 线 从 x-(Lk) @ [CP™m-!] 是 Mp 上 的 正 线 
从 ， 事 实 上 , 只 要 注意 到 h* .hh 是 线 从 x-*(LK) @ [CPm-!] ”的 
度量 , 而 kr-*(WL) + Wp 是 由 这 一 度量 所 确定 的 (1,1)- 形式 ， 而 
在 x-1(P) = CPm-1 的 邻 域 上 , x-*(Wi) 和 Wp 都 是 半 正 定 的 , 并 
且 x-**(Wi) 十 Wp 在 各 个 方向 正定 . 因此 只 需 考 虑 由 函数 p 的 微分 
对 Wp 产生 的 不 正定 的 集合 , 但 由 于 这 一 集合 是 紧 集 , 所 以 满足 要 求 
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的 io 总 是 存在 的 ， 这 样 我 们 得 到 ,如 果 复 流 形 M 上 存在 正 线 从 也 ， 
则 M 经 blow up 后 所 得 的 流 形 Mp 上 也 有 正 线 从 , 而 当 上 e N 充分 
大 时 , ra*(Z) @ [CPm-1] “就 是 Mp 上 的 正 线 从 . 我 们 得 到 下 面 引 
理 . 

引 理 7.6.4 ”如 果 工 是 M 上 的 正 线 从 , 则 存在 kho s N, 使 得 对 于 
任意 > jo, 7-*(L*)@ [CPm-!] 都 是 Mp 上 的 正 线 从 . 

除了 上 面 的 讨论 之 外 , 为 了 利用 Kodaira 消 没 定理 (定理 7.5.3), 我 
们 还 需要 比较 流 形 M 与 流 形 Mp 的 典 则 线 从 . 与 上 面 讨论 相同 , 我 们 
以 rr) 表示 M 的 典 则 线 从 Kx 在 Mp 上 确定 的 线 从 , 以 Ky 
表示 Mp 自身 的 典 则 线 从 , 则 对 于 rn-*(Kxm) 与 Kmp, 我 们 有 下 面 关 
系 式 . 

引 理 7.6.5 Ka 一 rr(Kw)@[CPr-]” 

证 明 ”由 于 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 是 典 则 线 丛 的 转移 函数 ， 
此 需要 比较 M 和 MP 的 坐标 变换 . 

设 7 = {(5; (z1,… ,zm))} 是 M 的 一 个 坐标 覆盖 , 而 P < U。。 
满足 2,(P) = …= 友 (P) = 0. 设 尸 不 属于 坐标 覆盖 7 中 的 其 他 开 
集 . 在 Mp 中 设 


Ui= {(G0 ow) | #0) 


i=1, ,mm 
则 {Uso, Ui, 本 ,Um} 是 Mp 的 坐标 覆盖 . 
在 也 ny 上 , [CPm-!] 是 平凡 的 , 而 (Kw) 与 Ku 相同 . 
在 UsnU 上 ， 


Ozi 
da 人 A dom = det| 2 | da 人 -Adan. 
ao 


而 对 于 U; 的 局 部 坐标 (5 ,2 ' , 我 们 知道 


k 
k tiv » A i 
Zo = Zoo ki Zo = Yoo: 


因此 
k we ; wk ， i 
dza。 一 dzao Ti 十 znod 的 ) k 天 2 dza。 二 dzo,. 


1 
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由 此 我 们 得 到 
1 7 
dza 和 人 …A 人 dz 多 = (2 )™ 1d 多 ) NA A Nd (OS) 
Ww? wt 
即 在 Un Ui 上， 


dzl A...Adz™ 
1 


. . m 
=det| S| (a )™id G3 A hnd (oo ) 


O22 
在 UinU; 上 mx-**(KMm) 是 平凡 的 , 而 由 坐标 变换 
wk wk wi wi 


一 -一 一 一 和 j 一 江 一 
3 ta Zoo Zao 7， 


我 们 得 到 


wiN™ AI 人 
-人 (人 (全 waass a (SY), 
AN m—1l 
即 Km, 在 UinU; 上 的 转移 函数 为 53 . 比较 线 从 1-*(Ky)@ 
[CP"m-!]” 的 转移 函数 , 我 们 得 到 
KM =7 "(KM)® [CP™!]™. 
证 毕 . 

利用 引 理 7.6.4 和 引 理 7.6.5 就 不 难得 到 下 面 引 理 . 

引 理 7.6.6 ”如 果 工 是 M 上 的 正 线 丛 , 则 存在 io e N, 使 得 对 于 
任意 > 加 , 线 丛 r (5)@ 到 @ [CPm-!1] ”和 线 从 -1*(L*)@ 
Kiz 8 [CPm-!] “都 是 Mp 上 的 正 线 从 . 

证 明 ”利用 引 理 7.6.5， 

TL ® Ki BICP™ I 

一 nLE) 四 nr *(Km)-! 四 [CP™ 1 1—m @ [CP™-1] 一 
一 TY*( 了 各 ) Sr “(Ky)-! @TT(De) 四 [CPm 一 ] 


1 
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其 中 上 = ki 十 k2， 首先 , 由 于 M 是 紧 复 流 形 , 因而 存在 k, 使 得 对 
于 任意 所 > ii Ta @ (Er 是 M 上 的 正 线 从 . 因而 (r(7)@ 
TY(Kar) 1) 除去 CPm-1 的 全 纯 切 空间 外 是 正 线 从 ， 由 引 理 7.6.2， 
则 存在 tr”, 使 得 对 于 任意 如 > #7", 线 从 zr-*(L%)@ [CP™m-!] ”是 
正 线 从 . 令 ho = 已 十 太 , 则 ko 满足 条 件 . 证 毕 . 

有 了 上 面 这 些 准备 以 后 , 现在 我 们 来 给 出 Kodaira 帜 入 定理 . 

定理 7.6.1(Kodaira 嵌入 定理 ) ” 设 M 是 一 紧 复 流 形 , dimM = 
m > 1. 如 果 在 M 上 存在 正 线 从 L, 则 存在 ko < N, 使 得 对 于 任意 大 > 
ko, 线 从 工 的 全 纯 截 影 空间 HO(M,0(L*)) 的 线性 基 {s0,s1,:… , sn} 给 
出 了 M 到 复 投影 空间 CP" 的 典 入 映射 


F:M—o CP"”, PomF(P)= [so0(P),s1{(P),... ,sn(P). 


证 明 ”证 明 的 思路 与 本 章 第 4 节 中 紧 Riemann 曲面 伐 入 映射 的 
讨论 基本 相同 , 只 是 这 里 我 们 需要 利用 blow up 以 及 Kodaira 消 没 定 
理 来 代替 紧 Riemann 曲面 讨论 时 用 到 的 除 子 和 相应 的 消 没 定理 . 

为 了 证 明 当 充分 大 时 , 利用 HV(M,9(L*)) 的 线性 基 {50,…… ,sn} 
定义 的 映射 


F:M— CP", Pr F(P)= [so(P),s1(P),... ,sn(P)] 


是 竹 入 映射 , 我 们 需要 证 明 下 面 三 点 : 

(1) 对 于 任意 点 Pe M, 存在 s < Ho(JM,9(L*)), 使 得 s(P) 关 0, 即 
映射 下 在 M 上 是 处 处 有 定义 的 ; 

(2) 对 于 M 中 任意 两 个 点 已 头 @, 存在 se Ho(M,b(Z5)， 使 
得 s(P) 关 0, 而 s(Q@) = 0, 即 映 射 已 是 单 射 . 容易 看 出 这 一 条 件 等 价 
于 HO(M,0(L*)) 中 的 截 影 在 已 点 和 Q 点 的 限制 映射 


HM,0(7) = lp @ Tl, sm (s(P),s(Q)) 


是 满 射 ; 
(3) 映射 F(P) = [so(P),si(P)，…,sn(P)] 在 M 上 是 处 处 满 秩 
的 . 这 一 条 件 等 价 于 对 于 任意 点 P < M 以 及 任意 te 7% 0,(P), 存 
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在 ss €E HV(M,0(L*)), 使 得 s”(P) 天 0， 而 d (与 ;) 四 二 .如果 在 上 


式 中 假设 s(P) = 0, 则 可 将 条 件 改 为 , 对 任意 点 Ps M,t € TW 0),(P) 
存在 se HO(M,90(L*)), 满足 s(P) = 0, 而 ds(P) = 

显然 上 面条 件 中 的 (2) 包含 了 (1), 因此 我 们 只 需 证 明 (2) 和 (3). 

(2) 的 证 明 设 Mpo = (Mp)@ 为 M 在 P 点 和 @ 点 的 blow 
up, 7 : Mp 一 M 为 投影 映射 . 如 果 截 影 se HICMPo,br- (TO))， 
则 sxrpo\fr-(PJur-iG)} 是 六 在 MAPG] 上 的 截 影 . 而 这 一 
截 影 在 PP 点 和 Q 点 的 邻 域 上 可 以 表示 为 已 和 Q 点 以 外 的 解析 函数 . 
根据 Hartogs 定理 , 这 一 函数 可 以 解析 延 拓 到 P 点 和 Q 点 上 , 即 s 
是 H"(M,0(LK)) 的 截 影 . 这 样 利 用 r 我 们 得 到 同 构 映 射 


1* : HO(M, (Lt)) —» HO (MP0, O(n (1®))). 


另 一 方面 ， 线 从 -1* (L*) 限制 在 7-1(P) U x-1(Q) C Mpa 上 是 
平凡 的 , 因此 


Hr (P) Ur (QO), rr CC) = Lp BL). 


利用 此 不 难看 出 下 面 的 图 是 交换 的 
H (MpQ, O(a (Le) 一 Hr AH(P) Ur (QO), TY (Le)) 
1 | 
H?(M, 0(L*)) 一 I*|p © |,. 


由 此 为 了 证 明 (2), 我 们 只 需 证 明 限 制 映 射 
HI(MP,Q, 0(r (一 下 (PUT (Q), rn (DZ9) 
是 满 射 即 可 . 对 此 与 紧 Riemann 曲面 相同 ， 考虑 短 正 合 序列 


0 07 (L*)) @ [rr (P)]! 8 lr (OQ)! 


一 1 RR 一 上 上 洲 
Or (7) ES Ti pyri(0) > 0 
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在 上 面 序列 中 , spe 表示 Mp 上 由 除 子 a-!1(P) 和 x-1(Q@) 定义 的 
线 从 [r-I(P)]@ [r-I(Q@)] 的 典 则 截 影 , Rp,o 表示 br (5*)) 的 截 影 
在 r-I(P)Ur-I(Q) 上 的 限制 映射 
由 正 合 序列 定理 , 通过 上 面 的 短 正 合 序列 , 我 们 得 到 同调 群 的 长 正 
合 序列 
0 =H°(MPQ, 0(r*(L*) ® [nr-!(P)T ® lr 9) 
于 2 H' (MPpQ, O(n*(L®))) 
于 sa, HO HP) Ur 1(Q), Or (TH ipyor (0))) 
> Hi(MpQ, Om (L*) @ rr 1(P)! er = 
由 引 理 7.6.6, 我 们 知道 , 存在 ko, 使 得 当 k > ko 时 , 线 从 
(gp erG ® Ki 


是 正 线 从 . 因而 利用 Kodaira 消 没 定理 (定理 7.5.3), 我 们 得 到 


H'(MpQ, 0(r*(L*)® [Ir (PY er 9) )) 
= Hi(Mpaq, 0m*(L*)®[r (PY !®[r  (Q)] 1@ Ks KM,0)) 


2 HO HP) J 1(Q), Oe (Ts (pyur -iQ) 


是 满 映射 . 

另 一 方面 , 对 于 M 中 任意 给 定 的 两 个 点 P 和 @, 如 果 限 制 映 
射 瑟 (MbC9) 一 I*|p@L*|。 是 满 映射 , 则 不 难看 出 , 存在 尸 后 和 @ 
点 的 邻 域 , 使 得 同样 的 映射 对 于 已 和 @ 的 邻 域 中 的 任意 点 都 是 满 映 
射 . 而 M 是 紧 流 形 , 因而 我 们 总 可 以 选取 ko, 使 得 对 于 任意 及 > ko， 
上 面 的 限制 映射 对 于 M 中 任意 两 点 已 和 Q 都 是 满 映射 . 至 此 我 们 完 
成 了 (2) 的 证 明 . 
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(3) 的 证 明 ”为 了 证 明 (3), 对 于 任意 点 已 < M, 首先 令 
V(P) = {s c H°(M, 0(L*)) | s(P) = 0}, 


则 V(P) 是 HVCM,8(L*)) 的 线性 子 空间 . 这 时 如 果 世 和 7 都 是 M 的 
开 集 , 满足 Peny 设 二 限制 在 和 Y 上 后 都 是 平凡 的 , 而 gy 是 
线 从 L* 对 于 UNV 的 转移 函数 , 则 对 于 任意 ss V(P), 设 su = sl 
和 sy = sjy 分 别 是 s 在 UV 和 V 上 的 表示 , 则 sv 和 sy 分 别 是 UV 
和 了 上 的 函数 , 满足 su(P) = sv(P) = 0. 由 此 利用 在 UNnV 上 的 等 
式 sr = gysv, 两 边 微 分 得 


dsv = dgl sv + gy dsv. 
因此 限制 在 PP 点 后 成 立 
dsv(P) = 9ydsv(P), 


即 在 P 点 , 如 果 将 dsr(P) 作为 s 在 I*|s @ 7% 0,(P) 中 确定 的 元 素 ， 
则 dsu(P) 与 L* 局 部 平凡 化 的 选取 无 关 . 利用 这 一 点 我 们 得 到 一 个 映 
射 

d:V(P) = L*|p ® THo(P), sm dsv(P). 
要 证 明 映 射 F 在 已 点 是 满 秩 的 , 只 需 证 明 这 一 映射 是 满 映 射 . 对 此 ， 
与 (2) 的 证 明 相同 , 设 P e M 给 定 , Mp 表示 M 在 已 点 的 blow up， 
sp 表示 线 从 [r-I(P)] 的 典 则 截 影 , 上 固定 后 , 令 


WV(P) = {s e HO(M, 9(L*))|s(P) = 中 


设 se 诛 (P), 则 sor 在 r-1(P) 上 恒 为 零 , 因而 是 MP 上 线 
从 (LIK) @ xr-1(P)]-! 在 Mp 上 的 截 影 , 即 
SOT 开 


一 -<EHI(MP,b(r*(Z) ® [rL(P) -1). 


SP 


反之 , 对 于 任意 截 影 3 e 了 (MPp;b(r(Z) @ [mr I(P) -ID)) sp :了 是 
HeCMp,mx(ZO)) 中 的 截 影 , 并 且 sp .3 在 r-!(P) 上 恒 为 零 , 因而 是 MM 
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上 线 从 下 在 P 点 为 零 的 截 影 在 Mp 上 的 提升 . 由 此 我 们 得 到 同 构 映 
射 
V(P) —» 下 (MPgr SECPI 

另外 ， 和 (及 |， veP 是 平凡 线 从 , 而 ECP) Tip, = 万 是 复 投影 
空间 的 超 平 面 线 丛 . 利用 超 平面 线 丛 的 定义 , 如 果 [wow um 
是 x-1(P) = CPm-1 的 齐 次 坐标 , 则 容易 看 出 wow …… ,w"™1! 的 线 
性 函数 aow? 十 aiwl 十 … 十 am_iw"-! 都 是 互 的 全 纯 截 影 . 而 如 果 
将 (wo ,um-1 着 做 Cm 的 坐标 , 则 wo,uwl wm- 的 线性 
函数 是 Cm 对 偶 空 间 (Cm)* 中 的 元 素 , 因此 我 们 得 到 一 个 单身 


(C™)” —» H (CP™™ ,0(H)), 


即 (Cm)* 同 构 于 HOCPm-1,6( 亡 )) 的 一 个 子 线性 空间 (实际 是 同 构 
于 HI(CP™-1,0(H))). 

另 一 方面 , 利用 前 面 对 blow up 的 几何 解释 , 我 们 知道 -1(P) = 
CPm-1 是 将 Ti10)(P) 投影 化 后 得 到 的 复 投影 空间 . 因此 利用 上 面 的 
讨论 , 我 们 得 到 Ta.o(P) 的 对 偶 空 间 7% o(P) 到 x1(P) = CP™ 
上 超 平 面 线 从 截 影 空 间 的 一 个 单 射 


人 0(P) =» HO(r1(P), Or (P00) 
利用 这 一 映射 ,我 们 有 下 面 的 单 射 
Ds @ TE oP) 2 Hr (P), Or (Ls) @ fr 1(P)I sp))). 


而 由 这 些 映 射 关 系 , 如 果 令 4 = 也 (MP;brT( 庆 )@fr (Pi 一 )， 
B= 印 (xr-1(P),9(r-*(L*) @ [x-1(P)]-!)), 则 下 面 的 图 是 交换 的 


A £, B 
Ts 1 
V(P) = Lp ® Tao0(P), 


其 中 R 表示 限制 映射 . 由 此 要 证 明 6 : V(P) 一 IL*|, @ 7T6 0,(P) 是 满 
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射 , 我们 只 需 证 明 映射 4 ， B, 即 映射 
H°(Mp, O(n-*(L*) @ rrI(P)] 9) 
2, Hr-1(P), (~ 1* (Lt) @ [rrICP)] 9) 
是 满 射 即 可 . 为 此 考虑 短 正 合 序列 


0 0 (LE) @ [rr (P)]?) gr)@rCP) 
Or- (LK) @ [rT(P)] ip)) 20. 


而 由 正 合 序列 定理 , 通过 上 面 的 短 正 合 序 列 , 我 们 得 到 同调 群 的 长 正 合 
序列 


0 HO(MPp, O(r -1*(L*) ® fr-1(P)]?)) 
, H'(Mpo, O(n ™*(L*) @ [x-1(P)]-))) 
,Hr-1(P), Or (1) ® [a 1(P)])) 
Hi(Mp,0(r-™(L*) ® [rn1(P)])) = . 
利用 引 理 7.6.6, 我 们 知道 , 存在 ko, 使 得 对 于 任意 > ko, 线 从 
(Lt)® [nr (PP) ? ® Ki 
是 正 线 从 . 因而 由 Kodaira 消 没 定理 (定理 7.5.3) 得 
H'(Mp, O(n- ™*(L*) er ICP)] 2)) 
=H (Mp, Or “(LL*)@®[r ICP ? ® Ki ® Kmpo)) =0. 
我 们 得 到 映射 
H°(MP, O(n- ™*(L*) @ [nr 1(P)])) 
SS Hr 1(P), O(n-* (Lt) @[IrICP)] 5)) 


是 满 映射 , (3) 在 忆 点 成 立 . 


另 一 方面 , 如 果 映 射 
F:M—» CP", Pr F(P)= [so(P),si(P) ,sn(P)] 


在 忆 点 是 满 秩 的 映射 , 则 在 这 点 的 充分 小 邻 域 上 也 是 满 秩 的 映射 . 而 M 
是 紧 复 流 形 , 利用 开 覆 盖 定 理 , 我 们 总 可 以 找到 充分 大 的 如 , 使 得 当 > 
ko 时 , 忆 在 M 上 是 处 处 满 秩 的 映射 . 至 此 我 们 完成 了 Kodaira 妊 入 
定理 的 证 明 . 

利用 Kodaira 髓 入 定理 , 我 们 得 到 了 关于 代数 流 形 的 一 个 基本 特 
征 . 

定理 7.6.2 ” 紧 复 流 形 M 为 代数 流 形 的 充分 必要 条 件 是 M 上 存 
在 正 线 从 . 

上 面 定理 也 可 以 用 同调 类 的 形式 给 出 . 

定理 7.6.3 ” 紧 复 流 形 M 是 代数 流 形 的 充分 必要 条 件 是 存在 同 
调 群 H?(M,Z) 中 的 一 个 元 素 a, 使 得 a 可 以 表示 为 正定 的 实 (1,1)- 形 
式 . 

定理 7.6.3 的 证 明 由 本 章 的 习题 20 和 22 给 出 , 留 给 读者 作为 练 
习 . 


习 题 七 


1. 证 明 : 紧 Riemann 曲面 上 任意 两 个 亚 纯 函数 在 复数 域 C 上 代数 相关 . 

2. 证 明 : 任意 两 个 紧 Riemann 曲面 全 纯 同 胚 的 充分 必要 条 件 是 其 亚 纯 函 
数 域 在 复数 域 上 同 构 . 

3， 证 明 : im, H?°(CP!, Km") = 0; 如 果 紧 Riemann 曲面 RR 的 亏 格 
为 1( 即 R 是 Torus), 则 mp Ho(R,K") = 1 如 果 紧 Riemann 曲面 RR 的 亏 
格 大 于 1, 则 Jim。 H?(R, 天 ") = 十 oo. 

4. 设 刀 是 紧 Riemann 曲面 , 9 是 RR 上 有 nn 个 零点 的 亚 纯 函 数 . 证 明 : 对 
于 RR 上 任意 亚 纯 函 数 f, f 对 于 域 C(g) 的 代数 次 数 小 于 或 等 于 n. 

5. 设 P(z,w) 是 变 元 z 和 的 一 个 不 可 约 的 n 次 多 项 式 , 又 设 P(zo0, z1, z3) 
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20 Zo 


zp EE -3 是 其 齐 次 化 后 得 到 的 齐 次 多 项 式 , 令 


2Z(P) 一 {(z0, za) ECP: | P(z0, z1, 23) 一 0} 
是 的 零点 集 . 证 明 : 存在 紧 Riemann 曲面 R 以 及 全 纯 映 射 已 : BR 一 CP， 
使 得 F(R) = 2Z(B), 且 除去 有 限 个 点 外 , 是 全 纯 同 胚 . 并 求 R 的 亚 纯 函数 域 . 

6， 设 站 是 亏 格 为 9 的 紧 Riemann 曲面 , 了 是 R 上 的 全 纯 线 从 ， 满 
足 deg(L) > 2g. 证 明 : 对 于 任意 Pe R, 存在 se HRD， 满 足 s(P) = 0， 
ds(P) #0. 

7. 设 s1,.… ,sn 是 复 流 形 M 上 全 纯 线 从 工 的 n 个 全 纯 截 影 ,而 P(z1,…， 
zn) 是 变量 zi, … ,zn 的 一 个 天 次 齐 次 多 项 式 , 证 明 : P(s1,… , s%) 是 线 从 天 
的 截 影 

8. 设 工 是 紧 复 流 形 M 上 的 全 纯 线 从 , 在 集合 @ HO(M, Lt) 上 定义 一 个 
乘积 使 其 成 为 一 个 环 . 

9. 证 明 : 如 果 紧 复 流 形 M 上 存在 非常 值 的 亚 纯 函数 , 则 


Trdeg(m(M),C) > 1. 


10. 问 在 Stein 流 形 上 是 否 存 在 正 线 从 . 

11. 设 工 是 紧 复 流 形 M 上 的 正 线 从 , 证 明 : 对 于 任意 M 上 的 全 纯 线 从 Lo， 
存在 ko, 使 得 对 于 任意 > ko, L* @ Lo 是 M 上 的 正 线 从 . 

12. 如 果 复 流 形 Mi, M2 上 都 有 正 线 从 , 证 明 : Mi x M2 上 存在 正 线 从 . 

13. 证 明 : 任意 紧 Riemann 曲面 上 有 正 线 从 . 

14. 设 M 是 紧 复 流 形 ，L1,L2 是 M 上 的 全 纯 线 从 ， 且 分 别 存在 Li1, Lz 


的 Hermite 度量 h, hz, 使 得 其 曲率 形式 Q1, 0 满足 了 -01, 二 9 在 M 上 尘 


正定 , 在 集合 51, 5S。 上 正定 , 县 $1 U 52 = MM. 证 明 :， M 上 存在 正 线 从 . 

15. 问 全 纯 域 或 者 Stein 流 形 上 任意 亚 纯 函 数 能 否 表 示 为 两 个 全 纯 函 数 的 
商 . 

16， 以 五 表示 CP" 的 超 平面 线 从 , 证 明 : KK = -(n 十 1)H, 这 里 K 表 
示 CP" 的 典 则 线 从 . 

17. 设 M 是 一 代数 流 形 , 证 明 : 对 于 M 上 的 任意 全 纯 线 从 二, 存在 M 的 
除 子 D, 使 得 工 = [Dl, 即 代 数 流 形 上 任意 全 纯 线 从 都 是 由 除 子 定义 的 线 从 . 
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18.， 对 于 任意 P € CP", 将 P 看 做 C"+! 中 的 复 平面 Lp, 令 工 = 
5 Lp, 7 :上 一 CP” 为 投影 . 证 明 : 工 是 CP" 上 全 纯 线 从 , 有 日 二 = 玖 . 


PECPY 


19. 设 M 是 复 流 形 , P e M,Z = (2 ,zn),W = (wa ,Wwn) 都 是 PP 
点 的 局 部 坐标 , 满足 对 于 i 二 1.…n, zi(P) = twi(P) =0. 试 利用 2Z 到 W 的 从 
标 变 换 给 出 分 别 利用 Z 和 利用 W 给 出 的 已 点 的 Blow up 之 间 的 间 凸 . 

20， 试 证 明 ; 如 果 WW 是 复 流 形 M 上 一 个 d 闭 的 (1,1)- 形式 , 则 对 于 任 
意 Pe M, 存在 已 点 邻 域 UV 和 0 上 函数 f, 使 得 W = 56f. 

21. 试 证 明 : 在 紧 复 流 形 M 上 如 果 一 个 d 闭 的 实 (1,1)- 形式 W 是 整 的 微 
分 形式 , 即 W 定义 的 de Rham 同调 类 在 映射 (2M,Z) 一 H?2(M, 民 ) 的 像 中 ， 
则 存在 M 上 的 全 纯 线 从 L 和 工 的 Hermite 度量 刀 使 得 W 是 的 曲率 形式 . 

22. 证 明 : 紧 复 流 形 M 是 代数 流 形 的 充分 必要 条 件 是 存在 M 的 拓扑 同调 
群 了 (4, 2) 中 的 一 个 元 素 a, a 可 以 表示 为 正定 的 实 (1,1)- 形式 . 
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习题 一 


1. Di={(x,9) [lz| <1,ly| <1), D2 = {7,9 ||z|+ly < 二 

2. (1) 先 证 结论 对 于 正 项 级 数 成 立 , 一 般 的 级 数 化 为 两 个 正 项 级 数 的 差 ; 
(2) 参阅 文献 [2]. 

3. 与 Abel 定理 的 证 明 相同 . 

4. 利用 多 圆 盘 的 Cauchy 积分 公式 . 

5. |F(Z)| < 定 [2 

9. 参阅 第 2 章 82.1. 

15. 利用 Weierstrass 预备 定理 . 

16. 设 f 不 可 约 , 利用 Weierstrass 除法 定理 . 

17. 参阅 21 题 . 

19. 利用 Weierstrass 除法 定理 . 

20. 设 (z',… ,z" 1) 是 7 的 零点 , 但 不 存在 xz", 使 得 (z!,… , 2" 1,z") 
同时 是 f 和 9 的 零点 . 对 于 表达 式 7 二 hf+fg, 设 有 = wg 二 71, 其 中 ri 关于 zz" 
的 次 数 小 于 g 关于 z” 的 次 数 . 则 由 7 = (wg 十 71)f 十 lg = 二 71f 十 (wf 十 4)g, 得 
当 (2 ,2 1) 固定 时 , ri 与 g 关于 z” 的 零点 个 数 相同 , 矛盾 . 

21. 设 下 和 G 在 原点 邻 域 关于 z 方向 正则 , P2 pz) = fF+gG, 
如 果 下 (2 ,z”) 二 0 时 ，G(z 2) = 0 则 必须 h 三 0. 因而 存在 序 
列 pn 一 0, 使 得 G(pn) 关 0, 而 FF(pn) = 0, 结论 对 于 a = 0 成 立 . 一 般 的 情况 
用 下 -aG 代替 书 

22. 23. 直接 应 用 Weierstrass 预备 定理 和 除法 定理 的 证 明 . 

24. 利用 22,23 题 

25. 对 球 上 的 Bochner-Martinelli 积分 表示 应 用 Stokes 公式 . 

26. 利用 25 古 的 结论 . 

27. 如 果 {fn} 是 H2(D) 中 的 Cauchy 列 , 则 由 26 题 {fr} 在 D 上 内 闭 
一 致 收敛 . jo 

30. 对 于 任意 f e H?(D),Z € D, 1(2) = 2 (f,Un)Un(2). 


n=1 
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6. 
7. 
12 


14. 


21. 


习题 二 


参阅 全 纯 凸 域 是 全 纯 域 的 证 明 . 

同上 . 

.13. 利用 定义 直接 验证 . 

利用 全 纯 域 等 价 于 拟 凸 域 和 多 次 调和 函数 的 性 质 . 
. 利用 条 件 验证 9 上 存在 多 次 调和 穷竭 函数 . 

利用 15 题 和 Levi 猜想 . 

u 沿 单 位 圆周 的 闭路 积分 不 为 零 . 

. 利用 Stokes 公式 . 

. 利用 第 18 题 中 的 公式 . 

. 积分 号 下 求 导 再 利用 6W = 0 的 条 件 . 

取 一 在 C" 上 有 紧 支 集 的 函数 h, 使 得 Supp(h) = {Z 1h(2) 0} c 9， 


且 h 在 KK 上 恒 为 1. 对 于 OAK 上 的 任意 解析 函数 f, 令 W = 6[(1 下， 
设 4 是 12 题 中 给 出 的 满足 Bu = W 的 函数 , 验证 (1 一 中 一 满足 条 件 . 


22 


4. 
5. 


. 证 明 工 和 7T* 在 成 x Hs 中 的 图 像 的 正 交 子 空间 是 另 一 映射 的 图 像 . 


习 题 三 


利用 Zorn 引 理 . 
令 


Uij = {4 = (2 2) ECn; Bo ,Ww") € C™ | (zi, zi), 


(oo wi) 线 性 无 关 } . 


证 明 {Uij} 上 坐标 覆盖 . 


11 
13 


. 利用 CP! 的 全 纯 自 同 胚 群 同 构 于 分 式 线性 变换 群 . 
. 利用 任意 两 个 变 元 (z?,z!，,… , z”") 的 相同 次 数 齐 次 多 项 式 的 商 是 CP” 


上 的 亚 纯 函 数 ， 


14 


. 设 杠 入 映射 M 一 CP” 由 亚 纯 函 数 g1,… ,gn 给 出 , 证 明 g1,…… ,gn 


中 有 m 个 函数 代数 独立 . 


15 


. 首先 9 不 能 在 六 的 所 有 零点 上 为 零 , 因而 结论 对 于 a = 0 成 立 , 一 般 


的 情况 用 了 一 ag 代替 f. 


420 ”附录 A ”部 分 习题 的 参考 解答 或 提示 


18. 利用 本 章 第 5 题 同样 的 方法 . 

19. 不 妨 设 {Ua} 是 坐标 杭 盖 , 证 明 {U。 x C} 也 是 坐标 覆盖 . 

26， 取 MM 中 一 列 紧 集 Ki,, 使 得 KK = Kan, Kn C Knti, Ps € Knt 
但 已, g Kn, 再 取 M 上 解析 函数 列 所 ,使 得 Maz{|fn(P)IP € Kn} < 1/2", 
而 (PP) = mw 则 a fn 满足 条 件 . 

27. 证 明 关 于 解析 函数 正规 族 的 Montel 定理 . 


习 题 四 


3. 由 M 上 亚 纯 函 数 定 义 的 除 子 . 

7. 题 中 的 线 从 是 14 题 中 定义 的 线 从 的 对 侦 从 . 

9. 参阅 14 题 . 

10. 利用 局 部 标 架 给 出 同 态 映射 的 表示 . 

11. 联络 形式 和 曲率 张 量 都 恒 为 零 . 

13. 直接 验证 hj : 满足 联络 形式 在 标 架 变换 下 的 条 件 . 

14. D(a ®b) = Di(o) Bb+a® D2(b). 

17. 参阅 有 关 Riemann 几何 的 书 . 

19. 证 明 曲 率 形 式 是 一 d- 闭 的 , 正定 的 (1,1) 形式 . 

23. 反 证 , 如 果 存 在 , 利用 Stokes 公式 , 则 必须 / W"=0, 与 了 W" 是 M 
M 


的 体积 微 元 矛盾 . 
24. 单位 分 解 定理 , 
25. 不 成 立 . 
27. 利用 Montel 定理 . 


习 题 五 


1. 紧 复 流 形 上 不 存在 非常 数 的 全 纯 函 数 ， 

5. 利用 Stokes 公式 . 

6， 证 明 利用 任意 给 定 的 [W2] < H"-?"-4(M) 得 到 的 线性 函数 [Wi] 一 
([Wi], [W2]) 就 是 H22(M) 上 的 所 有 线性 函数 . 

8. 利用 Hi:(R, 及 ) 的 Hodge 分 解 . 

9. (1) 设 Y 是 M 上 一 (p,0)- 全 纯 形式 ， {ei1,:… ,en} 是 余 切 丛 的 一 个 
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局 部 全 纯 的 正 交 标 架 , 满足 ei = 2 则 V 可 表示 为 了 = 下 Cre", 其 中 工 = 

(他 ) 满足 1 入 下 < .< 各 忒 加 而 由 Kihler 度量 确定 的 (1,1)- 形式 

可 表 为 W = 3 呈 e 和 可 利用 此 ,VAVAW"? 可 表 为 CPICrPW", 其 
z=1 


中 CC 关 0 是 常数 . 由 此 得 到 | VAVAW"” 关 0. 但 如 果 V 是 d 正 合 的 则 


入 
由 Stokes 公式 , 积分 必须 为 零 . (2) 是 (1) 的 推论 , (3) 是 (1) 和 (2) 的 推论 . 
10. 利用 Hodge 分 解 . 
11. 全 纯 微分 形式 w 显然 满足 Bw = 0, 5w = 0, 因而 是 A5 的 调和 形式 ， 
特别 的 , 在 紧 Kihler 流 形 上 也 是 Aa 的 调和 形式 . 


习题 六 
1. 试 比较 实 轴 上 的 函数 f(z) 三 0 与 函数 


0, zo, 
9(z) = | 1 


er, 7T>0 


在 z = 0 处 定义 的 芽 . 

2. 证 明 对 于 Able 层 , 零 元素 领 域 中 的 元 素 都 是 零 元 素 . 

5. 由 除 子 定义 的 摩天 大 厦 层 . 

8. 考虑 R 的 开 和 覆盖 {Us}, 使 得 除 子 中 的 点 pi 都 不 在 Us Nn Ug 内 . 

11. 利用 与 正 合 序列 定理 证 明 同样 的 方法 . 

13. 参阅 正 合 序 列 定理 的 证 明 . 

14. 不 是 唯一 的 , 例如 , 微分 流 形 上 常数 层 利用 外 微分 和 光滑 微分 形式 给 出 
的 零 调 分 解 (参阅 18 题 ). 

15. 后 一 个 是 前 一 个 的 真子 层 . 

19. 利用 de Rham 定理 和 Hodge 定理 . 

21. {b) 利用 第 3 章 中 全 纯 域 上 5- 方程 可 解 的 条 件 . 

23. 利用 Riemann-Roch 定理 . 

24. 设 sp 是 DD 的 典 则 截 影 , 对 于 任意 se H°(R,90([DD])), s/sp 是 忌 上 满 
足 条 件 的 亚 纯 函 数 ， 

29. 参阅 第 5 章 习 题 10. 
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习 题 七 


1. 参阅 本 章 第 一 节 的 讨论 . 

2, 与 上 题 相同 . 

6. 利用 消 没 定理 . 

10. 以 C” 为 例 . 

11. 如 果 4 是 正定 矩阵 , 万 是 一 对 称 和 矩阵 , 则 存在 常数 c, 使 得 c4 十 巨 是 
正定 矩阵 . 

15. Cousin 问题 II 是 否 有 解 . 

16. 计算 K 的 转移 函数 . 

17. 设 五 是 M 上 的 正 线 从 , 则 存在 自然 数 ,使 得 kH 十 工 是正 线 从 , 利 
用 Kodaira 嵌入 定理 的 证 明 得 大 充分 大 时 , k 玉 和 1 玖 + 工 都 有 非 零 的 全 纯 截 
影 , 因而 L 有 非 零 的 亚 纯 截 影 , 

20、 首 先 对 于 任意 p € M, 由 dW = 0, 存在 已 点 邻 域 U 和 D 上 一 次 微 
分 形式 V, 使 得 dV = 环 设 了 Y=7Y09+YO0D 是 VV 对 (1,0) 和 (0,1)- 形 
式 的 分 解 , 则 由 矿 是 (1 1)- 形式 , 必须 9yt0 = 0,6V(0D = 0, 由 此 存在 天 
数 户 , 户 , 使 得 8 = 二 V0, 6p 二 V09,W = 600(f -p). 

21.、 利用 20 题 , 可 选取 M 的 一 个 开 覆 盖 {U6}, 使 得 Uo 都 是 单 连通 的 ， 
在 每 一 个 U。 上 存在 函数 fo, 满足 W lu。= 69fo. 而 由 琵 是 实 的 微分 形式 ， 
可 设 大 是 实 部 为 零 的 函数 , 因而 在 Us Nn Ve 上 , js := fo 一 fo 是 调和 函数 . 
取 Us Ue 上 的 解析 函数 hag 使 得 hogp = hga, 而 fo 一 f8 =iIm(hag). 这 时 
在 UsNnUsNnUy 上 , 令 copy =: hag 十 hey 十 hya, 则 capy 是 常数 , 而 {cagpy} 就 
是 由 琵 定义 的 H2(M,Z) 中 的 Cech 同调 类 . 因而 对 于 任意 VUs 关外 存在 
实 常数 bwg, 使 得 cagy 一 bag 十 98% 十 bya E Z. 利用 此 , 以 {e2"i(hae bag)} 作为 
转移 函数 , 其 定义 了 M 上 一 个 全 纯 线 从 ，{fe2ritfe)] 是 这 一 线 从 的 一 个 Hermite 
度量 , 而 W 就 是 这 一 度量 给 出 的 Chern 示 性 类 的 表示 . 

22. 21 题 的 推论 . 


CcC 

Cn 
B(Zo,7) 
Dr (Zo, R) 
日 引 0 
Oz; 2 
0 引 9 
0z; 2 
OD., (Zo,7) 
Clz1,... ,2 
On(p) 
Rad(7) 

A 

0 

6 

H(Z,W) 

K 

ee 

Tz, 

CP” 

H(M) 

dy (FG) 
T(P) 
Ta,0)(P) 
To,1)(P) 
T*(P) 
H"(M,C) 
cx(E) 


0_10 
Oz: Oyi 


0 


dr: By 


| 


符号 集 


复数 域 

n 维 复 向 量 空间 

Zo 为 球 心 , > 为 半径 的 球 

20 为 心 , RR 为 半径 的 ” 维 多 圆 盘 区 域 


关于 复 变量 zi 的 偏 导数 


关于 复 变 量 z 的 偏 导数 


多 网 盘 特 征 边界 

复数 域 上 zi,.… , zn 的 多 项 式 环 
n 元 解析 函数 在 已 点 的 芽 环 
理想 7 的 根 理想 

外 积 

全 纯 方 向 的 微分 

反 全 纯 方向 的 微分 
Bochner-Martinelli 核 函 数 

集合 天 的 线性 (全 纯 ) 凸 包 
函数 Fr 的 复 Hessien 矩阵 

20 点 的 全 纯 切 空间 

m- 维 复 投影 空间 

复 流 形 M 上 解析 函数 全 体 
EN(M) 上 的 距离 函数 

P 点 的 切 空间 . 

P 点 的 全 纯 切 空间 

P 点 的 反 全 纯 切 空间 

P 点 的 余 切 空间 

流 形 M 的 复 值 > 阶 de Rham 同调 群 
复 向 量 从 吾 的 & 阶 陈 示 性 类 
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8(M) 流 形 M 的 解析 函数 芽 层 

M(M) 流 形 M 的 亚 纯 函数 芽 层 

0" (AM) 流 形 M 的 处 处 不 为 零 的 解析 函数 芽 层 

alP’) (M), a(™®) (E) 流 形 M 上 光滑 的 (p, 9)- 形式 和 光滑 的 

五 值 (p,q)- 形式 的 芽 层 

QP(M), QP(E) 流 形 M 上 全 纯 的 (p,0)- 形式 和 全 纯 的 
-, 忆 - 值 (p,0)- 形式 的 芽 层 

H?(X,Y) 空间 X 上层 Y 的 p 阶 Cech 同调 群 

m(M) 复 流 形 M 上 亚 纯 函数 域 

‘Trdeg(Y2, ¥1) 域 到 对 域 域 扩张 的 超越 次 数 

a(M) = Trdeg(m(MM),C) 紧 复 流 形 M 的 代数 维 数 

Mp 复 流 形 M 在 PP 点 的 blow up 

Ta,0)(P) P 点 的 全 纯 余 切 空间 

Tro1)(P) 己 点 的 反 全 纯 余 切 空间 

及 映射 的 切 映射 

F* 映射 下 的 拉 回 映射 

@ 张 量 积 

A'V V 的” 重 外 积 

To) (M) AM 的 全 纯 切 从 

To (M) M 的 全 纯 余 切 从 

尺 = Km = 人 mT6 0)(M) mm 维 复 流 形 M 的 典 则 线 从 

T(U, E) 向 量 从 巨 在 UU 上 的 截 影 空间 

TP'0) (EB) 五 - 值 (p,q)- 形式 向 量 从 


= E®[A?T ,0(M) 
AIA® Ta] 


Ta 联络 符号 

Di(W) 截 影 W 对 于 联络 D 沿 二 方向 的 导数 

0 = [0 曲率 形式 

D = D0) + DD) 联络 D 对 于 全 纯 和 反 全 纯 方 向 的 分 解 

W = 5 2 gdz* 人 dz ”Hermite 度量 2 gidz’ @ dH 
确定 的 (1, 1)- 形式 


H"(M, R) 流 形 M 的 > 阶 de Rham 同调 群 


符号 集 ”425 


br 二 dimH"(2M,R) 流 形 M 的 7 阶 Betti 数 


Hp9(M 本 全 纯 向 量 丛 的 (p,g)- 阶 Dolbeault 同调 群 
A 9 对 于 给 定 度量 的 Laplace 算 子 
TH(M,T%9(E)) ”EE- 值 (p,q)- 调和 形式 全 体 

* 算 子 对 偶 算 子 ( 星 算 子 ) 

Aa d 对 于 给 定 度量 的 Laplace 算 子 


TH"(M, R) 7 次 调和 形式 全 体 


[12] 
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不 可 约 解析 子 能 
Bochner-Martinelli 核 函 数 
Bochner-Martinelli 公式 
Bergman 核 函 数 
闭 算 子 
Betti 数 
Bianchi 恒等式 
边缘 算 子 6 
闭 链 群 
Blow-Up 
C 


Cauchy-Riemann 方程 
Cauchy 不 等 式 

Cauchy 核 函数 

次 调和 函数 

笛 定 算 子 

除 子 

除 子 的 阶 

陈 示 性 类 (chern class)cx (E) 
Cousin 问题 I 

层 
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层 的 截 影 

层 的 同 态 映射 

处 处 不 为 零 的 解析 函数 芽 层 
Cousin 问题 II 

层 同 调 群 

Cech 同调 群 

陈 上 映射 

超越 元 素 

超越 次 数 

超 平 面 线 从 


多 圆 盘 

多 重 级 数 
多 元 寡 级 数 
多 元 解析 函数 
多 圆 硒 上 的 Cauchy 公式 
多 元 多 项 式 环 
多 圆 盘 距离 
多 次 调和 函数 
对 偶 算 子 
代数 子 簇 
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第 一 纲 集 

第 二 纲 集 

多 重 线性 映射 
对 偶 丛 

典 则 线 从 


61 
76, 134 
93, 241 
123 
123 
140 
140 
169 
179 
180 
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0 


度量 与 联络 相 容 
de Rham 同调 群 
Dolbeault 同调 群 
短 正 合 序列 

de Rham 定理 
单位 分 解 定 理 
Dolbeault 引 理 
Dolbeault 定理 
典 则 分 割 

代数 元 素 

代数 独立 
代数 维 数 


E 


E- 值 (p,q9)- 形式 
如 值 (p,q)- 调和 形式 


F 


反 全 纯 方向 ((1,0) 方向 ) 
复 Hessian 矩阵 
复 流 形 
非 齐 次 坐标 

复 投影 空间 
复 子 流 形 

复 切 向 量 

复 切 空间 
复 余 切 空间 
反 解 析 函 数 

反 全 纯 切 向 量 
非 负 除 子 

复 联络 


316, 


368, 


206 
227 
230 
309 
330 
320 
328 
330 
345 
367 
377 
383 


189 
240 


47 

66 
114 
120 
121 
124 
158 
159 
161 
159 
159 
187 
204 


复 几 何 基 本 定理 
仿 紧 空间 
Fubini-Study 度量 


G 


根 理想 


广义 Cauchy-Riemann 方程 


网 定理 
光滑 向 量 从 
G 群 层 


Hartogs 定理 
Hilbert 基 定 理 
Hilbert 零点 定理 
Hartogs 现象 
Hessian 矩阵 
行列 式 线 从 
Hermite 度量 
Hermite 向 量 从 
Hermite 流 形 
Hodge 定理 
Hodge 分 解 定 理 


解析 函数 的 芽 
解析 函数 的 芽 环 
解析 子 簇 
解析 子 簇 的 芽 
均值 不 等 式 
解析 映射 
紧 复 流 形 


207 


254 


28 
28 
35 
36 
73 
113 
114 


局 部 坐标 

解析 同 胚 
浸入 子 流 形 
解析 多 圆 盘 
局 部 平凡 化 

截 影 空间 
局 部 标 架 

基本 恒等式 LI 
解析 函数 的 芽 层 
截 影 群 

加 细 开 覆盖 

加 细 映 射 
局 部 有 限 开 覆盖 
Jacobi 逆 问 题 
紧 Riemann 曲面 的 消 没 定理 
紧 Riemann 曲面 的 嵌入 定理 


K 


Kihler 度量 
Kihler 流 形 


Kodaira-Serre 对 偶 定 理 246, 247， 


却 格 

Kodaira 消 没 定理 I 
Kodaira 消 没 定理 开 
Kodaira 嵌入 定理 


工 


拉 回 映射 
Laplace 算 子 人 A 
Levi 猜想 

到 估计 

联络 形式 


257, 258, 261, 


69, 240, 


165 
250 
84 
97 
194 


索引 


联络 矩阵 

联络 

联络 符号 
联络 与 度量 相 容 
零 层 

零 调 层 

零 调 分 解 

Leray 定理 


Montel 定理 
满 秩 映射 
Mittag-Leffer 问题 
模 层 

摩天 大 厦 层 


N 


m- 维 复 向 量 空间 
内 闭 一 致 收敛 
Neother 环 
拟 凸 域 
逆 变 换 定理 
道 紧 映 射 


欧 氏 凸 域 


(pz,9)- 形式 
平凡 向 量 从 
平移 ( 沿 曲线 ) 
Poincaré 对 偶 
p 阶 链 


429 


57 


430 索引 


Poincaré 引 理 
判别 式 


Q 


全 纯 方向 ((1,0) 方向 ) 
全 纯 域 

全 纯 凸 包 

全 纯 凸 域 
全 纯 切 空间 

强 拟 凸 域 

强 多 次 调和 函数 
穷竭 函数 

齐 次 坐标 
媒 入 映射 

全 纯 切 向 量 

全 纯 余 切 向 量 
切 映 射 

全 纯 切 向 量 从 
全 纯 余 切 向 量 从 
全 纯 向 量 从 

全 纯 线 从 

全 纯 (可 微 ) 截 影 
曲率 形式 

曲率 张 量 

强 层 


R 


Riemann 延 拓 定理 
Riesz 表示 定理 
Riemann 球 
Riemann 曲面 
挠 率 张 量 


122 


Ricci 曲率 

Riemann 几何 基本 定理 
Riemann-Roch 定理 
Riemann 双 线 性 关系 


S 


Schwarz 引 理 
素 理想 
Stokes 公式 
上 上 半 和 连续 函数 
Sard 定理 
Stein 流 形 
双 线 性 函数 
双 线 性 映射 
正定 的 实 (1, 1)- 形式 
商 层 

松软 层 


特征 边界 
体积 微 元 
调和 形式 
Thimm 定理 


唯一 性 定理 
Weierstrass 多 项 式 
Weierstrass 预备 定理 
Weierstrass 除法 定理 
唯一 分 解 环 

微分 形式 

外 微分 d 

Whitney 嵌入 定理 


203 
216 


339, 341 


349 


18 
37 
47 
69 
90 
132 
166 
168 
214 
291 
317 


15 
212 
240 
377 


17 

19 

23 

26 

30 

41, 172 
46, 226 
126 


外 积 

Wirtinger 定理 
无 挠 联络 
完备 预 层 


线性 凸 包 

相对 拓扑 

向 量 从 直 和 

向 量 从 张 量 积 
向 量 从 外 积 

向 量 丛 同 态 ( 同 构 ) 映射 
线性 等 价 

向 量 从 截 影 

星 算 子 (* 算 子 ) 

线 从 工 的 阶 (deg()) 


Y 


(1, 0) 方向 的 微分 
((0, 1) 方向 的 微分 

一 致 收敛 

芽 , 芽 环 

隐 函 数 定理 

亚 纯 函 数 

亚 纯 函 数 域 

预 层 


28, 
115, 


171 
214 
216 
292 


亚 纯 函数 芽 层 
预 层 同 态 


最 大 模 原 理 
z" 方向 上 阶 正则 
准 素 理想 
Zariski 拓扑 
自然 定义 域 
自然 边界 
坐标 覆盖 
坐标 变换 
周 纬 良 定理 
正则 媒 入 
正则 子 流 形 
张 量 积 
张 量 

转移 矩阵 
除 子 D 的 阶 deg(DD) 
子 层 

正 合 序列 
正 合 链 群 
正 合 序列 定理 
周期 向 量 
周期 矩阵 
正 线 从 
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